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I. 


Ueber   die   Krümmung   der   von   Ebenen    gebildeten 
Schnitte' des  dreiaxigen  Ellipsoids. 


Von 

dem   Herausgeber. 


Bekanntlich  hat  man  verschiedene  allgemeine  UnterenchuDgen 
iber  die  Krümmung  der  von  Ebenen  gebildeten  Schnitte  der 
kmiBiiien  Flächen  angestellt,  und  eine  grossere  Anzahl  merk  wür- 
diger, dieselbe  betreffender  Sätze  gefunden.  Auf  besondere  Arten 
der  Fischen  sind  diese  Sätze  aber  nur  wenig  angewandt  worden, 
md  man  besitzt  z.  B.,  so  viel  ich  weiss,  noch  keine  allgemeinen 
Aosdriicke  filr  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  und  die  Halb- 
messer der  Krfimmungskrelse  der  Normalschnitte  des  allgemeinen 
dreiangen  Ellipsoids  und  anderer  Flächen  des  zweiten  Grades, 
denen  die  grOssten  und  kleinsten  Krflmmungshalbmesser  entspre- 
chen. Slan  weiss  femer,  dass  die  Summe  der  reciproken  Kriiui- 
mongshalbmesser  jeder  zwei  auf  einander  senkrecht  stehenden 
Normalschnitte  einer  l^eliebigen  krummen  Fläche  eine  constante 
Grosse  ist,  aber  den  Werth  dieser  Constanten  fflr  die  vorherge- 
nannten  und  andere  krumme  Flächen  kennt  man,  so  viel  ich  weiss, 
noch  nicht*  Jedenfalls  ist  dies  ein  Mangel,  der  um  so  grosser 
ist,  je  merkwürdiger  und  eleganter  die  in  Rede  stehenden  Aus- 
driicke  sich  für  viele  besondere  krumme  Flächen  gestalten.  Die 
Art  und  Welse,  wie  man  bisher  die  allgemeinen  Untersuchungen 
aber  die  Krümmung  der  von  Ebenen  gebildeten  Schnitte  der 
Flächen  unter  Anwendung  einer  nicht  geringen  Anzahl  verschie- 
dener Coordinaten  -  Verwandlungen  geführt  hat,  ist  aber  in  der 
That  auch  su  speciellen  Anwendnngen  wenig  geeignet,  was  auch 
wohl  vorzugsweise  der  Grund  sein  mag,  dass  dergleichen  Anwen- 
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dangen  bb  jetst  nur  wenig  gemacht  worden  sind*).  Ich  halte  daher 
eine  ganz  neue  Behandlang  dieses  wichtigen  und  interessanten 
Gegenstandes  fflr  nothwendig,  wenn  dieselbe  geeignet  sein  soll, 
Anwendungen  auf  besondere  Fälle  mit  Leichtigkeit  zu  vermitteln 
und  zu  gestatten,  und  hoffe  eine  aus  diesem  Gesichtspunkte  an- 
gestellte derartige  sehr  allgemeine  Untersuchung  bald  veröffentli- 
chen zu  können  im  Stande  zu  sein.  Ffir  jetzt  will  ich  mich  be* 
gnfigen,  in  dieser  Abhandlung  die  Krfimmung  der  von  Ebenen 
gebildeten  Schnitte  des  allgemeinen  dreiaxigcn  Ellipsoids  nach 
einer  besonderen,  so  viel  als  möglich  elementar  gehaltenen  Me- 
thode zu  untersuchen,  und  hoffe,  dass  die  Leser  des  Archivs 
über  die  Merkwflrdigkeit  und  Eleganz  der  neuen  AusdrOeke,  welche 
aus  derselben  in  ziemlich  grosser  Anzahl  sich  ergeben  haben, 
mit  mir  einerlei  Meinung  sein  werden.  Dass  diese  Untersuchung 
eine  unmittelbare  Anwendung  in  bekannter  Weise  auf  die  allge« 
meinen  dreiaxigen  Hyperboloide  gestattet,  versteht  sich  von  selbst, 
und  bedarf  hier  kaum  noch  einer  besonderen  Bemerkung;  und  wie 
dieselbe  ffir  die  Paraboloide  anzustellen  sein  diirfte,  wird  gleich- 
falls mit  Leichtigkeit  ersichtlich  seint 


I. 

Die  Krfimmungskrelse  der  Schnitte  des  Elliilseiila  im 

Allgemeinen. 

Wir  gründen  hier  die  Bestimmung  der  Krfimmungskreise  der 
Schnitte  des  Ellipsoids  im  Allgemeinen  auf  das  Princip,  dass  der 
Mittelpunkt  des  Krflmmungskreises  einer  beliebigcfn  Clirve  in 
einem  bestimmten  Punkte  derselben  der  Durchschnittspunkt  der 
Normale  der  Curve  in  diesem  Punkte  mit  einer,  einem  diesem 
Punkte  unendlich  nahe  liegenden  Punkte  der  Curve  entsprechen- 
den Normalen  derselben  Ist,  wonach  man  also  eigentlich  den 
Mittelpunkt  des  Krilmmungskreises  einer  Curve  in  einem '  bitotimm- 
ten  Punkte  derselben  als  die  Gränze  oder  den  Gränzpunkt  aufsn- 
fassen  hat,  welchem  die  Durchschnittspunkte  der  Normale  der 
Curve  in  dem  In  Rede  stehenden  Punkte  derselben  mit  den  dieser 
Normale  benachbarten  Normalen  der  Curve  sich  immer  mehr  und 
mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern,  wenn  man  die 
Punkte  der  Curve,  denen  die  letzteren  Normalen  entsprechen,  dem 
Punkte  der  Curve,  welchem  die  erstere  Normale  entspricht,  immer 
näher  und  näher  rflcken  lässt. 

•)  Selbtft  die  Darstelleng  von  Moigno  ii»  den  Le^ons  de  caleiil 
diff.  et  ist.  T.I.  Le^ont  XXXIII  el  XXXIV  ümI,  bei  aller  Ver- 
dieastUchkeit,  noch  Manches  la  wöaiclieo 


§9§UMtn  ScknitiM  4i$  0irHuxi§€m  Biüip§§kU. 


.'■  fi^ 


Die  daMiwg  dos  b^Tiebigttl,  biBt  mir-6alfiMbtaiig  kmoinett- 
ffiHipMid» «el  ini'AUgeneiliwi 

(f)V(fr+a)='. 

^B  iMMIgor  nmkt  ia  seioer  OberflädMi  Mi  (ump).^  .i#  do«^ 


©■+ ß)'+ (»'=• 


t         ii 


ist     Die  Gleichung  der  fierfibrangiiebene  des  Ellipsoids  in  dem 
Pnkte  (uüw)  ist  nacfa  den  Lehren  der  anal3rtischen  Geometrie: 


!■        .'.     J  •    1... 


t  •  r        t  •     ! 


»r  v.V^  V.W  vA 


(1 


M 


o«  +*•  +  ««-*• 

1 

Gleichong  der  Ebene  eines  beliebigen  durch  den  Punict 
)  gelegten  Schnitts  des  Ellipsoids  sei 

A(a:—u)  +  B(y—9)  +  C(ii—u>)=0.       . 

Aus  den  beiden  Gleichungen 


Uigltp  frenn  G  einen  gewissen  Factor  liezelchnet: 


also  sind 


j,-»=C(C^-^5). 


,— «p=G(^^^-»J|); 


— « y— p      _ 


X — te 


Ä^-C 


P 


^?-^? 


^^-Ä^. 


«* 


^  CHcidiiBgen   der  Dnrcbschnittslioie  der  Ebene  des  Schpjltf 


4  Gruneri:    Veäer  die  ICr§mmwi§  der  wvh  Memen 

mit  der  BarilhniiigsebeDe  dM  EUipaoids  in  dem  Batikte  {uvw), 
folglich  die  GleiGhungeo  der  Berifbrenden  der  Corve,  in  Ivreleher 
die  Oberfläche  des  Ellipeoids  .von  der  durch  die  Gleichung 

charekteriiirteB  Ebene  gencbfeiitten  wird,  hm  dem:Pmihte  .(neiiO» 
wobei  wir  bemerken ,  daes  von  nun  an  diese  Curre  der  -KArae 
wegen  immer  aelbat  der  Schnitt  genannt  werden  aolL 

* 

Ist  nun 

il'(j?— t«)  +  Ä'(y-e)  +  C(f — «d)äO 


•      < 


i  • 

1 


die  Gleichung  der  Normalebene  des  Schnitts  in  dem  Punkte  (iimtp)» 
welche  auf  der  Berifbrenden  des  Schnitts  in  diesem  Punkte  senk- 
recht steht,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analjrtiscben  Geometrie: 

A'  B  C 


■».   .  '  U-. 


«•     r^     r^^y^     A-  —  B- 

^t»-^h*       ^a*      ^<^       ^b*      "a* 
nnd  folglich 

die  Gleichung  der  Normalebene  des  Sphnitts  in  dem  Punkte  («md)» 
Aus  den  Gleichungen 

A(x-m)  +  Bis—v)  +  a»  -«) =0, 


(Ä5-C^(*-«)+(Cj|-^5)(jr-e)  +  (jJ-Äj)(.-«)=0     1 
folgt,  wenn  G'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

«-«=  Cf'lBC^p  -  Ä  Jj- C(Cp  -  J  5)1, 


1 


ri: 


1 


,-» = G'{A(C^  -  A  ^-Ä(Ä^  -  C  p)  I  \ 


weHUttem  Schnitt»  da  ilretatt§eH  ElUpaoiä».  5 

y-t>=G'{ff(J  J  +  » J  +  c5)-(.<*+fi«+C«)^l, 

Folglich  simI 

jr — ti 

.: »— «p     . 

CM^ + Ä^j + c5)-(j«+fi«+c»)5 

die  Glelchangen  der  üorchscboittslioie  der  Ebeoe  de«  Sebnitts 
■it  seiner  Nornialebene  in  dem  Punkte  (tirto),  also  die  Gleichan- 
geo  der  Normale  dea  Schnitts  in  diesem  Punkte. 

Ffir  einen  zweiten  Punkt  (utVitOi)  dea  Scbnitta,  wo  alao 


(?)■+ m*  (?)■= 


1 


ial,  atod  folglich  die  Gleichungen  der  Normale  dea  Schnitte : 

*x — Ifi 

y—oi 

*<^?.  +  ^ä  +  c5)-(^+B«+C")g 


• 


% 


CUJ,  +  «fU  ^-§)-MHÄ«+6'«)-S 


6  Crunert:    Vebtr  die  Krümmung  der  mm  Bkmen 


%  I 


ü=J(4^  f  B^  +  c5)-M«+Ä«  +  C»)^. 


■*«.•■  :  ■         ■    • 


nod 


ü,  =*^(^  5  +  »|1  +  C^)  -(A^+B»+  Ö)  5 , 


SO  sind 

<i  ....:      — '«y  «»*  ■  . .  1. ■  .    .  .  •    r   I 


—.11        Jf  — P        » — w- 


tu   ; 


~ür~~Fr-~w^ 


«»   1 


oder 


^-«      y 


r^tc 


r;  "    F  —  PF  ' 


X — ti — (tt| — ti) y  — ^  —  (^  —  c)  _J  i-^to  —  (fOl  —  tg) 

r,        -        f;        -        iF, 

die  Gleichungen  der  beiden  in  Rede  stehenden  Normalen,  und 
wenn  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Durchschnittpunkts  derselben  be- 
zeichnen, 80'  müssen  diese  Coordinaten  aus;  4en  vorstehenden 
Gleichungen  bestimmt  werden ,  wozu  wir  jefst  übergehen  wollen. 

Aus  diesen  Gleichungen  evhSH  fnan  zuvSrderst  leicht  die  fol- 
genden: 

(F-  F,)(*-t/)-(t7-  t70(sf-r)=  Üi(ü,-ü)-  Fi(tii  -ti), 

(IF-»Fi)(y-r)-(F- Fl)  (i-tc)  =  FiK«tc)-IFi(t^,-.ü), 

(ü-  Ol)  («-it)-(ir-  wo(T'-u)=z  iri(«,-ii)-üi(fc,-»); 


§€Mdeien  Sc/Mtte  des  dreiaxigen  EiUpsoiäi.  7 

also,  wenn  man  fiSr  x — u^  y  — d,  z  — to  nach  und  nach  Ihre  ans 
den  Gleichungen 

X  —  II J — ü  z  —  w 

"IT—    F^-TF 

eich  ergebenden  Werthe  einflihrt: 

(l7Fi-FC;i)(x-ii)=t7tF,(Ki-«)-l7i(p,-r)}, 
(FIF.-IFFO(:r-«)=  t7|ll\(rt-t)  -  Vdu>i-u>)\, 
(»Ft/,— üfFi)(ar-.«)=D{t7,(wi-tr)-»^i(ti,— 11)1; 

(ÜV,--Vü^)(y-'v)==  FtFj(ti,-ti)-t/i(t^i-r)|. 
( F»Fi  -  IFFO(y-r)=  Fl  »F,(i,i-r)- Fi(fo, -tr)|. 
(»»'üi-C7»F,%-r)=F|D|K-fr)-»F,(«i-ti)|; 

(t7Fi  -  rU,)  (i-io)=  |F{Fj(ii|-ti)-  €7,(»i-t)|, 

(|FC;,-.C/»Fi)(z-it)  =  Wt7i(fri-it)-.fFi(tH--ii)|. 

Von  den  verschiedenen  hieraus  sich  ergebenden  'Formeln 
wollen  wir  die  folgenden  unseren  ferneren  Untersuchungen  zu 
timnde  legen: 

X — u     y — V  _z — w  _  F|  (ui  —  «)  —  üi  (vi  —  v) 
ü    ^    F    -"TT"-  ÜF,— F^i 

Um  nun  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Krümmungs- 
des  Schnitts   in  dem  Punkte  (uvto)  su  finden,  kommt  es 
darauf  an,  die  Gränze  zu  ermitteln,  welcher  der  Bruch 

^        ÜFi— FI7| 

•idi  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
oihert,  wenn  man  den  Punkt  (uiVito^  in  dem  Schnitte  dem  Punkte 
(vvto)  immer  näher  und  näher  rücken  lässt.  Denn  bezeichnet  man 
diese  Gränze  durch 

w  1^  ^l(«l  —  «)  —  t/ifa  — t?) 

*^'°> PF^ir-Füi 

und  die  Coordinaten  .  des  Mittelpunkts  des  in  Rede  stehenden 
Krfimmangskreises  durch  X,   F.  Z,  so  ist  offenbar: 


S  Gruaert:    l'eier  die  h'r/lmmtmf  dir  ton  Ebenen 

X—u      Y—vZ—w  F,(tf,— M)— t7i(g,— c) 

~~Ü~—    V    ~    W    "*''"'  f/F,  -  Ff7, 

Um  aber  die  GrSiize 

Lim  üvI-Pü; 

zu  findeo,  brii^e  man  den  Brach 

F,(«,-«)-r7t(p,-r) 

auf  di«  Form 

tC|  —  U  tl| — tf 

f^ann  ist  offenbar 

*^"" OVt^FÜ^ 


F-ULIin^— ^+Lini(Fi-r)— Lifn(t7,-ü).Lim^— ^ 

f ij  —  II  «1  —  « 

f{ekanntlich  ist  nun  nach  dem  Obigen 

A(ui  — «)  +  Ä{r,  -  r)  +  C(wi  — te?)  =  0 

also : 

folglich»  wenn  C^  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 


§Mkliien  Sckniiie  deu  firefHxffftM  Kiünaiä^,  9 

I 

woraus  sieh  sogleich 

9i — p o^ c*     '         tO|  —  te 6^ g* 

«I  —  «  "^  S(^+w)      CXt?|  -h  p)  '     ui  —  «  ""  Ä(fOi +fo)      C(P|  +  v) 

erglebt«  LSsst  man  aber  den  Punkt  (u^ViUDi)  dem  Punkte  {wow) 
m  dem  Schnitte  immer  näher  und  näher  rücken,  so  fallen  )die 
Coordinaten  if| ,  r| ,  tO|  immer  genauer  und  genauer  beziehungs- 
weise mit  den  Coordinaten  u,  v,  to  zusammen ,  so  dass  sich  also 
die  Grössen  »i  -f  tr,  ^-{-^t  ici  -^  tr  immer  mehr  und  mehr  tfnd  bis 
zu  jedem  beliebigen  Grade  den  Gränzen  2tt,  20»  2tr  nähern;  nach 
den  Vorhergehenden  folglich  offenbar 

Cu     Aw  Av^     Bu 

,.    ©1— ü      a*       c*             -,    tri— 10      t^^' a^ 
JLuD =-2; 7>*t         Lim— ^ =*s TT" 

c*""A«  c«  ""^ 

ist.  Wenn  nun  aber  der  Punkt  (nifitoi)  in  dem  Schnitte  dem 
Ponkte  (utw)  immer  näher  und  näher  rückt,  so  fallen  offenbar 
ioch  die  Grossen  C/| ,  Fg  beziebungsi^eise  immer  genauer  und 
leoauer  mit  den  Grossen  V,  V  zusammen ,  so  dass  also  augen- 
sdieinlich 

Lim(Ui—U)=0.      Lim(F,  -  F)=0; 
Mglich  nach  dem  Obigen 


ist    Ferner  hat  man  nach  dem  Obigen  offenbar  die  Formeln: 
Uf-U     JA  .  B  t?i  — e  .  C   fot— te\      il«+Ä«+C« 

also: 


10  Crun^ris    Ve&tr  die  Krümmung  der  99m  Svenen 

tii — u  \a*  '  fr  tfi — tt     c*  »1 — «/ 

-^  • 

ift-|-tf  Vo*     **  «1  — a     c*  «fi-^«/ 

•6*  «1 — tf 

worauB  sich,  in  Verbindong  mit  dem  Vorhergehenden»  aqf  gaiMi 
ttosweideutige  Weiae  ergiebt,  das«  man 

■ 

.  »-  fi(!>H  -«) -  t7,(t),  -^e)        F(«|  -tt) -  (7(t>, ^»> 
und  folgHoh  aiKb  ,      . 

J 

X—u    ■  F-^p      Z  -  w        r(t^  -  m)  -  Üjvt  ^c) 

17  **    F  -   »y  ~ü(K— n— F(t;,-Ü) 

MtBen'lMin,  w«nnnMn  nvr  ia  den  Istzteo  Bnieh*  fiberall 

Bu)     Co  ' 

Cu      Aw 

At      Bu 

setzt.  EnHrickelD  wir  na9  aber  unter  dieser  Voraassetzang  den 
in  Rede  stehenden  Bruch  weiter,  so  erbattoo  wir  BQT9vde^st  ohne 
alle  BdiWierigkeit:     • 

F(«i-ii)-^l^(Pi-ü) 

•  .  •  ■  • 

und  ferner,  an  leiehlest^,  wenn  wir  ' 


und 


fMidHtn  Seknm$  des  drekurtftn  Eiüpsaiäs.  Ur 


•etseo: 


"'.=''(^'-^)-»(^-^) 


«Ci-n-cw-io 


■■••■■■       *i       ■■•■■•   •  '     •  ."<•■. 

bei  ireleher  EntwickeluDg  man  die  identUche  Gleichong 


.1   t..' 


sa  beachten  bet    Aleo  M  nach  den  Obiges: 

u   "    y  —    w 

wodarcb  die  Coordinaten  des  Hittelpunkts  des  Krümmungskreises 
des  Schnitts  fb  denv  E^inkte  (uvw)  bestimmt  sind.'  -       ' 

Bezeichnet  R  den  Halbmesser  des  Krümmungskreises  des 
Schnitts  in  dem  Punkte  (uvw),  welcher  die  Entfernung  der  Punkte 
(seto)  und  (XY2S)  von  einander  ist,  so  ist 

also,  weil^  wie  maA  mittefei  leichter  Recbnang  findet,»  / 

*       •  \  .       ,  •  ■.  '  ■  •  .  I 

ist:  'S         '.,\  '    . 


I 

feMdeten  Sekniiie  äet  dret4Uti§€n  KUIptaiäs.  13 

Weil  in  diMem  Falle 


F=:-(i4*+ß«f  C«)Jj» 


H^=-(^«+Ä«+C«)5 


ist,  so  ist  auch: 


(tt*     v^     fiPX 
7*  +  6i  +  if) 


w 


(^.+».+c,(^:+?.+^") 


"i^'l^/Buy     Cd\*      J^  /O«     ^V.  1/^     ^V' 

Für  jeden  beliebigen  durch  den  Punkt  {uvw)  gelegten  Schnitt 
dmm  Ellipsoids  erhält  man  nach  dem  Obigen  auch  leicht  die  fol- 
genden bemerkensH-erthen  Ausdrflcke: 

X  —  u r — V  ^  Z  —  W 


and  Rlr  die  Normalschnitte: 


IS  Gruntrt:    l'eter  die  KrilmmuMt  dtr  pm»  Sktnen 

R  = 

Weil  Dach  dem  Ohigeti 

die  Gle^bui^g  der  Berfihrangeebene  des  Ellipsoide  in  dem  Punkte 
(tfoidD  Ut,  80  iät  liach  den  Lehren  der  analytiechen  tteMietrie  die 
Normale  de«  EUipsolde  in  demeelhen  Punkte  durch  die  Gleichungen 

u     ""    jp^    "^    fO  > 

a«  6*  d^ 

charakterisirt;  und  soll  nun  der  durch  die  Gleichung 

2l(;r — II)  +  iB(y  -  e)  +  COf — f») = 0 

charakterieirte  Schnitt  durch  diese  Normale  gehen,  aleo  ein  Nor- 
malachnitt  sein«  so  muss  offenbar 

ilti      Bv      Cw     ^ 
sein. 

I 

Also  ist  nach  dem  Obigen  flir  die  Normalschnittei; 

jr— tt_  r^v^^z-'W 

ü  —  r  ~  w  ^ 

11*      f>*      vi^ 


^  VjBw     Co 
a 


(Bw     Cb\*      I  /Cu     Atoy      1  /Ao     Bu\ 


und 


*"~r/K      Cey     1  /Cu     Ac\»      l/Av     KV 


feMdeten  SektUiie  äei  tir eifrigen  SUIpMOtan.  Vi 

Weil  in  diMem  Falle 


F=:-M*+ß«f  C«)ji. 


»F=-(^«+Ä«+C»)^ 


Ist y  00  ist  auch: 


(tt*     V*     fo'X 
-*-«=-?•  1  /Ate     CrV  .    1  Z'^'«     ^»Y  .    '  Z'^"     ^V 


Y — 0  T*  •  "i    Terz       irxITT        i    77»H        Jim        1    irn,       R-\'^  * 


(^«-|-B«+C)(^  +  g,  +  -^) 
?V^~6T>  +  i^\l?~  e*J  +  c*V*"       «V 

'  f 

Für  jeden  beliebigen  durch  den  Punkt  (tcmr)  gelegten  Schnitt 
de«  Ellipsoids  erhält  man  nach  dem  Obigen  auch  leicht  die  fol- 
genden bemerkensMerthen  Ausdrflcke: 

x—u r — V  ^  Z  —  W 


I  . 


and  flir  die  Normalschnitte: 


14  Graneri:    ü^M^  tlii  rnimmun^  der  tan  ßöenen 


»  tr  J2 


80  dass  also  in  diesem  Falle 


Ä-s  Rrm  Ä"S 


int  • 

Mit  Rücksicht  wS  die  fiieichang 


V  •    tt*     r*     10*      _  ■        ■     \  ■ 


a 
Andet  man  auch  leicht,  dass 

1  /Ar      CA«  .    1 


1  /Ar      CA«  .    1  /Cu     Äwy  ^    1  /^Ir     ßu\ 


\ 


•i- 


ei 

f  •  ■  ■  • 


ist,  und  kann  daher  auch  diesen  letzteren  Ausdruck  (ur  den  ef 
steren  In  die  obigen  Formeln  einfiShren»  wenn  dies  in  gewissen 
Fällen  zwekmissig  und  vortheilhaft  sein  sollte. 


II. 

Krjimoiungskreise   der   Norinalschnitte. 

Durch  den  Punkt  {wno)  wollen   wir  uns  jetzt  eine  beliebige 
gerade  Linie  gezogen  denken,  deren  Gleichungen 


— XZlE_ 


cos  6       cos  CO      cos  G> 
sein  mögen,  und  wollen  annehmen,  dass  die  Lage  der  Ebene  des 


geMdeien  SckttitU  äes  ärtkucifim  BlitpMdM,  i| 

Nomateebiiifts»  dtren  GleichuDg  Mch  dem  Vorbei^beiHieii  lie* 
kanullich 

il(ar— tt)  +  Ä(y — «)+  C(i— to)=0 

bt,  durch  diese  gerade  Linie  und  die  Normale  des  Eilipeoids  in 
dem  Punkte  {uvw)  bestimmt  sei.  Dann  haben  wir  die  beiden 
Gleichungen 

i4  CO«  ^ -|- iBcoa  09  4- Ccoao  =0, 

Au     ßv     Cw     ^ 
a«  +  Ä*  +  c«"""' 

oDd  sind  also  offenbar  berechtigt 

if  =:  71  cos  O  — -s  cos  ID , 
C*  fl*  ' 

^      tt  e        ^ 

C  =  ~2  coe  €»  —  Tji  coe  9 

lo  setzen. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 

cos  0^  4-  cos  €0*4-  cos  Q*S  1 
folgt  hieraus  Idcht: 

J«+Ä«+Ct^  +  gi+^  — (^^COBÖ+gjCOSIDf  ^COSÖ  j   , 

und  ferner  ist: 

Bw      Ce      /m*     ©*     fo*\       ^     ufu        ^     T  w       J\ 

0?       Am     /ii*     r«  ,  ip*\  n  fu  v  u>         \ 

?"""c«=Vi4  +  ^+  ^y««»»-Äll\^-tC08Ö+  fjCOS«  +  -^cos  ö^, 

-^-■Sa=\^^  +  ft4  +  ?r;cosö-^^cosd+ gicoso»  +  ^s  ö  j ; 

sinnt  man  aber  die  durch  die  Gleichungen 

x-^u     y — s i  —  u) 

cosö  "'cosid'^cosö 


]g  Grun§ri:    U€ä€r  äie  k'rümmumf  der  r»n  Bienen 

charaktemirte' gerade  Linie  in  der  dorch  den  Ponkt  (wmi)  gehen- 
den Berfihrungsebene  des  Ellipfioids  an,  deren  GleiciHiiig  be- 
kanntlich 


a 


i«t,  MO  ist 


-iC08Ö+  xice»o>-f~«cosü=U, 


und  folglich  unter  dieser  Yoransaetzung  nach  dem  Obigen: 


t|S  U*  Ml* 


und 


^+*'+^'"-=^«+«i+^ 


^  -  6^ ""  w*  "•"  6» + ;=^  j  *""*' • 


COS  6). 


Also  ist  unter  der  gemachten  Voraussetzung 

\  fBu>     Cvy     \^/Cv     Awy     IfAfß     Buy 

/i«*     ©•     to*\Vcoa^   ,  COS»*  ,  cos5*'\ 

und  folglich  nach  I.  fllr  den  Nornialschnitt: 

n 


r-r  =  - 


Z — 11?^  — 


a« 

cosfl* 

,   COSM* 

COSÖ*  ' 

+      c« 

«« 

'         b* 

e 

f« 

cosfl* 

,  cos»* 
+     6« 

ir 
c« 

CO«  5*  • 
+     c« 

CO«©* 

o* 

,  cos»* 
+      6« 

conti* 

und    '  -'  < 


CO«  6*        COSW*         C08  0*' 

% 

...        f^l 
Wir  wollen  nun  zwei  Normalschnitte  betrachten,  welche  dorch 

die  beiden,  durch  die  Gleichungen 


—  u     y— -p 2 — 


10 


—  » 


COSd  cos  CO        C08O 


X  —  U        V  —  V         z  —w 


^tLul.^ 


008^1        C08a>|        COSOi 


.  1 


cbandct^sirten ,  in  ^^r  dem  Punkte  («rto)  entsprechenden  sB««* 
rdhmngsebene  des  EUip^oids  liegenden  geraden  Linien  gelegt 
sind.  Den  180^  nicht  übersteigenden  tVinkel,  welchen  die  beiden 
Theile  dieser  Geraden,  denen  die  Winkel  0»  v»  c5  vsaA^ßf^m^p^ii, 
entsprechen,  mit  einander  einschliessen»  bezeichnen  wir  durch  Sl^, 
und  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  4er  KrQmmungskreise  und 
die  Krümmungshalbmesser  der  beidetfi  Normalscbnitte  sollen  re* 
spective  durch  X,  Y,  Z;  Xi,  Yi,  Z|  und  R,  JZ|  bezeichnet 
werden.    Dann  haben  wir  die  folgenden  Gteichungen: 

-^COSÖ  +  TjCOS»  +  — jCOSörnü, 

•        •'  "*■ 

!  .,  .      '  I 

-5  cos  ö|  +  gj  cos  OOi  +  -j  COS€i>i  =  0 
und 

cosd  cos^i  -f-cos  09  COS  coi  -f  cos  ^  cos  Ol  =  cos  i2| . 
Setzen  wir 

COS^I  =COSd  C08.$2|  -f  £, 
COS  IÖ|  =  cos  CO  C08£t|  4  JV, 

cos  c^i  =  cbs  CDcosi^i  4-  iV ; 


«».'•. 


multipliciren  diese  Gleichungen  nach  der  Keihe  mit    -2»    n»    -^ 

nnd  addiren  sie  dann  zu  einander,  80  erbalten  wir  nae||  demiPIfiF^'^ 
gen  4iie  ^eidnin^:  / 


TJb«il  XXYIII.  a 


IS  Grunmri:    0%Ut ^üe  Mrümmu9§  4mr  «0»  Mimen 

Mnitipliciren  wir  ferner  die  drei  obigen  Gleicbangen  nach  ito 
Reihe  mit  cosd,  cos  cd,  cos^  and  add^eo  sie  dann  wieder  sn  ein* 
ander,  so  erbalten  wir  die  Gleichung  ,  ; 

£coe9-|-Xco«4o-fiVce^o=:0.  * 

Weil  aber 

rl  •••'     -^  •■■.•..•■•.■  •        ■    i  I   •;     ,  .  :     ;    •    '•  // 

L  =:C08d|  •«-COai&OIMlAi,  .f    . 

ilfscosiioi — cosiDCoa^, 

I 

IS  ==co8  €5|  —  cos  o  cos  Sil 

Ist,   so  erbalten  wir,    wenn  wir  diese  Gleichungen  quadriren  und 
daAi  sQ^Unander  addiren,  mittelst  des  Obigen  Je^ibt  di«  CMebimg:» 


•  'i:-j  •  ■  •       •    I. 


x;«+ir*+jv»=«inai» 


Am-  ifoft  biMtn  Cteicbungeii 


I .  u    I ; '   .■-}.•  "1 ; 


-*ii    fi  -»i'^  cr\        o*  e*  '  '-*..'  X-  •   » 

.    £4es4-f ifeosa»-f  JV'€O85=0 
erhalten  wir,  wenn  Gj  ehien  gewissen  Factor  beceicbnet: 


£  =  Gl  (  r^COSG) — -^GOSOO  J» 


» .. . 


M=Ci  f -^COSÖ ^COBQJt 

,     .  ' '    '  -  '  . 

I 

iV  =  Gi  f  -^coscö— rjcosö  ); 

ahw,  wenn  man  diese  fliuidrilcke  in  dje  Gleichang 

W+.Ä»+iV»=einÄ,« 
•iilfBhTt.:       , 


I • < .  .   if 


*»^        ^  sinÄ| 


V 


3^wfy     ti  y       n.iil..tU'        ■  '    I         ■    ■■      ■! I       ,j. iiiiii.     ?J, 


(-,cqsw-^cosd)*+(j^coso-^osw)H(^oi*«U^cesiB)* 
oder,  weil,  wie  man  lelebt  ladete 


•if 


I  > 


=  5»  +  6»  +  ^ 


ist» 


v«* + Ä*  +  cv 

aad  setst  man  also  der  KQrze  wegen: 

V         ^      w 

pOQStt  — -|C08fiO 

Vo«  +  6*  +  c«^ 
tr  w        _ 

-3CO80 |C08O 

Va*  +  6«  +  c*y 

-«COS  09 — TsCOSd 

Vo*  +  6*  ^  c«y 

so  ist:        ' 

£r=:j:FsrniQi,    M=±ÄsinÄi,    iV=s i  Jsin Äj ; 
folgneli  nadi  dem  Obigen: 

cos^  =  coa^  cos  Sil  db  ^^in  ^1 » 

cos  09i  8=  cos  CD  cosi^i  J:  /f  siu  i^i , 

cos  Ol  =  cos  6  cos  5^  ± «/  sin  i2|. 
Also  tst 

COSÖi*  .  cos  (Ol*,  cos  Ol*  /COSÖ*    .    COSM*    ,    cos5*\  ^  , 

.  /Fcosß .  Bcosm  .  JcosoN   ,  ^^ 

2* 


10  Grun^ri:   Veäer  üie  h'rümm9m§  der  wn  Sternen 

uod,    wie  man  sogleich  fibersieht: 

/'cosd  ,  ÄC08ID     Jcosö  __ 

Wenn  man  ans  den  beiden  Gleichungen 

-j  C0SÖ  +  T5  cos  ca  +-2COSÜ=:0> 

co8Ö*  +  cosa)*+  cosö*  =  1 

nach  und  nach  cosd»  cos  od,  cosS  eliminirt,   so  erhält  man  die 
folgenden  Gleichungen: 

-5(C0SID*  +  C08G>*)+(  pCOSCO +pC08Ö  1    =  "^t 

* 

e*        _  /fc        __       ti    *      \*      f>* 

Tj(C0SO*  +  C0SÖ*)+( -5COSO+  -|COSÖ  J    =X4> 

«•'*/       y>o  .  «x  .  /«*        /»  .   «^  \*      tr* 

"-4(C08Ö*+C0S«*)+f-jC0sd  +7^008  0)  I    =-4-; 

also,  wie  man  sogleich  übersieht: 
Vö«  +  F  +  7;/««»«'+  C08O«)— ^^coso  -  ^  cos  «^  =  -« . 
Va"'  "•■  *"* "*" c*^/ ^"°'''  +  cos fl«) — \^^ cos Ö — ^cos aj  =^, 

folglich 

(^pCOSO-^COS«!  =(^-, +ji+^^8IDe«  -  ^-i, 

^^cos«--,  coao^  =(^-,  +p+^)sin<o*-^„ 
^^coso.— gjcose^  =^^J«  +  5«+^^»™ö"-^- 

W^    BUB 


ttUMttan  ScMlte  dei  ttrHaxifm  Eiltpt0td$ 
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F*  .  H*  .  J* 


a 


¥  + 


Ä« 


+  ^ 


\  w 


-...1.« 


^(||C08O-  5^oga))'+^(5co8Ö  -  Jco«ö)'+^a(  Jcosw-^,cosd)* 


u 


a 


to 


>a 


a*  ■*■  6*  "*■  c* 
Ut,  so  findet  man  mittelst  der  vorstehenden  Relationen  sogleich 


r«.    IT« 


/•      sinö«  .  sin«*  .  sinö«     a«"*"W"''c« 


I,«  +   ^«  +  ^«  —    «a    + 


6« 


a' 


oder 


J^      Ä«^ ?4.A_|J         /COSg*     COSCO«     COSOn 


Bezeichnet  man  das  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  auf  die 
Berflbmngsebene  des  Ellipsoids  in  dem  Punkte  (voto),  deren 
Gleichung  bekanntii^ch 

ist,   geftllte  Perpendikel  durch  P,   so  ist  nach  den  Leliren  der 
aaaljrti^chen  Geometrie: 

«•     «^     ir^ L       /?!*x^-i.!?!V  — i 

«id  weil  nun  bekanntlich 

cosö^     COS  OD*      cosjü^ '        *       cos^j^     coscDi^  .  cos  Ol* 


ist»    so  Ist: 

€000*    .  COSO*  ,  COSO*  1 

also  nach  dem  Obigen: 


cobSi*     COSCOi*     cosS|* 1 

a«    "•■     6«     "*^     c«     — F3^' 


jr-ii=-|aPÄ,      F-.|J=«~  Pß.     Z-<tür=-.^PÄ 


tt  Gr%ntrt:    ü€§0r  äh  Kfil$nmim§  der  ^&m  Mmien 

lind 

ji-«=_JpÄi.   r,-t=-giPBi.  z,-«=-5PÄp 

F«rii6r  Ist  aadi  dem  Obigen : 

F"     Ä*      J«       l      1       1         1        /u*     ©•      w*\ 

uod  folglich: 


PÄ 


+ii+j.4-rä-(%+?)'-t'''«.' 


odiMrs 


oder  auch: 


1/1      co82A|\       .  /FcoBß  .  Haoam  ,  Jco«q\   .  ^_ 

p\g,-~n~)=^\,-'r*—p~*-?-)'"^'^ 

Wenn  diefaeidtti  Norraalecbnkte  aufeinander  senkrecht  stehen, 
ako  i$2|c90^  iet,  Uo  ergiebt  sich  hieraus  die  Gleichung: 

als« 

J 

woraus  man  sieht»  dass  die  Summe  der  reciproken  Krflromungs- 
halbtnesser  Jedifr  zwei  anf  einander  senicrecht  stehenden  Konnd- 
scht/iüe  f&r  jeden  Punkt  des  EHipsoids  eine  constante  Grösse  ist» 
deren  Werth  die  vorhergehende  Formel  angieiit. 

Leicht  erhält  man  aus  dem  Vorhergehenden  auch  f3r  zwei 
auf  cÜMMler  ««ilDrecilit  st^bteAde  NwuristebniHe: 


j        ~g«    •*•     fe«     "**     c>  -^^    •' 

1      -55- + -^i«- + --^       ^  +  3«+^    . 


*■  a+^?)'  (^+s+^)' 


•• « 


also 


,.\ 


1.1;  ?t6«+c»  a«T6«^c« 


\  !    ♦  —    *  ^ 

cd«2fl  ,  cog2fli  ,  coa2<a         "*■  5_j._ 

■■•;»■•  •  * 


welche  Aoadrficke  jedenfalls  sehr  merkwfirdig  emd 

Blit  Rdclgiidit  auf  die  Gletchang 

iiS     ifl      te* 
?  +  P  +  ? 


»     J 


bdM  .man.  auch  W^h 


MM      •  ■      •         •  !'■'.'  I  •       •  ■  '  *.'  1 


.,•'■•    .-* 


•  .  ■  ■        " 


und  folglich  naob  dem  Obigen: 


i  • 


f%    jg»    j^, 

55  +  -^  +  ^ 


I  • 

g^  cos  0^  -f  fe^cos  CD*  -^  c^  cos  VS^ —  (u  cob6  +  v  cos  lo  + 10  cos  g)* , 
Vanü'ttiaif  die  Krüiiittungshalbmete^r  zweier  idf  siKiÜnder' 


34r   '         €runßri:    Vek^,  äie  Mrümmmig  4er  mi  Sinken 

senkrecht   stehender  NormalecbDitte  ^c|i  auf  folgende  Art  aas- 
drficken : 

COSÖ*  ,  COSCI*  ,  COSÖ** 

t 

*      a*  cos  ö*+ 6*  cos  »•+€?■  cos  ö*  —  (ticosd  +  ücosoo+iocosö)*' 
Well  nach  dem  Obigen, 

i_.i *!l/'i.±\ 

F_r+  Fl— r  -~  »    PV«     «i/' 
l  I      _     c«    l/l  .1\ 

ist,  CO  cind  io  jedem  l*unkte  des  Ellipsoids  ßlr  die  auf  einander 

senkrecht  stehenden  Normalschnitte  auch  die  Summen 

.   •■  • 

1  ,1  1  1  1  1 

constante  Grössen. 

Aus  den  ohigen  Formeln  noch  manche  andere  bemerkeos- 
werthe  Relationen  abzuleiten «  würde  nicht  schwer  sein,  wolbei 
ich  jedoch  jetzt  nicht  iSnger  verweilen  will. 


Normalschnitte  der  grossten  und  kleinsten  Kriimmang. 
Für  einen  beliebigen  Normalschnttt  ist  nach  II. 

costf*     cos»*     coso** 

wo  für  jeden  Punkt  des  Ellipsoids  der  ZShler  des  Bruchs  auf  der 
rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  constant  und  nur  der  Nen- 
ner  dieses  Bruchs  veränderlich  ist.    Will  man  also  die  Normal- 


schnitte  hMtimmeo,  denen  die  gHissten  und  kleinsten  Krfininiungn- 
halbmesser  entsprechen,  so  wird  es  bloss  auf  die  Betrachtung 
des  Nenners  des  obigen  Bruchs  ankommen ,  indem  der  Krflmmungs- 
haihmesser  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  sein  wird ,  jenachdem 
dieser  Nenner  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  ist 

Wir  wollen  der  Ktirze  wegen 

-,        COSÖ*  .  COStt*  .  coso* 

seCsen,  und  diese  Grosse  nun  differentiiren.  Da  wir  zwischen  den 
Winkeln  6,  n»  Jd  bekanntlich  die  zwei  Gleichungen 

'^cosd-|-pcosa>-f  ^cos(d  =  09 

cosÖ*+ cos(»*  + cos5*=s  1 

haben»  so  kOnnen  wir  nur  einen  der  drei  in  Rede  stellenden 
Winkel,  etwa  0,  als  unabhängige  verinderliche  GrSsse  betrachten ; 
und  differentiiren  wir  nun  die  beiden  yorsteheoden  Gleichungen  in 
Bezug  auf  diese  veränderliche  Grösse,  so  erhalten  wir  die  beiden 
Gleichungen; 

V    8 cos»     w   8 cos 5      ti    , 


9coso9  .        .Scoso       .   ^ 
cos  00 — g2p-  +costt — g^j —  =sin^cos9; 


ans  denen 


jv  -5  cos  ö— -5  cos  5 

ocosQ)  .   ^c*  a' 

dB  9        ^     w 

^  cos  Cd  — -3  cos  OD 


u  V 

Q       —  -a  cos  a>  —  TS  cos  ß 

c  cos  Cd  ,    ^OF  6* 

od  V        ^     w 

T^  cos  Cd — 3  cos» 


folgt    Fflhrt  man  aber  diese  Ausdrücke  in 

dU  sin 0  cos»  8 cos»     cos 5   8cosS 

*"§?= — sr^^^+-6i — 8r"+"^n«~ 

ciiif  so  erhält  man: 


S6  ermn^rt:   Vfäer  die  KrUwumuMh  d$r  #0»  Ebmen 


•  •»   .         .;      '   •        : 


iiisfllp^  ■■i'        ■■.■■.    ..i.    I     .ti    I      ■    .;!:■ 1  ■■<■■■      I    i'i'twiV 

V  —       IC 

Soll  also  dieser  PilTereDtialquotient»  wie  es  das  Hazimam  uQd 
MiDimam  erfordern»   Terschwindeo,   so  muss 

sein»   und  zur  Besümmang  der  Winkel  69  di»  c5  Kiaben  wir  also 

die  drei  Gleichungen:  .  tt:.  t 

. , '    .   .  .  • .    •  •  .  •  I     •  •  •  f'  / 


'.'  • :: 


=  0, 


^os  d* -f- cos  «»*  4- 4900  ^' =  1 


oder 


tc        ^  ,  ü  ,  tc        -     n 

-^cos  (^-f  Xäcos  »  4"~s  cos  q =0, 


m/2.     1\     «./JL      M     !2./'l_l^ 


cos  6  coso  cos  CD 

cos  0*  -l-  cos  tfl  -f~  cos  Q*  ==  1, 

Für  einen  auf  dem  durch  die  Winkel  6«  o,  q  senkrecht  ste- 
henden Normalschnitt  haben  wir  die  Gleichungen:  . 

■  •  .       •    i       "  ■•       J        ;  11.  . 

-jCOs6i  +  pcosi»|  +  ^cosQ|=0* 
eos0cos\0| -fco8ttcos(i9|-|-cosQcos2Si  =0,  ' 

COBÖi*  +  COS(»|*  +  COSÖi*=  1.    . 


Wegen  der  beiden  ersten  dieser  Gleichnngen  ist,  wenn  Gi    ei 
gewissen  Factor  bezeichnet: 

cos  d|  =  Gl  (p  cos  5  —  ^  cos  a J  » 


cos 


ai  =  Gi'(5cosö-5cos3) 


cosa>x  =  €r|'( -^coso» — ä^^^j » 
folglich : 

j(gi-^)cosaiCos5i  +  ^(3-^)eosBiCos6i 
+  3  V^;^- 5«^  cos  Öl  cos  »I 

=Gi'«  j  +p(^-^)(5cM»-pcoae)(pcos5-Jco8«)|.. 

Entwickelt  man  noD,  nach  Ausscheidapg  des  Factors  Crx'*,  die 
Grosse  Mf  der  rechten  Seite  Aea  Gleichheitszeichens,  so  etb|i^ 
man  fllt  dieselbe  avTSrderat  den  folgenden  Aasdmeki  V  . 


.    ) 


nsd  weil  mn 

cos Ö*  =s  1 — (cQs  w*  +  cos S*),  .  ^ 

coso^ssl  — (co8S*4-cos8>)/  ■ 

cos Q^=:  1  —  (cos  ^  4- cos  »*) 


-V 


38  erumert:   tltker  die  Kraämuutf  der  tarn  Ebenen 


ist»  «o  wird  vorstehender  Ausdrucic  unserer  zu  entwicicelnden  Gross« : 
u     V    w  f\       \\  _ 

U       X>      W   /l  :1  \ 

Diesen   Ausdruck  bringt  man  aber  durch    weitere    Entwickelung 
leicht  auf  die  folgende  Form : 

(1       1  \ » /*     ■   —     tc  \  fu        „     c  to        _\ 

(1       l\e/to  «       _\/ti  e  t»     •  _\ 

(1        l\t©  /u  1?  \  /ll  V  w  \ 

+  ^  (^  —  Ji)  cosdcos  a  \ 


§€Mid€Un  schnitte  des  drHaxipen  Elitp$oiä».  29 

woraus  man,  weil 


=  0 

int,   sieht,    das«  dieser  Ausdruclc  versehwindet,    und  daher  nach 
dem  Obii^en 

i«  ^^gi — ^^  <^<>*  «öl  CO»  <^i  +  ja  ^^^  -  i«^  cos  ö,  cos  dl 

'    +5(5«-gi)cos^cosai  =  0 
ist 

Hieraus  ergiebt  sieh  also,  dass  die  Gleichungen 


-jCOSÖ  +  pC08l»  +  -5C08Ö  =  0» 


H 


und 


a<U^""cV      6^\,c«"'flV     c^Va^'"6V  _.Q 

COSd  cos»  "^  COSQ  "^      ' 

cos  ^-f  COS  00* -f  cos  S^  =  l 


^COSÖi  +^COS(D|  +  ^COSO|  =  0, 


a« 


/^i.M  ^('i^l^  ^^^('-•^i^ 

COS^I  COS(D|  C0SC5|  * 

cos  Ö*i  +  cos  i»|* + cos  5i*=  1 , 


so  wie 


cos  6  cos  $1  -f  cos  09  cos  o>|  4-  cos  Q.COS  Ol  =  0, 

immer  zusammen  besteben.  Wenn  also  ein  Normalschnitt  in  Be- 
sug  auf  den  KrOmmungshalbmesser  den  Fall  eines  Maximums  oder 
Minimums-  darbietet,  so  gilt  dies  .  immer  auch  flir  den  danmf 
senkrecht  stehenden  Normalschnitt.  Diese  beiden  auf  einander 
•enkretht  stehenden  Nermalschnitte ,  welche  in  Bexiehung  auf  die 
Kritaniiiuigsbalbmesser  Rfaxima   oder  Minima  darbieten/  wollen 


IrrnfMrr.«   17«^  409  MHtmnnni§  der  vm  Kbemn 

wir  im  Folgenden  fSr  jeden  Punkt  (ucw)  des  BUipsoM«  H^of  t* 
schnitte  nennen. 

Für  die  beiden  Haaptedinitte  iet  unter  Veraussetzung   der 
obigen  Gleichungen: 

V^  +  6^  +  ^>)  U^g^"^^/ 

COSg*   .  C08W*       COS  5*'       ^         cos  gl*  ,  COg  CB|*  ,  CO»  Ol*  ' 

Weil  nach  dem  Obigen 

coii(^3c  Cfi'  TpcosS ^cosioj» 

coBo>|  =  €ri'f  ^0080 -^ — ^eescSjt 


und 


iet»  80  ist 


cosSi  s3  &i'r^co8  00  ^  peoa^J 


cos  Bx^  -f-  cos  iO|*  -f-  cos  Qi^  =  1 


1  "= 


^cosa-pcosöj  +(^^Qs5^cos»^ +(^^ose--iC085^ 
und  folglich,  wie  man»  mit  Rficksicht  auf  die  Gleichung 

-g  COSÖ +  pC08  »  + -j  COS  0  =  0» 

sogleich  ilbersiebt; 

55  +  S*+c* 


Ferner  ist 


cos^t*  ,  cosiox^  ,  cos  gl* 


^<5^'*  I  ic^«*»«  •- 5^"^y + p(?^^^ 


1 

i.'i- 
I ■ 


+ü(S<?'»*^p«wfl)*j. 
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folglich  nach  IL: 

cos  öl*  .  cos  «Dl*  .  cosSi* 

Cr/* 

= -«^{«■.cos  ö*+4*co8  (D*+c*  COS  5*— (ticosö+ücosa+fpcosS)*), 
also  nach  dem  Obigen: 

^      o*cos  Ö*+  6*cos  w*  +  c*co8  ü* —  (ticos  ö  +  ü  cos  «HpföcösS]^ ' 
Ans  den  beiden  Glelcfafingen 


^(^-:^yoam^oB(^+^(^^^)coBOeoBe 


I    I . 


im  ]  cos  6  cos  00  =  0 


erhSit  man»  wenn  Gi"  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

5=ö,*co»st(3-^)co»e»-(^-pi)eoa<D»j  ; 

also»  wenn  man 

co8«*+cos5*:=sJ  — eosö*, 

C0Bi5* -f  cos  ö*  t=  I -<- OOS  09*, 

.  0^  Ö*  +  cos  ci*  =  1  —  cos  S* 


M«Btt 


«        ^  »         «  1  1         /C08Ö*  ,  COS»"  .  eMC»*\  , 
•^         r^  ^  %   1  /COSÖ*  ,   cos  00*   ,    COSQ*\  , 

^      r^  91      -^«1      f^m%^  .  coso*  ,  cosQ*\  3 
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also: 

ucosßx  Gl" 00661^ {l-r-a^  f -^  "^     6«     "^      ^A     ll> 

• '  « 

-T        ^1»  -«.^  -/cOfö*  ,   C08»*    .    C0«5*\, 

ff>C08S  =  Cri''cOSO>{l— Ü<f  -^  '*""^'"  "^       c»       Jl> 

folglicb:  ,1       ■  ' 

=  G/t  1  —  (a^08a*<i-6^!08a>>f  c*coa(iii*)  (  ^^-  +  "~Ji~"  +  "^  J  '• 
Weil  ferner^ 

«      \i-i  »  A  i   1     *       /C08Ö*   .   C08I»*.,    C08  3*\  * 

-  =G/«coad  I -,  -  (-^ + -gr- + — ,-;  ^ 

*>         ^  ifL  •>    '  /cOSd*   .  COS"»*   .  C08S*\  1 

g^  =  G,  »6  C08  «  )  g5  -  f -^5- + -g5- +  — ,- H  , 

«>        ^  »  -  4    1  /C08d*  .   t08ll9^    .  C08Ö*\  s 

-  =  G/ccos o  ^  -5  -  [-^-  +  -^  +  —^-)  \ 

ist«  8o  erhält  roao»   vreon  man  diese  Gleichungen   qnadrirt  und 
dann  zu  einander  addirt,  mit  RfidEflttcht  auf  (^\e  GMcküngeo 

M*       ffl       vfl  ^ 

-2+xj  +  ^=l,        COS  ^*-(^  CDS  09*4- COS  Q^=?f, 

leicht: 

6\''*  = ^—7 ;= --V- ä^; 

^^&  /«>ACi#n  «»AAMt»  f»nB#.\«^ 


! .      »  ' . 


/COS^  .   COSCD^   .   C085*\ 

V""5«"  "*■    6«   "^^    c»  7 

I      «    r  •      ^ .  4«        ft .   •      -«x^^ÄÖ* .  cos«* ,  cos5*  . , 
fx|l-(o*cosg«-f6»cosa)Hg'cosft)«)(-^-  I     ^a    T  ^   H 

Folglich  ^8t  nachdem  Obigen:  ^ 

(ttcos  6  4~  t' c<»  <'"  "f  «c' <^®^  ^)* 

I_(a«co8  0*4-6*co8tt*+c*coso*)  ( ^-j^r  +  "~pr"+  '"^J 

c<^'^*     cos»*  ■  cos 5*  '. 
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oder 

(tieos  6  -i-vcoa  n  -f  tocos  c3)* 

welche  Gleichang  mao  auch  unter  der  folgenden  Form  achreihen  kaAn : 

1 

cos  ö*     coaio*     C08Ö* 

=  a*C08d*+6*C08l»*  +  C*C08Ö* —  (t«C08d  +  ©C08»  +  WC08  5)*. 

Daher  hat  man  nach  dem  Obigen  die  beiden  folgenden  sehr 
hemerkenswerthen  Ausdrücke  ßir  die  KrGmmungshalbmesser  der 
Haoptschnitte : 


COSÖ*    .    COSflö*   .   COSÖ*' 


a 


•    +     6«     ^     c« 


Es  ist  also 

(14«     P«     ,j,a\« 

folgBchy  wenn  P  seine  aus  II.  bekannte  Bedeutung  auch  hier  behält: 


RRi^^-^   oder  RR^P^rzzaH^i^, 


oder  auch: 


p=v 


flWc« 


weldie  sehr  bemerkenswerthe  Relation,  so  viel  ich  weiss,  schon 
Dop  in  gefunden  hat 

Mittels!  der  beiden  Gleichungen: 

1       2      ^  tt^      «^      to* 


R      R\ 


TkaU  XXVIIL 
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1  i   1 

1     l  a*'b^'c* 


kann  man  die  Krfimmangsbalbmesser  der  Hauptschnitte  in  dem 
Punkte  (ttow)  bloss  darch  die  Coordinaten  dieses  Punktes  aAs- 
drficken;  denn  wenn  man  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen 
nach  einem  allgemein  bekannten  Verfahren  auflöst,  so  erhält  man 
die  beiden  folgenden  sehr  merkwürdigen  Aasdrficke:  . 

1.1.1        ?!   ?!.«'" 

2  «^  "•■  6«  ■*"  c*  o«  "*"  6«  "•■  c*" 


R 


17X71 «?7Z7^~r~TTT^' 

o«+ft«+c«  a«'^b*^c<^     {  'a*'b*' 


C" 


1        ij.1  M»       »^       10« 


Wir  wollen  nun  zunächst  aach  den  zweiten  DifferentialqiaQ- 
tienten  von  U  in  Bezog  anf  6  als  unabhängige  veränderliche  Grosse 
•ntfvickeln,  mit  RClcksicht  darauf,  dass  der  erste  Differentialqao- 
tient  verschwindet.    Nach  dem  Obigen  Ist 

,  8Ü 
;^g5— ^)cosa>co80+p(^  —  ^cosoco8d+^(^— g5)coiöcoia 


=:sin^ 


T^cosO  —  -3|Cosfli) 


oder 


I^MIüeMk  Sehfaite  de$  drHaxitm  ElUp^hM*, 


m 


f) 


—      w 


* 

2811)0            'Sä 

CO8  0/ 

^t>            _        117                \    .    COSfO/tO             -        « 

a«   \ 

[L<^COSiO —    2^^®  *"*/•'      ^2     Vö*                     II* 

Der  Differeotialquotient   der  Grosse  »uf   der    rechten  Seite  des ^ 
GleicBBeitszeichens  ist:  *» 


1    d  cos  CO  /to 


10  \    .    cos^  /» 


ca»$  /t    deofto       tr   dcas« 


w 


6«     se 


(te        .       «        _\       cos»  /te    .    ^.  «    8co«o\ 


,  1    dcos<#/v 


(u  »        i^  .  coso/u 


^  «*•*)• 


Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 


9cosiD  .    -C* 


U)  u 

-ätosS «coscS 


w 


V  __       IT 

^COSCi>*— sCOS  0» 


^ 


8C0.5  .   ^S»"*-^!!^ 

= — Sind 


e 


de 


■jOfCOSid 5COS  CO 


also»  wie  man  leicht  findet: 


ü'    8'COS4>     IC    Scostt) 


tl*        t>*         IT* 


w 


silt6<M6, 


10 


\. 


2  sin  6 « . 


ti    dcoso 


'de 


u   dcoso»  ,  9    . 


1     •         I         i 


w^iei  man  df«  Gleichting 


^5  cos  O 2  cos  CO 


w«      r«      1^ 

TaCOSÖ!—  -s  cos «9 


sin  6  cos  €9, 


t£*  ©•        ff* 

r«  cos  O •  COS  CO 

6*  C* 


•X  . 


sin  d  COS  (d; 


3» 
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U  V  to 

-5  CO«  <>  +  gi  cos  »  +  3  cos  5=0 

so  beachten  hat;   also  ist  die  Snmme  der  drei  letzten  Theile  des 
obigen  DifferentialquotienteD: 


1,4+^4  +  ^       ,   ^/cos^  .cosoo^  ,   coso*\ 


TiCOS  (i> äCOSCO 

Die  Somme  der  drei  ersten  Theile  ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 

^^SÖ-^C0SID)«+p(^C0SÖ-^C0Sö)H^(^COifl»-g5C0«ö)« 

e        _      to  ' 

Ti  COS  Q  —  -»  cos  CO 

p*  c* 

SMo  nach  11.: 

a*cos6*-f  6*cos(D*-f  c*co8  5< — (ticosÖ+pcosai.-|>tgco«5)*  . 

o*Ä*c*(  TäCosö  --;5Cos»J 

oder,    weil  nach  dem  Obigen 

«teos  6* + 6*.cos  vfl  +  c*  cos  5* — {u  cos  ö  +  r  cos  »  +  ic  cos  ö)* 

■ 

1 

cos  Ö*     coscD^     cos  5* 

ist: 

sind 


-sh« 


T7>- 


...  ^/  e        -     to  \  /cos  Ö*  ,  cos  (D*  ^  cos<d^\ 

•Wi^jscoso-^coswj^^— ^  +— jä-  +  -^j 

Mit  Rücksicht  darauf»  dass  der  erste  Differentialquotient  Ton  D 
▼ersch windet»   ist  also: 

1 


»■0  2siny  \    014«^«^— —+——  +  — —^    / 

3P=7e       ZrH         V<  V    a«  6«  ^   J    ). 

f  TSCOSS  — nfeCOS»  I      J  I 

V6»  <^        ^    //««*.  «^* .  «P*  ,cosÖ« ,  cosco«  ,  cosc5*\1 

Beseichnen  wir  nun  den  ^erth»  welchen  U  erhfilt»  wenn  man 
4i»  «h»  ^  flir  ^»  «^  S  setst»  durch  D|,  so  ist  natürlich  eben  boi 


feHUeien  SelMtf  4e$  Ortlttxtftm  JUItßt»Ui.  ^7 


3HJ,_         2«n(?t» \    o.Äv(^?2!|l!+?2??!l!.^?2pir\    / 

(pCOSOi-^COSIDi)« )        ,      -       ,         ^ ,  -  _  -  I 

Weil  aber  nach  dem  Obigen 


12  = 


cog  fl* ,  cos  M* ,  coa  a*      „/coaO* .  cos  «»* .  co»S*\' 


iC|S= i C r=- — i*. •♦ 


ist,  so  ist 


also 


1 ^    PR 

1 PRi 

Ferner  ist  bekanntlich 


alM 


fo^üeb: 


(«•  ,  e" ,  te*\ /cosfl*       cos»*       cosS*V        PÄi 

(»^  .  "*  .  w^N/cos^t'.coscBi*  ,  cogSt*\ PB 
a*^6*^c*J\    a*     '     b*      '*'     c«    )~t?b*e*' 


■ßß  et.iMt4rt!-  JMer  äteKribnmimf  dervm  Stmen 

Also  ist  nach  dem  iObigen : 

!         '   Sm  2st«#«  PiJ^—R,)  ' 


t     <      ß 


1 f r-j 

^,co8ö-r-«cosca  I 


Hieraus  sieht  mao,   dass 

immer  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  und  dass  daher  immer 
der  eine  der  beiden  KrQmmutt^shalbmesser  ein  Maximilii,  der 
andere  dü  ITudmum  ist  W«nn  e>/4  4s.t,  so  Ist  0  ein  Mini- 
mum und  Ui  ein  Maximum,  also  JB  ein  Maximum  und  Ri  ein 
Minimum.  Wenn  R^Ri  ist,  so  ist  U  ein  Maximum  ujftd  Ui  f^p 
Minimum ,  also  R  ein  Minimum  und  Ri  ein  Maximum.  Also  ist 
iminer  dervgrußser;^.  der  KrOmmungshalbmeisaer  der  hoiden  Ha«pt* 
s^^c^tie  ela  Maximam»  aer  kleinere  'flin  Minimum,  w^tiei  diaii  nur 
nicht  unbeachtet  zu  lassen  hat,  dass  das  Maximum  und  Minimum 
hier  immer  in  dem  aus  der  Differentialrechnung  bekannten  StoiM 
zu  nehmen  isf^*  Analytisch  kann  man  das  Kriterium  des  Maxi- 
mums und  Muiifttums  fint  feJgende  Art  avsdrfl^l^ep:. 

Jenachdem  die  G^sse* 

.  \- 1 

(tf^  ,   P^   ,  W^\  /COS^  ,   COSfl)>   ,   <M)S^»\ 
fl*+i6*"^c*A    a*    "^^     6*     ^~^^J 

l>ositi%  od^r  negativ  Igt,  ist  JB  ein  Maximmn  und  Ri  ein  Minimum, 
oder  R  ein  Minimum  und  Rn  ein  Maximum.  , 

Um  nun.  noch  die  h»^  der  Bauptschoitte  im  Allgemeinen  zu 
bestimmen,  ist  es  nöthlig,  die  drei  (rletckungen 

— •cosd  +  r«co8a)+ — ocosö=0>  •'       '  ■ 

a*  6-*  c^ 


I  • 


'^M«*  ~  ^)«:mö;«i»oi*:0. 


gMideimi  Sckaiite  det  ür0iuxt§m  ElUpioiä». 

COSd*  +  C0SIÖ*  +  C08Ö*=  1 

in  Bezug  auf  d»  o«  ö  als  unbekannte  Grossen  aufzulösen.  Zu 
dem  Ende  stelle  man  die  zwei  ersten  dieser  drei  Gleichungen  auf 
folgende  Art  dar: 

II  V  IT  _       -^ 

•jcosd4'rscoso)-f-  -2cosö=0, 


WD 

c 


Dann  ist«  wenn  G^  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

cos6  =  64{g4(^-,--,jcosö--,.-,^gi-^Jcos«|, 

cos«=6al^^-i-jäJcosa)--,.gi(^-,--^^jcos6|, 

coso  =  G,l^^(^gi-^jcosö-^a.-3(^-,-y3Jcosa>!; 
also: 

HultipUcirt  man  auf  beiden  Seiten  der  Gleichheitszeichen  und 
hebt  auf,  was  sich  aufheben  lisst,  so  erhält  man  zur  Bestimmung 
▼on  G%  die  folgende  Gleichung: 

«»  5«  tc^/l       1\/1      IWl       1\ 

=-lt-«.S(ir-:^)lU-c.^(Jr4>-«.^(i4)'. 

wakh«  aber  dofch  weitere  Entwickelung  sogleich  auf  diA  folgende 
Fonn  gebracht  wird: 
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1     ./i      ^•••-../*       ^^^'o./*       *^^ir 

1         1         1         ]      «^    0* 


Durch  Auflösung  dieser  deichuog  des  zfrelteo  Grades  erhält 
maD,   wenu  der  Kürze  wegen 


1         11         1     «s    e* 

o  J-     1    JL   J_  !?^  "* 


JL    i_  -L    JL  J?i  ^ 

1^      1      1       1    55^   1^ 

gesetzt  wird: 


G,= 


2tf 


Hat  man  aber  G^  mittelst  dieser  Formel  gefunden»  so  lassen 
sich  $9  tOp  Q  auf  verschiedene  Arten  finden.  Denn  nach  dem 
Obigen  ist  s.  B. 


tMUtttm  ScHmltt»  des  dreloxl§em  EtUpuHdi.  41 


coso  = >i f-^^ cos  ß ; 


alsOy    wenn  man  der  Kficze  wegen 

setzt : 

cos  10  =  xcosd,    coscS  =  Icosd; 

folglicb«   wegen  der  Gleichang 

cosi^'+ooso'  +  cosS's  l, 

mit  BesieboDg  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander : 

1 


cosd=db 


VTi+x»+i« 


cos  «  =  ±  T7=F==i==5  » 
Vl+X«  +  i* 

COS  O  =  db -7==~==  • 
Aach  ist  nach  dem  Obigen: 

cosio= 1 i «cos  9» 

cosSs j j— 5 1 p-j^co«»; 

also«  weDD  man 


43  ermmtrte   IMer  lUt  Xr^maumg  derwm  ttaten 

9|  = I  «■  *■«■    ■  J""  -  ^,  M  -  -  ^ 1 

setzt : 

i 

C08  CDS2  jk£Oe  0,      COS  ÖS  ==  XfiCOS  0 ; 

folglich  auf  ähnliche  Art  wie  Yorber^   fhit  Beziehung  der  oberen 
und  unteren  Zeichen  auf  einander: 


•    1  ■  '■     "■ 

cosö=db 


\^H-K«(J+fi«)'     : 


c(ftsa>=^± "- — "^ 


cosci>=db 


Ob  man  in  diesen  und  den  yorhergehendeu  Formeln  die  obe- 
ren oder  unteren  Zeichen  nimmt ,  Ist  an  sich  ganz  gleicbgUHig, 
da  man  dadurch  doth  nur  #ine  dordi  den  Punkt  (tirtr)  gehende 
gerade,  Linie \.erhälty  wogegen  aber  wohl  kaum  noch  besonders 
darauf  ttihgewiesen  zu  werden  braucht,  dass,  wegen  des  doppel- 
ten in  dem  Ausdrucke  von  G^  vorkommenden  Zeichens ,  diese 
Grösse  immer  zwei  Werthe  bat,  die,  wlie'  aiif  folgende  Art  leicht 
gezeigt  werden  kann,  beide  reell  sind. 

Man  übersieht  nämlich  leicht,  dass  die  oben  durch  16  bezeich- 
nete Grösse  jederzeit  positiv  ist  oder  verschwindet,  welcher  letz- 
tere Fall  offenbar  immer  eintritt ,  wenn  die  Grössen  a,  6,  e  alle 
drei  unter  einander  gleicb  sind*  Siod  dagegen  nur  zwei  dieser  Grös- 
sen einander  gleich,  etwa  6=:c,  so  ist  nach  dem  Obigen 

yt^iL       Im?!./!       Ixs!?!      9/1       i^/i      l^?!    !?? 
also 


9 


und  daher  positiv.,     Sind  endlich   dio  Grössen  a,  6,  c   alle  drei 
unter  ei^oandet  ungt^ch,   so  wollen  wir  annehmen,   dass 

sei;   dann  ist 


/.*  s  ^«  X  ^« 


tmUMen  SekKlIla  de»  dr^buOten  SOHnttäi.  43 

1       1  ^o         11^ 


(■ 


als* 


1      1     n        11:,« 


M" 


I- 


1 


und  da  nun 


ist,  80  ist  H  offenbar  äncb  io  diasem  Falle  «tele  posilur. 

WepD  ich  ajöch  die  vorhergelieode  Aoflusnng  der  drei  Glei- 
GbimgeD 

-^  COS  0 +^5  COS  (D  + -5  CO»  o  =0, 

=0. 


cosd*-f-co«n*-|-c(Mi  6*ssl 

• 

die  zugleich  einet  allgemeineren  Anwendung  f^hig  ist«  Ar  beson- 
ders einikch  und  elegant  halte,  so  führt  dieselbe  doch  nicht  zu 
ganz  symaietrisob  gebildeten  Fvrmeln,  und  itb  fvill  daher  jetzt 
noch  eine  andere  Aufldysong  def  drei  obigen  Crleichungeo  geben. 

.  Die  beiden  ersten  Gleichungen  kann  man  unter  der  fcil^^den 
F«rBi  dafstellen: 
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ÜL^l-      l\coa«<?og5  L  ^^^       1  XcQgg     tp/1       1  Vo8a>_^ 
a«V6«     c*/cÖ89'co80  ■*" 6«Vc*     aVcosö  +  ?Va*""6Vco8d  """' 

und  bestimmt   man  Dan   aus    dIeseD    beideo  GleicbuDgen  zaerst 
mittelst  einer  leielit  aufcnlOeenden    quadratieeben  Gleicbung  den 

Brucb  7  >   und  dann  den  Bracb  ^   mittelst  der  Formel 

COS0  eosd 


cosS 


COS0 

so  erbält  man,  wenn  der  Kürze  wegen  jetzt 
g0«etxt  wird,  leicht  di«  folgenden  Ansdrflclte: 


cos 


cosO 


2«-   iri_i^ 


COS0 


ö      "  o*U*~cV"'"ft*V.c«~o«/""<;*  Va*~W^ 

in  denen  die  olieren  and  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  be- 
liehen.   Setaen  wir  der  Kfine  wegen 


')  Dieaelbe  GrS«M,  welche  vorher  doreh  9  beieichnet  wurde.    Q  iet 
biet  der  beeeere*  Synmetrie  mit  den  folgenden  9  wegen  gewählt  worden. 


geäUdeieH  SekMf  ä$9  ärekuUfem  SlUpaMi.  45 

so  ist  mit  BeiiebaDg  der  olieren  and  ODteren  Zeichen  aaf  einasder: 
eoscD B±V^  cos  5 8t  Ty^ 


cobS 


Mittelst  leichter  Kechnang  findet  man  aber: 

daher  kann  man  auch  setzen: 

cosca     ^n«'6«Vc«     aV  cos5_^a«   c*Va*     8*/ 

cosö""         8TVÄ         '         cosö  ""         ©idbVÄ         ' 

immer  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeielien  aufeinander. 
Setzen  wir  aber 

SO  ist»  wie  leicht  erhellet: 

coso  5— r  cosg S+T 

,.u  e  /i^  r\  *     cosd ""  tt  to  /i    nr ' 


cos  6 


und  weil  nun 


^■*^\co8Ö/  ^  Vcosöy 
ist»  «e  ist«  wie  man  leicht  findet: 


V'?^-^(p-?)'+S(*t'''+?(«-'v' 


■■•**.•  1  ■    . 

€080= 


wo  wir  aus  leiohü  aus  dem  Obigen  erfticbtlichen.  GrOoden  diese 
Cosinus  nicht  notb  mit  ddppelteft  Vorzeichen  geoomnien  haben. 

Entwickelt  man  aber  die  Grosse  unter  demt  Worzei^eldtfeft  ib'' 
Nenner,  so  findet  man  uach  verschiedenen,  an  sich  keiner  Schwie- 
rigkeit;  unterliegeoden  Transformatiodieo,    dass  dieselbe    auf. den 
folgenden  merkwficdigeo  Ausdruck  gebracht  werden  kanni 


so  dass  also 


cos  B  = 


v^ 


C08(0  = 


it^'^-^ 


VÄ 


« 

NatQrllcb  koont«  roaa  durch  blosse  Verwechselang  der  Buch- 
staben fiir  cos  CO  und  cosc5  leicht  ganz  ähnlich  gestaltete  Forroelo 
wie  für  cos 6  angeben;  dann  wflrde  aber  immer  noch  eine  beson- 
dere Uotersuchnng  über  die  Beziehung  der  Zeichen  in  den  For- 
nieln  fär  cos 6,  cos 00,  cooc3  oOthig  sein,  die  sich  aber  nicht  ohne 
einige  Weitläuflgkeit  anstellen  lassen  dürfte«  weshalb  dieselbe, 
am  dieser  Abhandlung  nicht  eine  zu  ■  grosse  Ausdebniuig  zu  geben, 
fSr  jetzt  unterbleiben  mag ,  da  die  obigen  Formeln  zur  völlig 
unzweideutigen  Bestimmung  der  Winkel  d,  co,  c3  in  allen  Fällen 
in  der  That  vollständig  hinreichen,  wie  durch  das  folgende  Bei* 
spiel  näher  erläutert  werden  wird.  Uebrigens  bitte  ich  die  in 
einem  der  nächsten  Heße  erscheinenden  ganz  allgemeinen  Unter- 
suchungen über  die  Flächen  au  vergleieheik 


IV. 

Das    Rotatiooa-Ellipsold. 

Wenn  wir  die  Axe  der  z  als  Drehungaxe  annehmen,   so  ist/ 
im  .  Vorhergehenden    a=6  zu   setzen.     Dadurch  wird,   wie  man 
leicht  findet: 

und  wir  können  also 

«etzen. 

Nehmen  wir  nun  zuvörderst  Im  Obigen  die  oberen  Zeichen, 
80  ist: 
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ood  die  GrOsse   unter  dem  WorselseicbeD  in  den  Nennern  der 
obigen  AundrOclce  von  cobB^  eoso)»  cosS  ist»  wie  man  leicht  findet: 


alM  ist: 


oder: 


W«ii 


CMd  = 


V  <-'+-^(=^+^ 


eto 

C08IOS 


^(^+^('^+^' 


C0S9=-: 


^  (^*^C!=-J^+^ 


COS  (9  = 


COSI0=: 


C08S=: — 


V(ii«  +  e«)tc*(tt«+e 
a*otr 

c«(tt«+e«) 


«*+«'•  = ^ * 


(,.^^,e*(,e+,e)+^,=  ?^^Z-!^ 


ist;  so  kann  man  auch  setzen: 

cuw 


cos  (9  = 


V(c«— w*)|r*  +  (a«— c«)n>«r 

C(C»  — 10*) 


cosc»=  — 


V(C*-10«)  { C*  +  (l^— c«)«c?«"| 


§€Hidetm  Seknitte  des  dreiaxi§en  EiiipMdt.  49 

Nehmen  wir  ferner  im  Obigen  die  unteren  Zeichen,  so  ist: 

und    die  GrSsse  unter  dem  Wurzelzeichen  in  den  Nennern   der 
obigen  Ausdrücke  von  cosd,  coso,  C08c5  ist,  wie  man  leicht  findet: 


Also  ist,  wenn  wir  die  Werthe  von  6,  cd,  q  jetzt  durch  du  *»i9 
Oj  bezeichnen: 


V  u 


cos  öl  =  77===r- ,  cos  OD.  = ^  ,  »  COS<di=:0. 


Bekanntlich  ist  nach  dem  Obigen 


cos^-fcosm^     cos  o*  * 


also  ist,  wie  man  mittelst  des  Vorhergehenden  leicht  findet: 


a^io* 


|c*(««+tJ«)'+a*w«|l 


a*c* 


wo  man  bei  der  Entwickeluog  dieser  Formel  zu  beachten  hat,  das« 

c«(««  +  ««)  +  a«io«=:a«c« 
ist 

Ebenso  ist  nach  dem  Obigen 


cos0|^4-cosa)|*       cosüj*' 


also»  wie  man  mittelst  des  Obigen  leicht  findet: 
Th«il  xxviu. 
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«i  =  «%-ir-+^j  = ? 

Mittelst  lelcbter  RechnnDg  findet  man»  well 


„,+,.=,  f!(^j^ 


ist: 


imd  weil  nun  bei  dem  Ellipsoid  c* — tc^  nie  negativ  «ein  kana,  90 
hat  R — A,  gleiches  Vorzeichen  mit  t^ — a^,  woraas  sich  nach 
dem«  was  in  III.  bewiesen  worden  ist.  Folgendes  ergiebt: 

Wenn  a'^c  ist,  so  Ist  R  ein  Minimum  und  /^  ein  Maximum; 
nptin  dagegen   a  ^  c  ist,   so  ist  R   ein  Maximum  mid  jfi|  ein 

Minimum. 

Es  ijit  klar,    dass  es  im   vorliegenden    Falle  verstattet  ist» 
r=:0  zu  setzen.    Dadurch  erh&lt  man; 

aho  ^  _  Chi 

eos 0  =^  — ;    ,      ■  — ^= »     cosa)=:0,    cosü  =  — 


*=v^+?^y  — 55?    =     ?? — ' 

eosdi^O,    cosM|  =  ±l,    cosSi=0; 

*»="  If+f^  = — ^t 

Abo  ist 

11  _        a*c*  c« 

Ä'li,~(c«it«+o«tp»)«* 

Ans  den  in  III.  filr  das  allgemeine  dreiaxige  Ellipsoid  bewie* 
«eaen  Relationen  ergiebt  Mch,  wenn  man  a=ib,  «=0  «etat: 


\  ■ 


00Mtdemt  SeJUtM»  ae$  Orettaei^MtiftiM». 


St 


MC      J2| 


— +  — - 


J^  1 

1      1  _        a*V 
R'Mli—  /u*       -*<* ' 


and  mittelst  leichter  RechDung  [Ssst   sich,    wenn  man  nur  die 
GleicboBg  rv 

berflcksicbtigt«  leigen,  dass  die  vorstebeoden  Relationen  in  der 
Tbat  ▼oilständig  mit  den  obigen  fibereiDsfinmene 

Ute  obigen  Resultate  wird  man  lücksicbflicb  der  Lage  der 
Haoptschnitte  leicht  geometriscb  za  deuten  versteben,  was  icb 
daher  hier  nicht  weiter  erläutern  wilL 

Eben  so  unterlasse  ich  det  Kürze  liegen  die  keiner  Schwie- 
rigkeit unterliegende  Ableitung  noch  mancher  anderer  merkwürdi- 
ger Rehttoneo  aus  dem  Ob^n,  weil  Ae»e(ben  dtm  gtoysern 
Tkdle  nach  twi  anderen  Schriftstelleni  scboti  fitr  Flftebeii  M^- 
lumpC  betrleireo  worden  tun 


<»« 


4' 
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II. 

Ueber  die  Segmente  der  Ellipse  uad  Hyperbel ,  des 
EUipsoides  and  des  zweitheiligen  Hyperboloides. 

Von 

Herrn  Franz  Vnf erdinger y 

LebentTenlcberoogs-Cslcalator  der  k.  k.  p.  ABieod«  kmevnMm 

IQ  Trieti. 


L     DieEllipse. 

I)  BcAchreibt  man  am  den  Punkt  O  (TaCU.  Fig.O.)  als  Mit- 
telpaiikt  zwei  Ellipsen  AAi  and  A'A'x^  deren  homologe  Halbaxen; 
OA^a,  OA*^a'  und  OB^b^  0^=6' die  gemeinscbaftlicben' 
Richtungen  Ox,  Oi/  haben  und  ist  a=:ha\  b:=>hb\  A>l9  so  dass 
die  Axen  beider  Ellipsen  in  Proportion  stehen,  so  ist,  wenn  wir 
O  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten  x^  y  and  Ox,  Oy  za  Coor> 
dinatenaxen  wählen,  die  Gleichung  der  Ellipse  AA^i 

and  die  Gleichang  der  Ellipse  A*A\i 

(2)  5=5  +  6^=^   «^^^    ä^  +  &^  =  Ar' 

and  die  Ellipse  (2)  Ist  wegen  der  Bedingung  A>1  von  der  Ellipse 
(])  umschlossen.  Sind  x^  yi  die  Coordinaten  eines  Punktes  M 
der  inneren  Ellipse  (2)«  so  dass  auch 


(3)  ««    +Ä.  -ifl' 
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so    hat  man  aU  Gleicbung  der  io    diesem   Punkte  berührendea 
Geraden  LKi 

Diese«  an  die  innere  Ellipse  gezogene  Tangente  LiV  schneidet 
von  der  Susseren  Ellipse  AAx  ein  gewisses  Segment  LM'N  ab» 
dessen  Grösse  im  Voraus  als  eine  Function  der  Coordinaten  X|, 
5i  des  Berahrungspunktes  M  zu  betrachten  ist«  und  welche  im 
nachfolgenden,  bestimmt  werden  soll. 

Zu  diesem  Zwecke  suchen  wir  zunächst  die  Coordinaten  X«, 
tt^  und  Nxt  Ny  der  Punkte  L  und  N  zu  bestimmen,,  in  welchen 
die  an  die  innere  Ellipse  gezogene  Tangente  (4)  die  äussere  EU 
iipse  (1)  schneidet.  Eliihtnirt  man  aus  den  Gleichungen  (2)  und 
(4)  die  Ordinate  y«  so  ergibt  sich  leicht  die  Gleichung: 

oder«  wenn  man  nach  x  entwickelt  und  ordnet: 
und  hieraus  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (3): 

il  aber  nach  (3) 


ist,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 

(5)  (^-Xi)«-(A*-1)^=0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind   die  Abscissen  Lm,  Nm  der 
Durchschnitte  L,  N^  und  zwar  ist: 


(6)    i,=::Ci+VA5irT.^,     ^,=:p^-VA53T.^^ 

Um  die  zugehörigen  Ordinaten  zu  finden,  setzen  wir  diese  Weilbs 
statt  X  in  die  Gleichung  (4)  und  erhalten  sofort: 


«. 


»-.1 


dkr  iF«rM^  4er  Gleiehung  (8): 

Durch  die  GieicbuDgen  (6)  uud  (7)  ist  nanmebr  die  Lage  der 
Punkte  L  und  ff  auf  der  äusseren  Ellipse  ÄAx  volUcommen  be* 
stimmt    Aus  diesen  folgt  aonäcbst 


(8) 


woraus  bervorgebt,  dass  der  Berfibrungspunlct  M  stets  Im  Mit- 
telpunkt der  Sehne  hN  liegt 

Ziehen  wir  nun  an  die  äussere  Ellipse  AA^  eine  Tangente 
n»  welche  aar  LN  parallel  Ist;  sind  x'y^  die  Coordinaten  des 
Berfibrungspunktes  M\  so  ist  die  Gleichung  derselben 

seil  diese  Gerade  mit  jener  LN  parallel  sein,  so  mflssen  nach 
di»n  Lebren  der  analytischen  Geometrie  die  CoefBcienten  der 
Glieder  mit  x  in  beiden  Gleichungen  einander  gleich  sein»  d.  i, 

weil  ,x^,  y' .  die  Ceerdinaten  ebes  Punktes  dw  Ellipse  (1)  onmI, 
so  ist  auch 

und  es  Unoes  sonach  aus  den  Gleichungen  (10)  und  (II)  die 
Coordinaten  x*^  ff'  des  Berfibrangspunktes  immer  berechnet  wev- 


ä$9  Eili]ß$0kks  md  det  ftmetlkeiUgen  OyperbokMti.  S5 

dea.  h  der  That,  weil  nach  (10)  y'=^.«',  soerhiit  maa  durch 
Snbstitatioo  in  (II) 

^+  «r^=l  oder  x*(^%^)=,^«.  a^=Ä«*4«; 
mithin  wird 

Weil  naeh  (10)  immer  ->  =  -^  seio  moss,  so  betieben  ilch 

tr    Vi 

die  unteren  und  oberen  Zeichen  auf  einander  und  es  gibt  sonach 
auf  der  Ellipse  AAx  immer  zwei  Punkte»  deren  Tangenten  mit  der 
gegebenen  Richtung  Lf9  parallel  laufen.  Wir  wählen  Ton  beiden 
Pmkten  denjenigen «  dessen  Coordlnaten  3^^  y*  mit  jenen  x^f  yi 
einerlei  Vorzeichen  haben,  d.  h.  wir  setzen 

(13)  ar'Ä+ÄÄi,    y=+Ayi. 

so  dass  also  die  beiden  Parallelen  LN  und  Tt  in  Bezug  auf  den 
Anfangspunkt  O  auf  derselben  Seite  liegen  und  das  zwischen  ihnen 
liegende  elliptische  Segment  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  nicht 
enthält. 

Aus  den  Gleichungen  (12)  folgt  nach  Elimination  von  h,  a^x}f 
sssxi'.yif  mithin  liegt  der  Berfihningspunkt  M'  auf  der  durch  den 
Ursprung  O  und  durch  den  Punkt  M  gezogenen  Geraden  Oif. 

Denken  wir  uns  zwischen   die  beiden  Ellipsen  AAi^  A'Ai 
eine  dritte  Ellipse  beschrieben,  welche  ebenfalls  ihren  Mittelpunkt 

fai  O  und  ihre  Halbaxen  r-  und  -r   auf   Ox  und  Oy  hat,  wobei 

aIso  A  zwischen  1  und  A  liegt,  (1  <A<,A),  und  zieht  man  an  diese 
Ellipse,  deren  Gleichung  ist 

(13)  ^  +  %=JÄ' 

eine  zur  Tt  parallele  Tangente  /n,  und  sind  Xi\  yi'  die  Coordl- 
naten des  Berührungspunktes,  so  ist  die  Gleichung  derselben 

und  man  hat,  da  die  neue  Ellipse  (13)  zu  jener  (1)  in  derselben 
Beziehung  steht,  wie  die  Ellipse  (2),  indem  man  in  den  Gleichun- 
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geD  (6),  (7)  und  (12)  die  VerhSltnisszahl  k  statt  A  setzt  uod  Xi, 
fi  io  Xi',  gl    verwandelt: 

(15)      iy^f^'-Vl^l^^.      n,=y/+V^^l.^'; 

oB'zsikxi',      y'^kyx\ 

wenn  wir  mit  /#,  ly  und  fix,  %  die  Coordinaten  der  Dorchschnitts- 
punkte  /  und  n  bezeichnen.    Aus  den  Gidebungen  (15)  folgt  aucb 

folglicb  liegt  der  Berfibrungspunkt  (xi\  j^|')  auf  der  Mitte  m  der 
Sebne  In.  Aus  den  zwei  letzten  der  Gleicbungen  (15)  aber  folgt 
Xi'iyi=x':y't  folglich  liegt  der  Punkt  (xi',  yi)  auf  der  Creraden 
OM',  welche  letztere  daher  die  Sehne  In  in  ihrem  Mittelpunkte 
m  durchschneidet 

Ist 

(A)  y=A'x  +  B' 

die  Gleichung  irgend  einer  Geraden,  so  ist  bekanntlich  der  Ab- 
stand P  des  Anfangspunktes  O  von  derselben  durch  die  Glei- 
chung gegeben: 

B' 


(B)  P= 


±\ri+A'*' 


worin  das  Zeichen  immer  so  gewählt  werden  muss,  dass  der  Ab- 
stand P  positiv  wird.  Bezeichnen  wir  also  mit  p  und  p'  die  Ab- 
stände des  Anfangspunktes  von  den  parallelen  Tangenten  (9)  und 
(14),  so  ist 

(17)       r-       -^  .    '•'• 

V  *+ay« 

b* 


V  '+ä;?5 
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oder,  da  vermSge  der  Gleichungen  (15)  jri'^-T-»   yi'  =  f'    ^t, 

mithio»  wenn  wir  den  Abstand  der  beiden  parallelen  Tangenten  Im 
uad  Tt  mit  f'  bezeichnen,  so  ist 

(W)  ,,_p/  =  ^'=p_e=*=J.p, 

«o  das«  also  der  Abstand  q'  als  eine  Function  von  k  erscheint. 
Hieraus  wird  der  Abstand  q  der  parallelen  Tangenten  XiVund  Tt 
gefunden,  wenn  man  A=A  setzt;  es  ist  also 

(20)  ^=-^.p. 

Wenn  wir  jetzt  die.  Verhältnisszahl  k  als  variabel  betrachte^ 
und  diese  Grosse  nach  und  nach  alle  Werthe  von  1  bis  h  anneh- 
men lassen,  so  werden  die,  durch  die  Gleichung  (14)  dargestellten 
Tangenten,  welche  den  aufeinanderfolgenden  Ellipsen  (13)  ent- 
sprechen, das  zwischen  den  Tangenten  LN  und  Tt  enthaltene 
Segment  in  eine  unendliche  Anzahl  von  Streifen  zerlegen  von  der 
Breite  dq'.  Der  Inhalt  eines  solchen  Streifens  ist  das  Differenzial 
des  Inhaltes  des  Segmentes.  Bezeichnen  wir  dieses  letztere  mit 
dF  und  den  Abstand  In  mit  £,  so  ist  also  • 

^  dFz=zR.dq\ 

oder  wenn  man  zwischen  den  Grenzen  0  und  q  integrirt: 

{J)  F=il      R.dq'. 

o 

Nun  ist  aber  offenbar 

/2=\r(/,-n,)«  +  (ny^^)« 
oder,  weil  aus  den  Gleichungen  (16) 

^     ^  a  k  a 

folgt: 
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folglicb»  wenn  man  diese  Werthe  in  das  Integrale  (J)  eubstitoirt; 
die  eonstanten  Thelle  tot  das  Integralzeichen  setzt  and^  den  Ao» 
fordernngen  der  Gleichung  (19)  entsprechend,  die  Integratiotis- 
grenzen  0  und  q  in  jene  1  und  h  umsetzt: 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (17) : 

^^,      dk; 
nach  den  Lehren  der  Integralrechnung  Ist  aber  bekanntHeh: 

/  — ^ji — rfA=llArcCo8j^ j^ — l  +  C, 

also,  wenn  man  dieses  Integrale  zwischen  den  Grenzen  1  und  h 
nimmt: 


/ 


— jp — .rf*=4{ArcCosjj^ ^^5 — }; 


wird  dieser  Werth  des  bestinimten  Integrals  in  obigen  Ausdruck 
Ar  den  Flächenraom  F  substituirt,  so  erhält  man  endlich: 

(22)  F=  ab .  { ArcCos  y  —      Ir^  1 ' 

der  Flächenraum  F  ist  also  von  den  Coordinaten  Xi,  yi  des  Punktes 
M  unabhängig,  folglich  flir  alle  Punkte  der  Ellipse  (2)  con- 
stant  —  Nach  dem  Obigen  gilt  nunmehr  folgender 


1.    Lehrsatz. 

Stehen  die  gleiehiiegenden  Azen  zweier  concentri- 
scher  Ellipsen  in  Proportion,  so  schneidet  jede  an  die 
innere  Ellipse  gezogene  Tangente  von  der  äusseren 
Ellipse  Segmente  von  constantem  Inhalt  ab  und  das 
von  der  iusserenEllipse  begrenzteStück  der  Tangente 
wird  stets  durch  den  Berührungspunkt  halbirt. 


»•  « 


EüipmMeM  und  de»  %»eithHiigen  BpperMaUUi. 


AnmerkuBg.  Dieser  Lehrsatz  kann  auch  dareh  die  Lahra 
voD  den  Projectionen  bewiesen  vrerdeu,  weii  die  beiden  EUipiseo 
als  die  Projectiooen  zweier  coucentrischer  Kreise  betrachtet  wer- 
den kOonen,  deren  Radien  o  und  jr  sind  and  deren  gemeinscbaft- 
Kehe  Ebene  snr  Projections- Ebene  unter  einem  Winkel  geneigt 
ist»    der  ->  snm  Cosinus  hat.    Es  Ist  jedoch  diese  Methode  der 

BeweisfBhrung«  welche  ich  hier  in  Kürze  erwähnte,  uBgangen 
worden,  weil  sie  auf  die  Hyperbel,  ffir  welche  später  ein  ähnlicher 
Satz  bewiesen  werden  soll,  nicht  angewendet  werden  kann  und 
dadurch  die  €rlelchformigkeit  der  Darstellang  verloren  geht. 

3)  Jetzt  wollen  wir  noch  den  Schwerpunkt  eines  solchen 
elliptischen  Segmentes  zu  bestimmen  suchen.  Wir  bedienen  uns 
hierzu  der  bekannten  Gleichungen 

(q)  F.X:=zfxi'.dF,    F.T^fyi'.dF, 

wobei  X  und  F  die  Coordioaten  des  Schwerpunktes  des  FlSchen- 
ranms  F  und  Xi',  yi.  die  Coordinaton  des  Schwerpunktes  des 
DIferenzials  dF  bezeichnen.    In  dem  vorliegenden  Falle  ist 

x^'dF^x^'Rd^='iabx'  ^^-^ — dk, 

yi 'dF=yi'Rdq'  =  2aby'  ^  ^^T^  ^ ' 
mitiiin,  wenn  man  von  ks=zi  bis  A=sA  Integrirt^  so  hat  man: 


F.X=2abx'.r''^^(-^ 


dk. 


*  VA*-1 


^^      dk. 


Nun  ist  bekanntlich 


■ifbin 


r»  VF"- 


*V1F~1        V(**-i)» . 

■*'*=: — 3*i — ' 


setzt  man  diesen  Werth  des  bestimmten  Integrals  in  die  eben 
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gefondeneo  Gleichangeo  und  zugleich  fflr  F  seiomi  Werth    aus 
(93),  so  hat  man: 

4 
-  « 

a^>  ArcCo»  y    .     *]^,      }  X=:2abr' .  ^  ^^^    '- . 

ab{  Are  Cos  j p — |  F=  2o6y' . —  g. ,   ^    ; 

and  hieraus  folgt: 

(23) 

j_.  V(A*— 1)»  ■^_.  V  (*«-!)» 

'        '  A»ArcCosJ-VÄ«=J    *         A»ArcCoaJ— VTP^ 

*^  * i — : — A  =^' ! ~~'y* 

A'ArcCosJ— V^A«— 1  *«ArcCosj— V^A»-l 

Setzt  man  der  Kürze  negen 

,.   A'ArcCosJ— V^^^l 
(24)  H  = 


•*i. 


2  '  V(A»—  1)» 


so  wird 


(25)  X=i,     r  =  ^; 

mithiD  ist 

und  wenD  man  diese  Wertbe  von  x'  und  y'  in  die  Gleichung  (11) 
setzt  und  dann  durch  iSP  dividirt,  so  erhält  man:, 

^  JT«       F«       1 

(26)  ^+6«=S«' 

die  Schwerpunicte  der  Segmente,  welche  den  verschiedenen  Punk- 
ten ipt'y'^  oder  beziehungsweise  jenen  (x^^yi)  entsprechen,  liegen 

also  auf  einer  concentrischen  Ellipse,  deren  Ualbazen  -^  und  -^ 

sind;  die  Gleichung (26)  bezeichnet  sonach  den  geometrischen 
Ort  der  Schwerpunkte  aller  Segmente,  welche  durch  beliebige 
Tangenten  L2V  der  inneren  Ellipse  A* A^  von  der  äusseren  AA^ 
abgeschnitten  werden. 
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ElimiDirt  man  ans  deo  Gleichungen  (25)  die  VerbSltnifuisay 
J7«  so  ergibt  sich  die  Proportion:  x' iy'=^Xi  F;  der  Schfvicrpankt 
des  dem  Punkte  {x'y')  eotsprecbendeo  Segmentes  liegt  also  auf 
der,  durch  den  Ursprang  O  und  durch  den  Punkt  {x'i/')  gehenden 
Geraden;  er  liegt  aber  auch  auf  der  Ellipse  (26),  folglich  liegt  er 
Im  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  jener  Kurre.  i 

3)  Die  bisher  abgeleiteten  Formeln  zur  Bestimmung  des  Flä- 
chenraumes und  Schwerpunktes  gewisser  elliptischer  Segmente 
k5nnen  auch  gebraucht  werden,  um  den  Flächenraum  und  den 
Schwerpunkt  eines  Segmentes  zu  bestimmen,  welches  eine  belie- 
bige Gerade 

(27)  y^Ax^B 

voD  der  Ellipse 


abschneidet    Betrachtet  man  die  Gerade  (27)  als  Tangente  einer 

a      b 
EIBpse,  deren  Halbaxen  -r»   j-  sind,  und  sind  Xi^  yx  die  Cpordi- 

naten  des  Berührungspunktes,  so  dass  auch 
(98)  yi=ilar, +B, 

so  mnss  diese  Gerade  mit  jener  (4)  uothwendig  identisch  sein. 
Man  hat  also 

woraus  leicht  folgt: 

(^0  **"-""Aä5'      y^-WB' 

setzt  man  diese  Werthe  von  ^ti ,  yi  in  die  Gleichung  (28),  so  et- 
häit  man: 

j^  =  — ^^+Ä    oder    **=— «»4»+'A«i?«;     .1  :     ' 


<  I 


attbln 

Da  nun  a,  6,  ^4,  £  in  den  Gleichungen  (1)  und  (27)  der  El- 
Bpee  and  der  Geraden  gegeben  sind,  so  ist  auch  h  bekannt  and 
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iitt  QeidnBig  (32)  gibt  abdann  Am  gMuclrt«n  Fläcbennuitti  das 
SegmMtML    F«rner  folgt  aus  den  Gletchtiageii  (ä^ 

■ 
oder  weil  nach  (29) 

•o  wird 

bt  also  die  Gleichung  (27)  der  Geraden  und  jene  (1)  der 
Ellipse  gegeben»  so  rechnet  man  mit  Hilfe  der  Forsiel  ^)'4ie 
Verhältnisszahl  h,  aus  (24)  H,  aus  (30)  x'  und  y'  und  alsdann 
geben  die  Gleichungen  (25)  die  Coordinaten  des  Schwerpunktea. 

1.  Zusatz.  Der  Natur  der  Sache  nach  muss  A  >  1  sein, 
d.  h.  es  mvss  a'^d^+b'^^ B*  sein,  was  mit  den  Lehren  der  ana- 
lytiscben  Geometrie  im  Einklänge  ist,  denn  diese  Relation  ist  be- 
kanntlich das  analytische  Kennzeichen,  dass  die  Gerade  (27)  die 
Ellipse  (1)  schneidet.  —  Ist  aM»+6«=B«,  so  wird  A=I,  FbrO, 
Xi=zx',  yi=Sf''  ^^^^  ^°  diesem  Falle  ist  die  Gerade  (27)  eine 
Tangente  der  Ellipse  (1).  £f  erscheint  zwar  unter  der  unbestimm- 
ten Form  Q »  man  flberzeugt  sich  jedoch  leicht  durch  Differo»» 
ziation,  dass  filr  A=l 

ArcCosg^ Jfl—       2 , 

19 


V(A«-1)»         ""3**- 

mithin  auchif=:l  ist«  und  es  wird  X^=:x',  Y=zy;  indem  der  Punkt 
(^tO  ^^  eigener  Schwerpstikt  ist 

2.    Znsatz.    IstjBssO,  d.h.  geht  die  Gerade  (27)  durch  den 

MittelpiiiiktderBIII^«%M  wlrdAasoo,  AfeCe»j^=g>  — p — =0^ 
also  F=«a6»  gleich  der  halben  Ellipse;  ferner 

ArcCoay-       ^,  3^ 

"  —  « •  /-■     —        =zr  "~r-  » 
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mitbim 

x'  4  aM  „     y'       4  6« 


jr=— =  — —  •— ===r:r  r=^=— • 


beideo  Gleichungen  bestimmen  sonach  die  Lage  de«  Schwer« 
punkte«  einer  heliebigen  halben  Ellipse. 


II.     Die   Hyperbel 

1)  Beschreibt  man  om  den  Punkt  O  (Taf  II.  Fig.  10.)  als  Mittel- 
punkt swei  Hyperbeln  AAi  und  A*Äi\  deren  homologe  Halbaxen 
paarweise  auf  den  rechtwinkligen  Coordinateoaxen  Ox,  Oy  Hege» 
und  sich  beziehungsweise  zueinander  verhalten  wie  IsA»  sodass, 

ah 

weDD  wir  OA^a,    OB^b,  A<1  setzen,    OA'=j,  ^^'^J 

wird,  so  ist  in  Bezog  auf  den  Mittelpunkt  O  als  Anfangspunkt 
der  Coordlnaten,  hidem  die  Scheitel  beider  Hjrperbeln  auf  der 
Abscissenaze  liegen,  die  Gleichung  der  Hyperbel  AAi : 

W  fl«      b* 

md  die  Gleichung  der  Hyperbel  A'Aii 

Beide  Hyperbeln  haben  gemeinschaftliche  Asymptoten  und  wegen 
der  Toraussetzung  A<1  wird  di^  Hyperbel  (2)  von  jener  (1)  am- 
schlössen.  —  Sind  Xi,  yi  die  Coordinaten  eines  beliebigen,  aber 
bestimmten  Punktes  M  der  Inneren  Hyperbel  A'Ai\  so  dass  also 
aaeb  die  Gleichung  besteht: 

so  ist  die  Gleichung  der.  In  diesem  Punkte  an  die  Hyperbel  gt- 
sogesen  Tangente 

Diese  an  die  innere  Hyperbel  A'Ax'  gezogene  Tangente  LN 
wird  von  der  Susseren  Hyperbel  AA^  dui  Segment  abscbneideak 
dessen  Gr5sse  im  AUgemeinen  als  eine  Function  der  CoovdTnaten 
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Xi ,  ^1  des  Punktes  M  zu  betrachten  ist    Dieses  Segment  soll 
im  Nachfolgenden  bestimmt  werden. 

In  dieser  Absicht  bestimmen  wir  vorerst  die  Coordinaten  L«, 
Ly  und  Nxf  iVy  der  Punkte  L  und  N,  in  welchen  die  an  die 
iniiere  Hyperbel  gezogene  Tangente  (4)  die  Süssere  Il3^erbel  (I) 
schneidet.  Eliminirt  man  aas  den  betreffenden  Gleichungen  (1) 
und  (4)  die  Ordinate  y,  so  erhält  man  die  Gleichung 

oder  wenn  man  nach  x  entwickelt  und  ordnet: 

**(6*xi«— a«yi«)a:«— 2if«6«A«d:i  .a:  +  a*(6«+  A*yi«)=0, 
und  hieraus  mit  Anwendung  der  Gleichung  (3) : 

man  hat  aber  nach  (3): 

*i*-;^(**+**yi«)=^(**+*V«-*»-**yi*)=(i-*«)^. 

und  so  geht  obige  Gleichung  Qber  in: 
(5)  (x-ar,)«-(l-A«)^'=0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  geben  die  Abscissen  der  Durch- 
schnittspunkte L  und  N  d.  i.  Lx  und  Nx\  man  hat  also 

setzt  man 'diese  Werthe  nach  und  nach  in  die  Gleichung  (4),  so 
erhält  man  die  Ordinaten  dieser  Durchschnittspunkte: 
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«der  tennSge  ddr  Gleiäbung  (3): 

Dorch  die  Gleichangen  (6)  und  (7)  ist  die  Lage,  der  PnAte 
Xr  und  JY  auf  der  äassereo  Hyperbel  AA^  yollkommeo  besUiiiint. 
Aus  diesen  Gleicbuh^n  folgt  aucb 

woraus  elDleocIitet,  dass  der  BerflbruDgspunkt  M  ateüi  im  Hlt- 
telpankt  der  Sebne  XiV  liegl. 

Ziehen  wir  an  die  äussere  Hyperbel  eine  zur  Geraden  hü 
parallele  Tangente  und  bezeichnen  die  Ooordinaten  des  Berahnings- 
panktes  mit  x'»  y,   so  dass  auch 


(9)  ;?-&='•  .   * 

80  ist  die  Gleichung  dieser  Tangente  i<    ■•. 

I 

soll  diese  Gerade  mit  jener  (4)  parallel  sein»,  so  mflsfi/on  die 
Coefficienten  von  x  in  beiden  Gleichungen  identisch  sein,  und  hier- 
aus folgt  die  Bedingungsgleichung 

(II)  f^'^-        ,    ,., 

Ans  den  Gleichungen  (9)  und  (11)  kann  man  uamitt^lbar.dle 

Coorfinaten  x',  %f  bestimmen.  Weil  nach  (11)  y'=^.afy  s6  er- 
hilt  man  durch  Substitution  in  (9) 

mithin 

nd  es.  ist  -  . 

weil  nun  nach  (11)  immer    ~  =  —   sein  muss,   so    beziehen 'Mch 

V      ^\ 

Tb  eil  XXVIII.  5 
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die  unteren  und  oberen  Zeichen  auf  einander  vnd  es  gibt  abo 
der  Hyperbel  AAi   offenbar  zwei  Ponicte,  deren  Tangenten  iü* 
einer  gegebenen  öeraden  LN  parallel  laufen.  -->  Vo«  dieAen  iwet 
Punkten   wählen  wir  denjenigen,    dessen  Goordinaten  a^f,  y'  mit 
|Miwwr|»yi  einfrlel  Vorzeichen  haben,  d.  h.  wir  setieo  . 

■  «* » ■ 
so  dass  die  beiden  parallelen  Tangenten  LN  und  7%,  zwischen 
welchen  das  zu  bestiniroende  Segment  LM'N  enthalten  ist»  in 
Bezug  auf  den  Mittelpunkt  O  auf  derselben  Seite  liegen.  Aus 
dmi:.  9wei  letzten  Gleichungen  folgt  auch  die  Propevtion  4K:y 
=  ^i*yi»  ^^^  Punkt  M*  liegt  daher  auf  der  Gereden»  welche 
durch  den  Ursprung  und  durch  den  Punkt  M  gebt. 

*  . 

Denken  wir  uns.  zwischen  die '  beiden  HyperhelB  AAf  und 
A'Ai  eine  dritte  concentrischeHjrperbel  construirt,  deren  nitdeieaii» 
dem  gleichliegende  Halbazen  sich  zu  jenen  der  Hyperbel  (1)  wie 
Itk  verhalten,  so  dass  also  k  zwischen  1  und  h  liegt  und  die 
Relation  stattfindet  ]>A>A,  und  zieht  man  an  diese  Hyperbel, 
deren  Gleichung  ist 

(13)  3f-*5-p 

«ioe,  mit  der  LN  parallele  Tangente  in,  so  wird  dieselbe  doccb 
die  Gleichung  dargestellt 

(14)  y=^V''""^' 

wenn  Xi\  y/  die  Coordinaten  des  BerQhrungspunktes  sind.  Fer- 
ner hat  man,  da  die  neue  Hyperbel  (13)  zu  jener  (1)  in  derselben 
Beziehung  steht,  wie  die  Hyperbel  (2),  indem  man  i^  den  Glei- 
chungen (6)a  (7),  (12)  die  Verhältnisszahl  i.  statt  h  seist  onid«  ^^ 
^  in  ai\  ^'  verwandelt: 


i  . 


wobei  /«,  iy  und  nx,  ny  die  Coordinaten  der  DurchschnH^  I  wM 
n  bezeichnen.    Au9  diteeen  Gleichungen  fdgt 


der  Punkt  (^i'5fi')  liegt  soteob  auf  di^  Mitte  der  Sehne  ln\  au« 
den  Gleichungen  (15)  folgt  auch  die  Proportion:  Xi'igi^sx'i^', 
wouach  dieser  Punkt  auf  der  Geraden  OIBf'  ßegt,  mithin  durcTi- 
•chneidet  diese  Gerade  die  Sehne  In  in  ihrem  Mittelpunkt  m. 

Es  sei  p  der  Abstand  der  Tangente  (10)  vom  Anfangspunkt 
imd  p'  jener  der  Tangente  (14);  alsdann  ist  nach  deo  Gleich;^^- 
gen  (A),  (B): 

y' e^   1.     ■  .4i    •■  Tr» 


(17) 


^9" 

« 

6« 


6«x,'«     *•   V  o*v,'«+6*a-i'« '  >  M 


.1 


^  .  _  y 


oder,  da  oacb  (15)  d:|'  =  -r ,    yi'  z=  ■.  >  auch 

(18)  »'  =  7  •  .,   '■—  =  9 > 

niihfn,  weno  wir  den  Abstand  der  paralleleR  Tangenten  m  and 
Tl  mit  tjf  bezeichnen: 

(19)  •     f,^-p  =  q'=l-p=^-^.p, 

SO  dass  also  der  Abstand  9'  als  eiee  Function  von  k  erscheint. 
Ist  A  =  A»  so  fi-ird  g'^=g  gleich  dem  Abstand  der  parallelen  Tan- 
genten LN  und  Ttf  d<  L 

(20)  7--^P- 

Betrachtet  man  ü:  als  eine  veränderliche  Grosse  und  lässt  sie 
soccessive  alle  Werthe  von  1  bis  h  annehmen ,  so  werden  die  be- 
rührenden Geraden  (14)^  welche  des  aufeinanderfolgenden  Hyper- 
beln (1^  entsprechen,  das  zwischen  den  parallelen  Tangenten 
LN  und  7Y  enthaltene  Segment  in  eine  unendliche  Anzahl  von 
Alrelfee'  se^legeir  ton  der  Breife  dq*.  Det  Flttcft^ewinfcalt  cfkMi 
solchen  Streifens  ist  das  Differenzial  des  Inhaltes  des  Segmentes; 
blglich ,  wenn  wir  dieses  letztere  mt  dF  nncf  die  Distanz  In  mit 
R  bezeichnen, 

5* 
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Bftbio»  wenn  uiad  Bwuichen  den  Grenzen  0  and  q  integrirt: 
(-0  F^f^R.dg'; 

m 

■an  Ist  ab«r  bekanDtlicb 

ß  =  V  (/,-«,)*  +  (k—n,^, 
•im,  weil  wu  den  Gleichangen  (IS) 

folgt : 

ferner«    wie  man  aus  der  Gleichung  (19)  leicht  findet: 

folglich,  wenn  man  diese  Werthe  in  das  Integral  (J)  substitnirty 
die  Constanten  Theile  vor  das  Integralzeichen  setzt  und  zugleich, 
nach  den  Anforderungen  der  Gleichung  (19)»  die  Integrationsgren- 
Ben  0  und  ^  in  1  und  h  umwandelt: 

(21) 

oder  mit  Rficksicht  auf  die  Gleichung  (17) : 

ph   VI— )t« 

Bon  ist  aus  der  Integralrechnung  bekannt»   dass 

rsTT^             i-f  V7:i-i^    VT^^^^ 
J  —er-dk=l{\g ^ iF~J+^' 

ab«,  wenn  man  dieses  Integral  swischen  den  Grenzen  I  und  Anlmmtt 


4e»  EUIp99iäe9  tmd  äes  wmeiiMligen  BjfperM^i4$$.  .         W 
dietes  substitairt»  uod  mao  hat: 

(82)  F  =  a6.{ — jp Ig -^ }. 

Der  FlScbeDraom  des  Segmentes  LM'N  ist  also  von  den  Coordl- 
naten  Xi ,  i/i  des  Puaktes  M  ud abhängig»  folglich  ilDr  alle  Ponfcto 
der  iDnerea  Hyperbel  constant    Es  gilt  also  auch  folgender 


%    Lebrsats. 

Stehen  die  gleiehliegenden  Azen  aweier  concen- 
trischer  Hyperbeln  in  Proportion,  so  schneidet  jede 
an  die  innere  Hyperbel  gezogene  Tangente  von  der 
nasseren  Hyperbel  Segmente  von  constantem  Inhalt 
ab  and  das  von  der  Susseren  Hyperbel  begrenzte  Stäek 
der  Tangente  wird  stets  durch  den  Berfibrungspunkt 
halbirt 

Zusatz.  Wenn  man  in  den  zusammengehörigen  Gleichungen 
(1),  (2)  und  (22),  welche  den  eben  ausgesprochenen  Lehrsata  in 
sieh  enthalten,   mittelst  der  Relationen 

die  der  Süsseren  Hyperbel  angehorigen  Grössen  a  und  6  eUffll- 
nirt  und  dafür  jene  a',  b'  einfiihrt,  so  erhält  man: 

and  wenn  man  A  =  0  setzt,  wodurch  auch  a:=0,  6=b0  wird,  so 
redndren  sich  dieselben  auf  folgende : 

b' 
(23)  8f=±~/-*» 

(25)  F=a'b'. 

(i  +  Vl— A*\*' 
iiZJ J    =0D«»=1,  mithia 


A«.lg T =0 


Ut 
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Die  Gleichung  (23)  bezeichnet  jetzt  ^  Aeymptoten  ieiUp 
perhei  (24)  und  F  den  Flächenraom»  welchen  eine  beliebige  Tan- 
gente dieser  Hjrp^rbel  toA  dem  Asympfotenwink^  abBchn^^t 
Der  von  mir  im  ArchiT  Tbl.  XXVIL  8.55.  bewiesene  LebrsaU 

-  ÄBHierkung.  lin  Torhergebehden  wurde  der  Fliehenrfinm 
eine#  MHptfschen  oder  hyperbolischen  Segmentes,  welclier  einer 
durch  zwei  bestimmte  Punkte  L  und  N  der  Kurve  gehenden  Sehne 
LN  eotspricht,  dadurch  bestimmt,  dass  wir  das  parallel  mit  der 
Sehne  LN  genommene  Diflfevenzial  desselben  als  Function  einer 
gewissen  Verhältnisszabl  k  darstellten»  —  also  nach  einer  von  der 
gingberen  abweichenden  Methode.  Diese  ist  deshalb  geechehen» 
«dl  schon  Uer  unter  einfachen  Verhältnissen  den  Ideengnng  sa 
«eigen  t  der  uns  bei  der  Berechnung  der  Segmente  de«  BlUpueides 
iad  des  awelthelllgen  H3rperbolotdes  leiten  wird,  nod  der  dort  der 
etaalge  Ist,  der  mich  den  beabsichtigten  Zweck  erreichen  Hess. 

2)  Cm  auch  den  Schwerpunkt  eines  solchen  hyperbeüffkfni 
Segmentes  so  bestimmen,  bedienen  wir  uns  wieder  der  Gleicbun* 

(C)  F.X^fxi'.dF.    F.r^fyi'.dF, 

und  haben  In  dem  vorliegenden  Falle  offenbar: 

folglich,    wenn  man   diese   Differentiale   summirt    von  A  =  l   bis 
A=:A,   so  hat  man: 


dk. 


Nun  ist  aber 


alao 
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J   —j^-^- m — ' 

i 

«•fit  TUM  dieseD  Wertb  des  beatimmten  Integrals  in  die  eben 
gafiMudeneB  Gleidiungen«  sogleich  ffir  F  seinen  Wertb  aus  ($3)« 
so  erhilt  man: 

■*•( — T? '8 Ä {•^=8gftjg'.      ^^i » 

•*|-nii — '» 1 —  (.y=2«v.   ^^^.     ; 

I    , 

(26) 


Xsst 


V(l — Ä«)» 


**)•  **   .  V(l— *«)* 


VT?r*~*»ig     Y~  VT::i5*-A"igi2:^ 


ij  li  ■    <    I    fc  iill  f 


Selsl  flnn  iinr  Abkdrsung 

m       ""T V(i_i*)t 

SO  wird 

also  ist  aucb 

and  wenn  man  diese  Wertfae  von  j/ ,  ^  in  die  Gleichung  (9)  setst 
md  alsdann  .durch  H^  dividirt,  so  erhält  man : 

(89)  ^--^-W*' 

Ae  SchwetpttiAte  der  Segttent«,  weldi«  d«»  verseiii«iabäB  Punk- 


ten  (ar'y)  respeoQv^  Ijen^  (^Ti^x)  eatspffclpeii» .  liegen  also  auf 
einer  Hyperbel ,  dereo.;  Hai ba^en-^fch  zu  jenen  der  Hyperbel  (1) 
wie  1:^  verbalten.  Die  Gleicbung  (!29)  bezeichnet  sonaeb  den 
geometriscben  Ort  der  Scbwerponkte  aller  Segmente,  welche  • 
di^ch  beliebig«;  Tängedten '£1V  äh  die  innere  Hyp^Vber 
iosseren  AAi  abgerfbhnitten  werdend.  'ElimlnM'man'ians'Si'jsniGtiel^' 
chungen  (28)  die  Verbältnisszabi  H,  so  ergibt  sich  die  Pröpöttidh 
X:Y=^x':y',  d.  h.  der  Schwerpunkt  des  hyperbolischen  Seg- 
mentes tdJd'N  tfegt  auf  der,  däfcli  den  A.nfangspoiikt'<yund^4prch 
den  Punkt' Jlf'  gehenden  Geraden;  da  er  aber  auch  attf  der  Hyper- 
bel (29)  liegen  muss,  so  liegt  er  im  Durchschnitt  dieser  Geraden 
mit  jener  K.nr?ei    ^  '  '   /    .  -vi  >  i    . 

3)  Die  Ergebnisse  der  vorstehenden  Untersuchungen  lassen 
sieb  nun  anwenden  zur  Bestimmung  des  Fläcbenraume^.;u))i4  A^ 
Schwerpunktes  eines  beliebigen  hyperbolischen  Segmentes.    Es  sei 

(30)  y  =  Aa!  +  B 

die  Gleichung  einer  g^ebenen  Geraden,  so  dass  A  und  Bzimüb 
bekart'nte  6rtlssen^  zi^  betrachten  sitid;  es  soll. •  der  Fllc^nraum 
und  Schwerpunkt  desjenigen  Segmentes  bestimmt  werden,  wel- 
ches die  Gerade  (30)  von  der  Hyperbel 

abschneidet. 

Betrachtet  man  die  Gerade  (30)  als  eine  Tiüng^nte' der  Ifyptilrtoä 
-5  —  ?5=  Tä»"^  wobM  k  ViQe  ynoch  unfiekannte  Grösse  ist,  und 
sind  JTi,  ifi  die  Coordinaten  des  BeruhrungspunkteV^  so  dasf^frach 

(31)  y,^Ax,+ß, 

SO  muss  die  Gleichung  (30)  mit  jener  (4)  identisch  sein ;  es  ist  also 

mithin  wird 

_     a^A  _       b* 

seist  man  diese  Werthe  von  :r|,iyi  in  die  Gleichung  (31),  so 
bat  man :  ... 


•.  '1 
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atoaf 


(32) 


=v 


a*A*  —  lfl 


^fW«'  »*. 


• . ,    •    < 


U 


^— *^»—     Aß'    *— "J'i  — AB 


*  *! 


■  . »  ■ 


"n         ■•♦■ 


•I  '  ! 


oder   weil  hb=^S  a^A^—f^i 


t-   I 


(3B>  i      «^=- 


VoM«  -  6*' 


.»'  =  - 


6« 


/•■  i.;M 


i^^^a 


V^fl«^«-6»* 


.1 


•     I 


I» 


•ti.    -'►!. 


Die  Gleichung  (32)  gibt  den  Werth  der  Verhältnisszabl  h  and 
hierniit  die  Gieichong  (22)  den.  gebuchten  Fläcbenraum  F.  H  wird 
aus  der  Gleicbung  (27),  x'  dnd  y'  aus  den  Gleichungen  (33)  ge- 
rechnet, und  dann  geben  die  Gleichungen  (28)  die  Coordinaten 
Ättii"Sbhrweqpurikte6.- 


i:**t'.i 


!         .■     1  ' 


Zusatz.  Den ' Bedingungen  der  Aufgabe  nach  muse  A<i 
cnler  aM^ — b'^<^B^  sein,  was  mit  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie  in  befViedigender  Uebereinstimmung  steht;  denn  tot 
diese  Relation  nicht  erlullt,  so  wird  die  Gerade  (30)  die  Hyper- 
hBli(l)  nicht  Schneiden.  •--  Ist  a^«— 6<:=:  jß«,  so  ist  die  Gera^ 
(3l^e&ne' 'Tangente  der  Hyperbel  (1)  und  es  wird  :Ä^.|.,  i(^;=3(\| 
%.s».;0'):.yi  ;=y.    H  erscheint  für  diesen  besonderen., >V/lcth..f:oi 

A  Untier  der  unbestimmten  Form  j?;    man   überzeugt  sich'jedo^ 

leicht  durch   Differenziation ,    dass  ffir  A  =  1 


I . 


I  1   !     |l    • 


i!    I' 


^np — 'g     h 

V  (1  — A«)» 


'■   >i 


>    •        Mllli 


3A*— 3 


1    B     <  *  * 


» 


'•'1(1 


•  • 


".        t\t     il\ 


■  A'v. 


ist,  'mithin  wird  auch   H=zl^    und  es  iät  X^z'x'^'  IP^yK 


1^ 


■    1 , 


..,{....•.>    . 


l  •  f  f  r; 


I. 


III.    Das    Ellipsoid. 

•.•■•''  .  ■     .      .»    ■     •  .      .  ■■.•.•..  .\^\. 

1)  Nehipen  wir  an,  die  Halbaxen  zweier  concentrischer  Ellip- 

soide^   welelde   In  dlBrseU>en   Ordnung. "einerlei  Hicbtlpog A'b^brä, 

Tcrhalten  sich  zu  einander  wie   l:A,    und  h  sei   grosser   als  I. 

Alsdann  ist,    wenn  wir  den  Mittelpunkt  zum- AiffaiigspM>M  .md 


die  Azen  la  Coordinatenazen  wählen,  die  Gleichung  des  äoeee« 
ren  Ellipeoidee: 


und  die  Gleichung  des  inneren,  von  dem  ersteren  umscMossenen 
EUipsoides: 

die  Hmibazen  des  ersten  Ellipsoides  sind  a»  6,  c»  die  des  siveiten 

s     6     c 

rt    7>    7-    Sind  nun  Xi»  y^  %i  die  Coordinaten  eines  Puiilttes 

des  inneren  Ellipsoides  (2),  so  ist  auch 

W  at  +  ft>  +  <^  —  X»' 

und  man  hat  als  Gleichung  der  in  diesem  Pnnlit  das  Ellipsold 
berfihrenden  Ebene: 

Diese  an  das  Imiere  Ellipsoid  gelegte  tan^reade  Ebene  sehnei- 
lief  von  dem  llusseren  Ellipsoid  ein  gewisses  8egment  ab,  desste 
Volumen  im  Allgemeinen  als  eine  von  jti»  yi»  h  abhängige  GrOss» 
an  betrachten  ist  und  dessen  Bestimmung  der  Zweck  der  nach- 
folgenden Rechnungen  ist. 

In  dieser  Absicht  bestimmen  wir  zunächst  die  Durcbschnitts- 
linie  der  Ebene  (4)  mit  dem  äusseren  Eilgeld  (1).  Wird  ans 
den  Gleichungen  (1)  und  (4)  die  Coordlnate  z  elimtnirt,  so  erhält 
man  leicht: 

wird  diese  Gleichung  nach  x  und  y  entwickelt  und  geordnet,  so 
hat  man: 

6*A*(c««i*+o%i«)««+a*A*(c«yi»+6*«i^)y*— 2a«6Wariyi.Äy 

«tf'lsf  ttmt  mA  (3)« 
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6*A«  (c««,»  +  a»i, »)  =  a*A«c«A«(A>— A V") . 
o*A«(c^i*+*"»i*)= «We^(<^- Ä%r|«); 

■ithin,  wenn  man  substituirt  und  alsdann  die  Gleicbnng  dnrcb 
den  «lien  GKedern  gemeinacbaftliehen  Factor  <MViP  diridirt,  m 
•rbilt  unsere  Gleichung  folgende  Gestalt: 

+  2A«jriyi  .^y ^26*:ri .a:-2a«yi  .y  +  a«6»(p  -  ^^  =  0. 

Diese  Gleichung  bezeichnet  die  Projectioo  der  Durchecboitte- 
ÜBift  d«  Ebene  (4)  mit  dem  äuseeren  Bliipsoid  (1)  auf  die 
EbeM  der  ory«  Um  die  Gestalt  und  Abmessuitgen  dieses  Kegel- 
schnittes mit  Leichtigkeit  und  ohne  weitere  Verwandlung  der  Coor* 
dinaten  su  erkennen,  bedienen  wir  uns  der  von  Berm  Grüner t 
(Archiv  Tbl.  XXV.  p.  146.)  gegebenen  „Discussion  der  all* 
gemeinen  Glaichyog  des  «weiten  Grades  «wischen  swei 
▼eränderlicben  GrOslien'S   setsen 

wodurch  die  Gleichung  der  Kurve  fibergeht  in: 

und  bfiechnen  die  lieiden  Ausdrflcke: 

afb'—e'*  und  a'e'*i^b'd'*+fe'*-a'b'f—ie'df^. 

(m)        «•»«—«•=(*■— A««,^(6«-AV")-***,^« 
=  aH*-  b^h*xi*  -  o«A  V«  =  °^**** , 

a'e'*  =  o«6Vi*— a*A^i  * , 
b'd'*=a*b*»i9^b*»t^*. 


Werden  jetzt  die««  GteicbAngen  addlrt  aod  die  Glieder  der  iwei- 

ten  Tbeiie  derselben  entsprechend  znsammengefasst,  so  bat  man : 

t{  .<  •■.  .|,  .',•■.■  .       .  . .  ■■■         •     ■      I.     II, 

weil  aber 

T  .  .  .  •  •■ 

•  I    .  .  ,  ' 

9^.  ist  obiger  Ausdrack  anch  gleich 

...    .....    ■:^,^< 


«AV/1      5if\      a«6«A*tt*/l      AV\ 
mithin  ist  ancb 

,  .  c 

(n)    o'e'*+A'4'*+/'cf*^o'*'/"-2c'rf'«'=(A»-0.^^^^ ; 


.'.  ». 


i»0-  ! 


da  nun  sowohl  die  Grössen  a' »  b' ,  wegen  p-^^i*  °P4,  Ä2^9i*> 

als  auch  die  AusdrOcke  (m)  und  (n)  stets  positiv  sind,  so  be- 
zeichnet die  Gleichung  (5),  wie  auch  nicht  anders  zu  erWarteti 
war,  eine  Ellijpfie«  SM  ^  vnd  B  die  ;flalbazeii  derselbei^» .  so 
ist  (wie  in  dem  citirten  Aufsatze  gezeigt  ist) : 

(D)        A^B^= — (a'6'-c'a)»  ' 

mitbin  in  dem  Torliegeftden' Falle: 
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(*»- 

A* 

I)* 

1 

AB= 

A«-l'  ab 

« 

■ 

i 

.  I    1 

1     ■  t 

und 

(«) 

Legen  wir  an  das  äaaaere  Elllpsoid  (1)  eine  tangirende  Bbene, 
«reiche  mit  der  Ebene  (4)  - 


I         ft 


■■«• 


■ 

parallel  ISuft;    sind  a^  jr'»  if  die  noch  anbekannten  Codrdinäten 
des  Berfihrongspanktes»  eo  dasa  auch 


•o  iat  die  Gleichang  derselben: 
^  c«^'  c«y'       c* 


Soll  nun  die  Ebene  (8)  mit  jener  (4)  parallel  sein^  so  müssen 
die  CoefBcienten  der  Glieder  mit  x  ond  y  in  beiden  Gleichongen 
ehMsder  gleich  sein,  und  man  hat  hiemach  die  Bedingungen:. 


**  -.  ^1    t  ^yi 


'        ■ .  .  ■' :  i    I 

AoB  diesen  Gleichnngen  folgt:    a:'=-^.z',    y'=z^xf;  setstman 
diese  Werthe  von  rr',  y  in  die  Gleichung  (7),   so  erhält  man: 

nltblD  mit  Beziebnng  aof  (3) ; 

z'»  =  AV.  ;  •' 

«Bd  ••  wird  , 

«'  =  ±Axi,    y'=±Ayi,    «'  =  db*Jfi; 

-  ^        "l^i        v'        Vi  '  V 

weil  nun  nach  (9)  immer  —  =  -^ »    ^  =:  ^  sein  mni^s,    m-  bch 

«eben  sich  in  diesen  drei  Gleichungen  die  unteren  und. oberen 
Zeiciwn  auf  einander,  woraus  hervorgeht»  dafls  es.aaC.deni.lJilUB* 


78   ünf€räin§9rr  VHtt  m$  Mf^mmu  4er  SiUn^  n.  BpperM, 

• 

8oid  (1)  Mmar  swA  Punkte  gibt»  defM  tanpremde  Ebenen  mit 
der  Bbene  (4)  pmmllel  sind.  Von  dieären  beiden  Pabkfen  wählen 
wir  denjenigen,  dessen  Coordinaten  mit  jenen  ^f  gif  h  ^ipvlei 
Voraeicben  heben,  d.  b.  wir  setzen 

(10)  i'=  +  *ii,    y'=+*yi,    *'  =+&ri. 


mA  die  bMe»,  dureh  dieee  iwel.  Punkte  (»iggit)  nnd  iaufg'xf) 
gehenden  parallelen  Berfibningsebenen  liegen  .bineiotUlicbi  .dlM 
Anfangspunktes  auf  derselben  Seite,  so  dass  das  zwischenliegende 
ellipsoidische  Segment  den  Bfittelpunkt  des  Ellipsoides  nicht  ent- 
hält Da  aas  obigen  Gleichungen  aucb  folgt:  a^ ly' ii' ^=^Xx*y\'H9 
so  ist  einleuchtend«  dass  des  BerOhrungspunkt  Oe'y^tfy  n,}g^  Aet» 
jenigen  Geraden  liegt,  welche  durch  den  Ursprung  der  Cooidlna- 
ten  und  durch  den  Punkt  (^j^iii)  geht. 

Die  Gleichung  (5)  der  Projections-Bllfpse  kann  auch  in  fol- 
gender Form  aufgeschrieben  werden: 

Js ^Jl=" 


Deifteit  wir  «es  frgeiid  einen  Punkt  {thf)  dieser  Kurr«  mit 
Punkt  i/stxfi}  vetbundeir  iia«l  die  VetbindangsHnie  Über  (Xifft)  ee 
wei^  verlängert,  bis  die  Verlängerung  gleich  dem  Abstand  {ßy){xijii) 
wird.  Sind  |  und  i;  die  Goordinatea  des  Endpunktes  der  :Ver- 
längerung,  so  ist 

OH)  ^1-"^'     9i-^> 

,   . »  ■  ■ 

denn  der  Punkt  {Xiyi)   liegt  auf  der  Mitte  der  Distanz  (;ry)(£i}). 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 


werden  diese  Werthe  von  x  und  y  m  die  GUeicbung  (U)  suheti- 
tuirt,  so  erhält  man  die  Gleichung  einer  Kurve,  auf  welcher  die 
mit  den  Punkten  {xy)  in  der  airgegebenen  Constructionsweise  cor- 
respondirenden  Punkte  (£17)  liegen.    Nun  gibt  aber  die  SabstituUMi 

(18> 


eine  Gletehuirg,  w^cl»#  sieh  viui  jener  der  PM^ectie«s*faiipsei 
dMurcfr  mkhtmdkxMM»  imm  %  m  des  Stelle  von-  x  uerii  1^  a** 
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• 

Stell«  TOD  y  steht  Folglich  fart  aueb  4or  Povkt  ({17)  oio  Punkt 
ProjectIoaB-EUipoe.  Jede  darcb  den  Punkt  (op^yi)  gosogooie 
wird  abo  dsrcb  dkoen  Ponkt  ktibirt»  aloo  bt  {xtfi)  der 
Mittelpankt  der  ProjectioDs  -  Ellipse  und  der  Pankt  (^iM'i)  ^ 
Raame  der  Mittelpaofct  der  Durchschnitts  -  Ellipse. 

Wird  nao  um  den  Anfangspookt  der  Coordinaten  als  MBttel- 
paokt  ein  drittes  EUipsoid  beschrieben,  welches  die  gleicbliegen- 

M 

den  Halbaxen    t»  TL»    l  bat  and  swischeo  den  EUipsoiden  (1) 

«nd  (2)  liegt,  so  dass  k  swischen  I  nnd  h  eotbalten  ist»   so  ist 
die  Gleicbnog  des  neuen  Ellipsoides: 


^%      ^       2»        1 

and  die  durch  einen  Punkt  {xxfft'ti)  desselben  gelegte  tangbende 
Ebene,  deren  Gleichung  ist 


wild'  mit  Jener  (8)  parallel  sein,  wenn,  analog  mit  (10), 

m  «'s*»!'»  y«*y,'.  sf^hsi', 

■Q  dass  also  der  Berfihrungspunkt  (^i'yi'ii')  auch  auf  der  durch 
den  Ursprung  und  durch  den  Punkt  (x'y'tf)  gehenden  Geraden 
Hegt.  Diese  tangirende  Ebene  (15)  wird  das  äussere  Ellipsold  (T) 
in  einer  Ellipse  schneiden,  deren  Projection  auf  die  Ebene  der 
ay  durch  die  Gleichung  (5)  oder  jene  (11)  dargestellt  wird,  wenn 
man  ^i »  5(1.»  it  ^^^  ^  '°  ^i'>  Vi  y  h'  ^^d  k  verwandelt;  der  Punkt 
{xx'yx)  ist  alsdann,  in  Uebereinstimmung  mit  dem  oben  Bewie- 
senen, der  Mittelpunkt  der  Projections- Ellipse,  und  der  Punkt 
{Xx'yxh!)  im  Räume  der  Mittelpunkt  der  neuen  Durchschnitts- 
Ellipse.  Bezeichnen  wir  die  Halbaxen  der  neuen  Projections- 
EUipse  mit  A' »  B' ,   so  ist  analog  mit  (6): 

(17)  ifir-      ^.  — .!,_    ^,    .  ^.t'. 

Der  FlScbenraum  dieser  Ellipse  ist  A'B'm,  und  der  WjrhwmiM 

A'B'n 
der  ihr  entsprechendea   Dnrchschnitts- Ellipse  wird  sein   -^ , 

wenn  wir  mit  y  den  Neigungswinkel   der  tangirenden  Ebene  (15) 
Pnyeetion»*  Ebene  xyi  beaeicbnen.  —  Fällt  man  aus  dem  An* 
t  disv  CoMdinalar  md,  die  parallelen  Ebene»  (j^  und  (M) 
PeipeadUoili,  eo  bt  r  detf  Wfakel«»  webhe»  dieses  Purpendihsl 
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koit  der  Axe  der  x  eioflcUicnl,  mitlihi  int,  wenn  wir  den  Abstand 
des  Ao&Dgsponktes  vod  der  Ebene  (6)  durch  p  luid«  jenen  Tehi 
der  Ebene  (16)' durch  p*  beseichoen,  nach  den  Lehren  der  nnily» 
tischen  Geometrie: 


^        P'  ^    _    g^'     ^'IC;. 


mithin  ist  der  Abstand  dieser  beiden  parallelen  Ebenen  (8)  und  (15): 


Ä  — 1 


der  Abstand  q  der  Ebenen  (4)  und  (8),  zwischen  weichen  das  zu 
bestimmende  elllpsoidiscbe  Segment  enthalten  ist,  wird  aus  f' 
gefunden,  wenn  man  A  =  A  setzt,  d.  i. 

(20)  9=-jp.p.  .  ,,    ,    :       

Wenn  wir  nun  k  als  eine  Veränderliche  betrachten  und  diese 
Grosse  nach  und  nach  alle  Werthe  von  1  bis  A  annehmen  lassen, 
so  werden  die  tangirenden  Ebenen  (15),  welche  den^  jaufeinander- 
folgenden  Ellipsoiden  (14)  entsprechen,  das  zwischen  den  Ebenen 
(4)  und  (8)  enthaltene  Segment  .in  eine  unendliche  Anzahlü^on 
Schichten  zerlegen  von  der  Dicke  dq*.  Der  Inhalt  einer  solphen 
Schichte  "is^  das  Differenzial  des  Inhaltes  des  Segmentes.  "' Be- 
zeichnen wir  dieses  letztere  mit  dV,  so  ist  ■  ' 

und  wenp  man  zwischen  den  Grenzen  0  und  q  integrirt: 

V^^      /^'  A'B'.dq'-, 


es  ist  aber  nach  (19) 


mithin,    nnC  Besng  auf  die  Gleichung  (17): 

also,  wenn  man  substituirt,  die  constanten  Theile  vor  dmslnt«^ 
gmizeteben  setzt  und  zugleich  den  Anforderungen  der  Gleichung^IO) 
fsnisSi  die  Integrationsgreuzeo  0  tf nd  q  in  jMe  I  und  A  mn^i'ai^elt; 
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c      Cosy  ^/  k* 


oder,   weil  nach  (18)    j^— =c*: 

/*it*— 1 
— jX^  dk, 

xmd  wenn  maD  endlich  die  Integratioo    aasflihrt  und  das  Integral 
iwUchen  den  angezeigten  Grenzen  nimmt: 

(22)       F= A.3         .abcn=  - — ^-srj -.abcn; 

daa  Volomen  F  ist  also  von  den  Coordinaten  Si,  gi,  Xi  anah- 
hlngig,    folglich  (är  alle  Punkte  des  Ellipsoides  (2)  constanf. 

Die  Resultate  dieser  Ontersuchang  geben  folgenden 


3.    Lehrsatz. 

Stehen  die  gleichliegenden  Azen  zweier  conceiitrL- 
scher  Ellipsoide  in  Proportion,  so  schneidet  jede  das 
ionere  Ellipsoid  tangirende  Ebene  von  dem  äusseren 
Ellipsoid  Segmente  von  constantem  Inhalt  ab  und  der 
Berfihrungspunkt  liegt  stets  im  Mittelpunkt  der  Durch- 
scbnitts-Ellipse. 

2)  Dm  auch  den  Schwerpunkt  eines  solchen  ellipsoidischen 
Segmentes  zu  bestimmen,  bedienen  wir  uns  folgender,  aus  der 
Mechanik  bekannten  Formeln: 

(E)   r.X=fxt\dV,  V.Y=fy^\dr,  V.Z^fzi'.dV; 

X9  T,  Z  bezeichnen  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des 
Segmentes  F;  Xi\  yi',  ix  jene  des  Differenzials  et  Fund  die  In- 
tegration hat  sich  auf  das  ganze  Volumen   V  zu  erstrecken. 

In  dem  vorliegenden  Falle  ist 

oifer. 

**— 1 
Xx  .  </ F  =  üben  .X* '  — -rft—  •  dk ; 

Tii«ü  xxvm.  ö 


mat  dleMlb#  Art  findet  maa  : 

*^  — 1 


aitbi«  Ut 


F.Z=:aben.2!'.  f  .^    -ifJt; 

I 

fdtr^  «f%nnt|uiii  die  sebr  leichte  Integration  auaröbrl,  da«  Int^gralii 
twiacüen  den  angeieig^en  Grenzen  nimmt  und  fdr  V  «einen  Werth 
aaa  (23)  snlmtitnkrt: 

«Mf  iltM  -Art  "Aidet  wmat 
Wird  mm  Veteinfacliang 

w  »-'-im? 

geMtft,  «>  'tat 
(28)  *=B'    ''=5'    ^  =  ^5 

woraoa  folgt: 

jr'ssir.JC   y'^B.T.  t%':=^a.Z\ 

und  wenn  man  diese  Wertlie  von  x\  ^  ^  i^  in  die  Gleichnng  fl) 
dea  Ellipaoides  setzt,  anf  welchem  der  Punkt  (aryxO  U^t,  mid 
dann  durch  H^  dividirty  «so  zeigt  sich: 


de9  £Uip$ai4t»  und  äet  wmHtMügen  ffyperM9$dn.  8t 

das  darch  diese  Glelcbong  dargestellte  Ellipsoid,  dessen  Halbazen 

06c 
Tf^    W    V  ^^^^*  '^^  sonach   der   geometrische  Ort  det 

Schwerpunkte  aller  Segmente«   welche  den  Terschiedenen  Punk- 
ten {x'yl'jf)^  respective  {xxyiZi)  entsprechen. 

Wenn  man  aus  den  Gleichungen  (25)  die  Grösse  H  elimioirt» 
so  gelangt  man  zur  Proportion  XiYiZ=^x' ly' itf^  woraus  ein- 
leochtend  wird^  dass  der  Schwerpunkt  des  dem  Punkte  (^i^iXt) 
entsprechenden  Segmentes  auf  derjenigen  Geraden  liegt,  welche 
dnreh  den  Anfangspunkt  und  durch  den  Punkt  {x'y'if)  geht*  D» 
aber  der  Schwerpunkt  auch  auf  dem  Ellipsoid  (26)  liegen  muss^ 
so  Hegt  er  im  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  jener  Fläche. 
Obgleich  diese  Gerade  das  Ellipsoid  (26)  in  zwei  Punkten  durch- 
sdineidet»  so  kann  doch  nie  ein  Zweifei  entstehen,  welcher  von 
boideo  der  Schwerpunkt  ist,  da  aus  den  Gleichungen  (25)  hervor- 
geht, dass  die  Coordinaten  JC,  F,  Z  mit  jenen  ^',  ^,  t'  stets 
)\  Vorzeichen  haben. 


3)  Mit  Hilfe  des  oben  bewiesenen  Lehrsatzes  sind  wir  aueb 
faa  Stands,  das  Volumen  eines  ellipsoidiscben  Segmentes,  wel- 
dies  irgend  eine  Ebene,  deren  Gleichung 

(27)  i=J«  +  fiy+C 

srin  mag,  von  dem  Ellipsoid 

(I)  i?  +  |r+?=l 

* 

abschneidet,  zu  bestimmen.  —  Denkt  man  sich  um  des  Uiqirang 
im  Coordinaten  als  Mittelpunkt  ein  Ellipsoid  besebriebes,   wet^ 

M       h       C 

dMS  di0  gleicbliegenden  Halbaxen   r*  r»  r  ^^^  ^^^  d^®  Ebene 
(S7)  h  dem  Punkte  {xiyxH)  berührt,  so  dass  auch 

ht,  so  kommt  es  jetzt  nur  darauf  an,  die  der  Ebene  (87)  est- 
qprcchoode  Verhfiitaisszahl  h  zu  bestimmen»  on»  dann  oomittolbar 
Äs  Formel  (22)  anwenden  zu  können.  Wenn  die  Ebene  (27)  das 
Eilipsoid  (2)  in  dem  Punkte  (a:ijfiZ|)  berflhrt,  so  muas  als  mit 
(4)  zusammenfallen,  d.  h.  es  muss 

A'-^t^      Ä—      ^       r-  ^ 

6« 


84   ünf€rdin§€r:    üeker  die  Segmente  der  Siitßee  u.  BIpperbei, 
•eb»   und  hieraus  findet  man  leicht: 

•eilt  man  dieee  Werthe  io  die  Gleichung  (28),  so  erhfilt  maD: 

mithin  bt  

(29)  Ä= -j^ , 

and  mit  dieaem  Werthe  von  A  gibt  die  Gleichung  (22)  daa  frag- 
Hehe  Volamen.    Femer  gehen  die  Gleichungen  l^"): 

oder,  weil 

bt: 

g^J 6«g 


*'  = 


Va^AHl^B^+^ 


da  nun  If  nach  (24)  gerechnet  werden  kann,  ao  erhfilt  man  aua 
den  Gleichungen  (25)  auch  die  Coordinaten  X,  F,  Z  des  Schwer- 
punktes. 

1.  Zuaata*  Der  Natur  der  Sache  nach  muaa  A>1,  d..k 
a*i4*  +  6*^-f^>  C*  sein,  und  diese  Relation  bt  hekaontUch 
auch  das  analytische  Kennzeichen ,  dass  die  Ebene  (27)  das  Ellip* 
soid  (1)  schneidet.  Ist  a^A^+b*B^+c^=:C^,  so  wird  die  früher 
schneidende  Ebene  jetzt  das  EHipsoid  (1)  berühren,  es  wird  Asl, 
die  Punkte  (^i^is^)»  i^y'i')  fallen  zusammen  und  man  hat  F=0, 
X^x't  F=5f',  2  =  2',  da  der  Punkt  {x'ifif)  sein  eigener  Schwer- 
punkt ist 

2.  Zusatz.  Ist  C=0,  d.  h.  geht  die  Ebene  (27)  durch  def 
Anfrmgspunkt  der  Coordinaten,  respective  durch  den  Hittdpmikt 
des  Ellipsoides,   so  wird  A  =  aD,   und  weil  alsdann 

1        1  i 

(2A-n)(A-i)^_ ^^-^Ä^^'-y^   , 

3A»  ""  5  —' 


ä99  Emp$aideM  und  des  »weUMeiiipen  MifperboMdi$*  8B 

'Ist,  so  wird  Vz:z.\abcn  gleich  dem  halben  EUipeoid.  Ferner  ist 
Ar  diesen  Wertb  von  h  nach  (24)  IT^S»  mitbin  ist  mit  ROck- 
siebt  auf  (30) : 


c» 


z=s. 


V^aM«  +  6*Ä«  +  c«' 


Diese*  drei  Gleichungen  bestimmen  die  Lage  des  Schwerpunktes 
eines  halben  Ellipsoides,  welches  durch  die  Ebene  %^=^  Ax-\'Bg 
abgeschnitten  wird. 


IV.    Das  zweitheilige  Hyperboloid. 

1)  Die  Gleichungen  zweier  concentrischer  zweitbeiliger  Hyper- 
boloide, deren  Scheitelponkte  auf  der  Axe  der  z  liegen  und  deren 
homologe  Halbazen  sich  zu  einander  wie  \ik  verbalten,  sind: 


so  dass  also  beide  Hyperboloide  eine  gemeinschaftliche  Asympte- 
tenfläcbe  haben.  Wir  wollen  voraussetzen  A  <  1 ,  so  dass  das 
Hyperboloid  (2)  von  jenem  (1)  umschlossen  wird. 

Sind,  ^1 ,  yi »  1%  die  Coordinaten  eines  Punktes  des  inneren 
Hyperboloides  (2),  so  dass  auch 

W  c«       A«        o«  -  A« 

M,  so  ist  die  Gleichung  der  durch  diesen  Punkt  gefflbrten  Be- 
rflbnmgsebene : 

(4)  '  =  ^-^  +  ^-3'+j^- 

Diese,  das  innere  Hyperboloid  berflhrende  Ebene  wird  von  dem 
iosseren  Hyperboloid  (1)  ein  Segment  abschneiden ^  dessen  Vo- 
hnnen  im  Allgemeinen  als  eine  Function  der  Coordinaten  3P\9  ffx»  %i 
sa  betrachten  ist  und  dessen  Bestimmung  der  Zweck  der  nach- 
fi^lgefiden  Rechnungen  ist. 


Wird  aus  des  Gleichaogen  (1)  and  (4>  s  ettmioitt^  •#  adriUt 
ttw  leicht: 

c«(a*6*+6W:ri  .x  +  o«A«yi.y)*=a*6*A*X|*(a«**+6*j:«+aV)^ 

and  diese  Gleiclrnng  bezeichnet  die  Projection  des  Dnrchschnittes 
der  Ebene  (4)  mit  dem  H3rperboloid  (1)  auf  die  Ebene  der  xy. 
Wenn  man  dieselbe  nach  x  entwidcelt  und  ordnet,  so  findet  man: 

+  2a«6*c»A*jri .  X + 2c*6«c«A*f/i  y  +  a«6*c«A«  (j^ — ^•}=»0 j 
nun  Ist  nach  der  Gleichung  (3)  offenbar: 

a«A»(cVi*- *"*»")  =  -  o«6VA»(a«+ A»«i«); 

mithin,  wenn  man  diese  Wertiie  der  CoefBcienton  von  j^  und  y* 
subst'ttnirt  und  alsdann  durch  den  gemeinschafUichen  Factor 
'~«>»VA*  diridlrt: 

I 

C5)    (A«+A^|«)««+(aH*^*)»*-2*'«i^.«y-2Ä^.« 

Setzt  man,  wie  bei  dem  ElUpsoid, 

«<  s ^  -f  AV .    6'  =  o*  +  A»ar,«,    c'  =  —  A*a^yi ,    d'  =  —  War», 

e'  =  -a«y,.   /"= -««6»  (p  "  ^). 
wodorcb  die  Gleichung  die  Form  erhält: 

■o  wird 

«'6'-c«=(oHA*«i«)  (A"+A^i*)-A*«»Vi"=«^**f«W»i*M^I^«S 


te»  M  abw  »ach  (S> 
■ItUs  anch 


»»'  • 


ist 


— 2c'rfV= 2o«6«A«x,  Vi"; 

■ttbia.  w«un  man  diese  Gleichnngen  addirt  und  die  Glieder  im 
«weiten  Theile  derselben  gebSrig  ausammeDfasst: 

«•e«  +  b'd'* + /»c^  —  a'iy  -  2c'd'«'  =  M*  (oVi* + ***i") 

=(aVi«+6**i«)[a*6H««AV»H6«A*x,«]+o«6«(^-^)^5^!»?; 
as  iat  aber  offenbar  nacb  der  Gleicbung  (  3) : 

■ 

abi»  ist  der  obige  Ausdruck  aucb  gleich 

■"       c»      VA«"    c»  /'*'"'"«'      \A*        c*  / 
_a«ft«A«»iY     '-i.*''4.*      *V\_.,      ...  a«6«A'r.« 


ha» 
,    *f^  +  A*«!«  +  f c«  -  aW  -  2CrfV  =  (I  -  A«) .  '^*^' 


Da  DQD  sowohl  die  GrOoseo  ofjb%  als-andi  jene  ^ff  ■<^ 
a'«^  +  6'rf*  +  /''«^— «*'/•'— 2c'dV  positiv  sind,  so  ist  die  durch 
die  Gleichung  (5)  dargestellte  Kurve  eioe  Ellipse»  uod  wenn  wir 
die  Halhazen  derselben  wieder  mit  A  und  B  beseichnen,  ae  ist 
nach  der  schon  bei  dem  Ellipsoid  verwendeten  Gleichung' (D) 

und 

(6)  ^b^LtAV^.^. 

Legen  wir  nun  an  das  äussere  Hyperboloid  (1)  eine  tangirende 
Ebene,  welche  mit  der  tangirenden  Ebene  (4)  parallel  ist;  sind 
x\^f  7f  die  Coordinaten  des  BerOhrnngspunktes,  so  ist  die  Glei- 
chung fieser  Ebene: 

ioll  diese  Ebene  mit  jener  (4)  parallel' sein,  so  müssen  bekacnUI- 
lich  die  CoefBcienten  der  Glieder  von  x  und  y  einander  gleidi 
sein,  was  in  dem  vorliegenden  Falle  zu  den  Gleichungen  fDhrt: 


(fKS  ?'  — ?i       t^9l 


zi       r       zi 
Weil  (x'y'tf)  ein  Punkt  des  Hyperboloides  (1)  ist,  so  hat  man  auch: 

2^  f/**  X^ 


und  weil  aus  den  Gleichungen  (8)  folgt:    jr'zr— ^.z',    u'sz^.tf, 
so  erhSlt  man  durch  Substitution  in  (9): 

und  es  wird 

x'     Xt       y'     ffi 
da  nach  den  Gleichungen  (8)  immer   --t=—  >    ^  =  ^^  seinmussv 

so  bestehen   sich  die  unteren    und  oberen  Zeichen  auf  einander, 
woraus   sogleich    einleuchtet,    da^s   es  auf  dem  Hyperboloid  (l) 


•.   *  \* 


am  EUtßMiän  imd  4m  wmiiMUHm  Mypuum^m.  SB 

zwei  Paikta  gibt,  deren  Berfibrangeebeoea  mit  einar  ge< 
gebeneo  Ebene  (4)  pareilel  eind.  Wir  «v&blen  von:  dieeeii  ftwul 
Punkten  denjenigen ,  dessen  Coordinaten  mit  jenen  ^it  jfi»  h  ^^* 
selbe  Vorzeichen  haben  oder,  was  dasselbe  ist,  wir  setsea: 

so  dass  die  beiden  durch  die  Punkte  (dTi^iXi)  und  ißfffif)  gehen- 
den parallelen  Berfihrungsebenen  in  Hinsicht  auf  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  auf  derselben  Seite  liegen.  —  Da  obige  Gleichun- 
gen auch  die  Proportion  enthalten -jr':y::^  =  a;i  ly^tzi,  so  liegt 
der  Punkt  {af^z!)  a.uf  jener  durch  den  Ursprung  und  durch  den 
Paidkt  {pciyiz{)  gehenden  Geraden. 

Die  Gleichung  (5)  der  Projections- Ellipse  kann  mit  Leichti^ 
J[ei|  auch  auf  folgende  Form  gebracht  werden : 

(11)    Ä«(yi:r-a:,,)«-6«jK2^i-ar)-a«y(2yi-^)-a«6>(^^ 

Denken  wir  uns  nun  irgend  einen  Punkt  (xy)  dieser  Kurra  mit 
dem  Punkte  (jTiyi)  verbunden  und  die  Verbindungslinie  Ober  (jTijfi) 
eo  weit  verlängert,  bis  die  Verlängerung  gleich  der  Distanz 
(dry)(j?|^i)  wird.  Sind  |  und  17  die  Coordinaten  des  Endpunktes 
^er  Verlängerung»  so  ist,  well  der  Punkt  (^ijfi)  auf  der  Milte 
'dei*  Distanz  (^)(|i7)  liegt,   offenbar 

odet  es  ist: 

a:  =  2ari--{,    jf  =  2yi  — iy. 

SetBt  man  diese  Werthe  in  die  obige  Gleichung,  so  bezeichnet 
das  Resultat  der  Substitution,  welches  augenscheinlich  eine  Function 
der  Coordinaten  |,  17  ist,  offenbar  eine  Kurve,  auf  weicher  die 
mit  den  verschiedenen  Punkten  {xy)  in  der  angegebenen  Con- 
fltmctionsweise  correspondirenden  Punkte  (^ij)  liegen.  Diese  Sub- 
stitution gibt  aber; 

eine  Gleichung,  welche  sich  von  jener  (5)  nur  dadurch  mitei^hei- 
det,  dass  |  an  der  Stelle  von  x  und  «7  an  der  Stelle,  von  y.  steht 
Folglieh  liegt  a«eb  der  Punkt  (£17)  auf  der  Kurve  und  man  .kfipn 
ale»  sagen >  dass  jede  durch  den  Punkt  (oTiyi)  in, der  dordi 
jihige  Gldehnng  dargestellten  EUipse  gezogene  S^hp^  durch  ^ier 
M»  Punkt  halbivt  wkd,  mithin  lst.(xiyk)  der  Mlitt^lpunkt  der 


Ito   Unt9ft€in§^:  Ui§0t  lAr  Sißmmu  49r  IM»ü  »>  I|p|Wjl##, 


Ver  MlfMpttHfct  dar  Duitbiefciiitto^Ellip««.  • 

Denk«!  wir  an«  jeist  nm  den  Anfongspnnkf  der  Coeidinnten 
als  Hittelpnnkt  ein  drittes  H3rperboloid  beschrieben»  deiisen  Azen 
In  einerlei  OrddWig  Anf  den  Coordlnatenazen  liegen  nnd  nieb  m 
jenen  de»  Hyperboleidee  (1)  n^ie  1:A  ▼erhalten«  na  int  die  GW- 
chong  desselben: 

/i^x  J*      Sf      «•       1 

C14>  ^       3~^-^  =  jp. 

Ueberdless  wollen  wir  TOTanssetsen»  das#  k  swiaeben  1  «ad  -k 
llegjl»  so  dass  anch  das  Hyperboloid  (14)  swischen  den  Hypeibo« 
toldfen  (1)  und  (2)  liegt  Eine  durch  den  Punkt  ipti'yx'*!)  ^^ 
neuen  Il3rperboloides  geführte  tangirende  Ebene,  derön  Gleichung  bt 

c'^xt'  C*lh'  c* 

wird  mit  jener  (7)  panJIe!  sein,  wenn  analog  mit  (10) 

(lö>  iftsik.ti\    f^k.yi',    af^k.ofi*, 

«o  dass  der  Berfihrungsponkt  (xi^i'^iO  auch  auf  jener  Geraden 
liegt,  welche  durch  den  Anfangspunkt  und  durch  den  Punkt 
(jr^y'O  seht.  Die  Berfihrungsebene  (15)  wird  das  Süssere  H3rper- 
boloid  (I)  in  einer  Ellipse  schneiden,  deren  Projection  auf  die 
Ebene  der  xy  durch  die  Gleichung  (5)  dargestellt  wird,  wenn 
man  in  ihr  a?|,  jfi,  2i  und  A  in  X|',  jf/,  Zi'  und  k  terwandelt; 
der. Punkt  (j^i'jfiO  M  alsdann  der  Mittelpunkt  der  Projectlons- 
Ellipse  und  der  Punkt  (xi^'ti*)  der  Mittelpunkt  der  Durchschnitts- 
Ellipse«  Beseichnet  man  die  Halbaxen  de?  neuen  Prejectioss* 
EIRpipe  mit  Jt,  B»  so  ist  analog  mit  (6),  wenn  wit  A  an  die 
Sielto  vot»  A  sstsKon: 

(17)        AB^—^    c  •**  ""nts^'y*^* 

9e«  FUchenraum  dHeser  Effipse  Ist  A'B^»  umt  da»  FlAcbanramn 
dei  Duiehscbnitts  -  Ellipse  wird  sein    w^    •  wenn  wir  mit  y  den 

Ifelgangswfnkel  bec^chnen,  welchen  die  Berfibrungsebene  (15) 
mit  der  Ebene  der  wy  einsehliesst.  FäR  man  Tom  Anrangsponbt 
«ar  Coördfaiaten  nf  dl»  pamllelen  CbcMn  (7)  ua4  (15)  «ln#  8e«lh 
iwhie,  «0  M  ancb  f  d«r  Wlnhrf^  iwelahmi  diese  Senfcreeh«»  mit 
iar  An  dar  #  AicMleBSt^  uMilnt  «»miii  w<ir  4mi  Almhmi  ins 


ABfing«|iiinktes  toii  'dieiea  awei  SkeiiM  betiahviigswaiM  dvrch 
p  ond  p'  beseicbnen.  Dach  deoLduu  dat  analytiachaa  Gaaoieltla: 

•iM-iat  4«r  Abstand  dieser  beiden  panlleien  Ebenen: 

(19)  P'-P=9'=^^pt 

rdaraoa  wir4  dar  Abataad  9  dar  paiallalaa  Ebanaa  (4)  aad  (^ 

gafimdmi,  weno  maD  Ä;  =  A  aatzl;  aa  Ut  aUa: 

•  •  • 

« 

Weini  wir  atm  k  ab  afoe  Verlndarllcha  betracbten  and  diaaa 
GrOaM  aacb  und  naeb  alle  Wertbe  too  I  bfa  k  anaehmea  laaaaa, 
ao  werdad  die  taagirandeo  Ebenen  (15) »  welcbe  den  ^ttfaiaandaf- 
folgendan  HyperboUiden  (14).  entaprecbeni  daa  swiacbea  den 
Ebenen  (4)  und  (7)  enthaltene  Segment  in  eine  unendlicbe  Ansah! 
Ton  Schichten  zerlegen  von  der  Dicke  d^.  Der  Inhalt  einer  aol« 
eben  Schichte  ist  daa  Differenzial  des  Inhaltea  dea  Segmentaa. 
wir  dieaea  Differenzial  mit  dV^  ao  iat  offenbar: 


tnd'  imnt  nono  airlKban  den  Chreaaea  0  und  9  tntagrM^  daa  Va- 
liMa  daa  gaaaen  Segnanl^« 


^'^C^Y\f'^^''^^' 


Nnn  folgt  ana  (IQ 

.  ,  dk 

ärilUo  iat»  «itt  Rflckaiehl^aof  die  Gleichuag  (17)  s 

f  ' 

alao,  wann  taan  aabatitairt,  Aa  coMtanteii  Theite  ¥ar  iaa  lala- 
gralaaicban  aetat  and  angleiche  dar  Gleichung  (19)  geaiaa,  die 
»ialügiaUiaagi  waan  •  «ai^  in  Jana  1  und  k 


I 

oder  weil  aacb  (18)    > 

Co«y      *^ 
tot. 


.    •!  ■     ' 


/*  1— A* 


«ttüdfiMit  oMii  die  Integration  aosialirt  iraddas  Integrale  iwiedien 
den  angezeigten  Grenzen  nimmt: 

(22)       F= gjj .a6c«  =  ^--^ — ^1 ^.oAefs; 

^MiVolQipen  F  dee^xwieclien  den  Ebenen  (4)  und  (7)  enthaltenen 
Segm^ntM  M  eonitch  von  den  Coordinaten  Xip  gif.tg  nnabbftp- 
■gig».  alap.'f&c  alle  iVnl^te  des  Hyperboloides  0i)  constant;. 

Faset  man  die  Ergebnisse  der  yorhergehenden  Untersodrattg 
ansanimen,  so  erhtit  man  auch  folgenden 


4.    Lehrsatz. 

Stehen  die  gleichliegenden  Azen  zweier  conc^n- 
triscber  zweitheiliger  Hyperboloide  in  Proportion, 
b6  schneidet  jede  an  das  inn«re  Hyperboloid  geführte 
tangirende  Ebene  von  dem  äusseren  Hyperboloid  Seg- 
mente von  constantem  Inhalt  ab  und  der  Berührungs- 
punkt liegt  stets  im  Hittelpunkt  der  Durchschnitts- 
Eliipse. 

Zusatz.    Wenn  man  mittelst  der  Relationen 

ans  den  Gleichungen  (1),  (2)  und  (22)*  a,  b,  c  eliminirt  und  da* 
filr  die  den  Haihkzen  des  innereto  Hyperboloides  angehOrigen  Oris* 
sen  aS  6^»  c'  einf&hrt»  so  erhfilt  man: 

^-^-^=*'.    ^r^-^».     F=i(l+2A)(l-Ä)V«'c'* 

■  ■»         -    :  ■.■:■■  ■  :  ■  ^'      ' 

Betrachtet  man  nQa.ll^  &^  c'- als  .uaver&nderlidie^Grfissen  nnd 


d  I 
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setzt  A^O,  wodarcb  auch  assO,  6s=0^'esaO'iiltd^  ••  f6nnuH> 
deb  sich  ^ese  drei  zasammengehSrigen  Gleichongen  in  folgende: 

(23) 


(24) 
(26) 


0. 

i» 

c" 

6'* 

=1. 

. 

Fs^ja'ft'e'». 

^e  erste  Gleichung  bezeichnet  die  Asymptoteofläche  des  durch 
die  Bweite  dar^eetellten  Hyperboloides  und  V  beselchnet  das  Vo- 
Ivmen  desjenigen  Kegels,  welchen  irgend  eine  an  das  Hyperbo- 
loid (24)  gelegte  Berfihrungsebene  von  ihrer  Asymptoteofläche 
abschneidet  Hieraus  ist  ersichtlich»  dass  der  von  mir  im  Archiv 
ThLXXVU.  S.  481.  bewiesene  Lehrsatz  in  dem  obigen  als  speciel- 
ier  Fall  enthalten  Ist 

2)  Jetzt  wollen  wir  auch  noch  die  Lage  des  Schwerpunk- 
tes'eines  solchen  h3rperboloidischeo  Segmentes  za.lmAimfliM 
wv^hrp  Wir  hedienen  uns.  hierzu  der,  fiir.dss.Ellip^oid.  sRhsn 
Mher  in  Anwendung  gebrachten  Formeln:. 

(E)    F.i=M'.dF,  F,F=/yi'.rfF,  F.Z=/V.dr, 

worin  die  Buchstaben  Z,  F,  Z  und  Xi,  yi\  z^'  dieselbe  Bedeu- 
tung haben.    In  dem  vorliegeoden^  Falle  ist: 

,    ,«         .  A'B'n  \,  \         a^      n     ab       ,1--^,, 

- — rcs^-^nt5^'" 

oder 

1— *• 

•nd'  anf  dieselbe  Art  findet  man  mit  LeichtigiLeit: 

y^\dVss — ahen.^.—j^dk» 

BdfhiD  ist 


•  t 


<    i  '■ 


^-jr-.dk; 


t '  I 


•imi  tri«  tnatt  Mokt  tbdel: 

a 

•eilt  man  in  diisse  Gleichangen  fllr  F  seinen  unter  (22)  anfge- 
fnndenen  Werth  und  l^estlinnil  daiaiin  IT,  T,  Z,  so  erhilt  imui 
ejidlicii: 

DfaM  4r«i  CHtickmgM  hMtimaMB  aomeh  die  Lage  de*  8d 
pMniitee  eleee  Scgneatos,  welebee  die  dareb  den  Paoht  (», 
des  iaaeren  Hjrperboloidee  (S)  geflUirte  BeriUmagaebeM  veo 
laaaereo  Hyperboloid  (1)  abscbneidet 

Setxt  naa  «nr  VereinfachDog 
^  *=*•  (1+A)*' 

ee  wird 

(28)  Jr=g,      Frr^J.      Zr=^. 

Man  wird  lienierlceo »  dasa  die  elien  fOr  ein  h3rperboloidiseliee 
Segment  gefiiDdeneii  Fprneln  von  jenen  Ar  ein  ellipaoidiachen 
Segment  erhaltenen  nicht  verschieden  sind,  nnr  dass  hier  k  Idei- 
ner,  dort  aber  grOsser  als  die  Einheit  ist  -  Aus  den  letstsn  drei 
Gleichungen  folgt  auch  die  Proportion:  Xi  T:Z:=:x':y'i^,  woraus 
wieder  ersichtlich  wird,  dass  der  Punkt  (XTZ)  auf  der  durch 
den  Anfangspunkt  und  durch  den  Punkt  {sfy'x')  gehenden  Geraden 
liegt,  also  auf  develhen  Geraden^  auf  welcher  auch  der  Punkt 
{»CfxH)  Kegt. 

Fernst  wird  aus  diesen  Gleichungen  einleuchtend,  dass  der 
Sthwsrpunkt  (JirFS>augieich  mit  jenem  «y^iO  seine  Lage  In* 
dort  Liest  man  nun  die  Coordioateo  sc^tjft  ^  nach  und  nach 
alle  Werthe  annehmen»  welche  der  Gleichung 


Genüge  leisteo,  so  werdeo  die  Schwerpunkte  der  Segoiente«  welche 
den  yerecbiedenen  Punkten  (x'y'if)  entsprechen /eine  confinoirliclie 
Fliehe  bilden,  deren  CSeichuag  «ba  dieser  letzteren  erhalten  wird, 
wenn  Ich  in  dieselbe  statt  x\  y,  x'  seine,  durch  X,  Y,  Z  aus- 
gedrfickten   Werthe   substituire.     Diese   Substitutido   gibt,  weil 

welche  Gleichung  ein  concentrlsche's  Hyperboloid  bezeichnet,  des- 
sen gleicbliegende  Axen  lücb  zu  jenen  des  iusseren  Hyperboloi- 
des wie  ItB  vertialteii.  1>ie  Gletehong  (2SD  JbeseielMel  Hßo  den 
geometrischen  Ort  der  Schwerpunkte  aller  Segmente,  welche  be- 
liebige, an  das  innere  Hyperboloid  geführte  tangirende  JBih^lMiü 
▼oo  dem  Susseren  Hyperboloid  absdmeiden. 

3)  Der  oben  bewiesene  Lehrsatz  gibt  uns  eio  Mittel  an  die 
Hand,  das  Volumen  eines  Segmentes  zu  berechnen,  welches  durch' 
eine  beliebige  Bheee,  deren  Gleichung 

(30)  2  =  i4r  +  il^+C 

sein  mag,  von  dem  aweitbeiUgen  Hyperboloid  (!)  abgeschnitten 
wird.  Betrachtet  man  diese  Ebene  «Is  eine  Berfihrungsebene  an 
das  durch  die  Gleichung 

SargtBStcfHte  Hyperboloid,  worin  h  eine  oocli  unlekannte  Gillsse 
beaeichnet,  so  muss,  wenn  wir  mit  oti,  jfi,  Zg  die  tJoordtnateo 
4m  fi^hnnigapiiiMctes  tMeichnee»  «neb 

mi  a»  CaiSchng  (80)  mk  jener  ifl)  MmUwfe  aria,  4.  Jk  «■ 

<n»        *^        ^ 

Mia.    Hieraiu  findet  man  leieht: 

*i--pg'  *»-;^'  '^~ec* 

•etst  ■an  diece  Werthe  in  die  Gleichnng  (31),  ••  erbllt  nuka: 
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;p&=??  +  W+^  oder  c«=aM*+ft«B«+A«C«, 
and  hieraus  folgt: 

•  •  '  ■      ■         ■  ■  ' 

durch  dies«  Gleichung  ist  also  der«  der  Ebene  (30)  entsprechende 
Werth  von  h  bestimmt  und  die  Gleichung  (22)  gibt  alsdann  das 
fragliche  Volumen. 

Aus  obigen  Gleichungen  folgt  auch: 

I  •  ■  •  ■  ■ 

oder  weil 

i^t>  so  ist  auch: 

••       ■  ■ 


»'s: 


V  c>  —  6>J3*  —  aSil* 


•  Da  man  nun  H  nach  der  Gleichung  (27)  rechnen  kann  und  die 
letzten  drei  Gleichungen  die  Coordinaten  a^^  ^^  z'  geben»  so. sind 
durch  die  Gleichungen  (28)  auch  die  Coordinaten  des  Schvrer- 
pnnktes  eines  durch  eine  beliebige  Ebene  abgeschnittenen  hypes» 
bolischen  Segmentes  bekannt. 

Zusats.  Der  Voranssetsung  gemiss  muss  A  <  1,  d.  h. 
€*— 6*£*  —  a^il*  <  C*  sein»  was  mit  den  Ergebnissen  audeier 
Untersuchungen  fibereinstimmty  denn  diese  Relation  ist  bekannt« 
lieh  das  analytische  Kennseichen,  dass  die  Ebene  (30)  das  Hy^ 
perboloid  (1)  schneidet  bt  t^-b^B^^a^A^^C^,  so  wird  die 
schneidende  Ebene  au  einer,  berührenden  und  A=  1,  F=0;  fer- 
ner Hsszl,  mithin  ^Xsd:'»  T^iy*,  Zzszi^^  indem  der  Punkt 
(xfff't')  sein  eigener  Schwerpunkt  ist.  ' 
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m. 

Ueber  die  dreiseitige  Pyramide  und  ihre  Berührungs- 

kugeln. 

Von 

Herrn  Franz  Unferdingery 

LebeotTertioherungt  -  Calcolator    der  k.  k.  p.  Axienda  AMieoratriee   i« 

Trieat. 


Sind  a,  ö,  c,  d  die  den  Ecken  A^  B,  C,  D  gegenfiberlie- 
genden  Seitenflächen  einer  dreiseitigen  Pyramide  ABCD  (Tat  I. 
Fig.  I.),  ist  Q  der  Radius  der  eingeschriebenen  Kagel  und  F  da» 
Volumen  dieser  Pyramide,  so  Ist  nach  den  Lehren  der  Stereometrie: 

(1)  F=l(a  +  6+c+d).p. 

Dm  Volomen  einer  dreiseitigen  Pyramide  kann  aber  auch  auf 
Sbnllche  Welse  dorch  die  vier  Seitenflfichen  und  durch  den  Rm^ 
diiw  einer  iossefen  Berührungskugel  ausgedrückt  werden  und  die 
Ableitung  dieses  Ausdruckes  ist  der  Zweck  dieses  AuCsatzes. 

Es  sei  Ol  der  Mittelpunkt  derjenigen  äusseren  Berührung«- 
kagel,  welche  der  Ecke  A  gegenüberliegt.  Fällen  wir  von  0| 
ans  auf  die  Ebenen  der  Seitenflachen  a ,  6 ,  c ,  c2  die  Senkrechten 
OiQ»  ^6,  0|Cy  Oidj   so  ist  der  Voraussetzung  gemäss 

Ol«  =  OjÄ  =  Oic  =  O^d  =  Ol , 

gleich  dem  Radius  der  äusseren  Berührungskugel.  Verbindet  man 
den  Punkt  d  mit  B  und  C,  so  entsteht  das  in  der  Ebene  der 
Seltenfläche  d  liegende  Viereck  ABdC;  verbindet  man  den  Punkt 
e  mit  B  und  D,  so  entsteht  das  in  der  Ebene  der  Seltenfläche  e 
liegende  Viereck  ABcD;  und  verbindet  man  den  Punkt  6  mit  C 
nod  D,  so  entsteht  das  Viereck  ACbD,  welches  in  der  Ebene 
der  Seltenfläche  6  liegt     Denkt  man  sich  über  diesen  drei  Vier- 

Theii  xxvin.  r 
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ecken  aU  Grandfläcbeo  die  Pyramiden  OiAQlB,  O^ABcD, 
OiACöD  errichtet,  welche  in  O^  ihre  gemeinschaftliche  Spitze 
haben,  so  sind  offenbar  die  Geraden  0|J,  0|C  Oid,  OiB,  0|J>, 
OjC»  0|6  die  Kanten  derselben.  Die  erste  und  zweite  Pyramide 
liegen  mit  der  Seitenfläche  ABOi  an  einander,  die  erste  und  dritte 
Pyramide  liegen  mit  der  Seitenflfiche  ACOi  an  einander  und  die 
zweite  und  dritte  Pyramide  liegen  mit  der  Seitenfläche  ADOi 
an  einander.  Legt  man  jetzt  noch  durch  den  Punkt  Oi  und  durch 
die  Seiten  BC,  BD  und  CD  des  Dreieckes  BCD  Ebenen ,  so 
erhellet  leicht  aus  der  Constructioo,  dass  der  von  den  drei  anein- 
anderliegendeD  Pyramiden  OiACdB,  O^ABcD,  O^ACbD  gebU- 
dete  Körper  auch  gleich  ist 

Pyr.  ^ÄCD  +  Pyr.  O^BCD 

+  [Pyr.  OidÄC+Pyr.  OiCÄD+Pyr.  OibCD], 

mithin  ist 

Pyr.  OiABdC+Wyr.  OiABcD  +  Pyr.  OiACbD=:PjT.ABCD 
+  Pyr.  OiBCD  +  [Pyr.  OidBC  +  Pyr.  OicBÜ  +  Pyr.  OibCD} 

oder 

Pyr.  ABCD=:[PyT.  OiABdC+Pyt.  OiABcD+Pyx.  OiACbD] 
^[Pyr.  OidÄC+Pyr.  OicBD+Pyr.  0,6CZ>]-^Pyr.  OiBCD. 

Verbindet  maD  des  Punkt  a  mit  Bp  C  und  D,  so  babea  die 
beiden  rechtwinkeligen  Dreiecke  OioB  und  OgäB  die  Hypote- 
nuse O|0  gemeinschaftlich,  also  weil  auch  Oia^Oid  Ist, 
^OiaBQ^^OidB,  mithio  Ist  auch  aBz=zdB.  Auf  dieselbe  Art 
beweiset  man,  dass  aC^^dC,  folglich  haben  die  beiden  Dreleeke 
aBC  und  dBC  zwei  Seiten  wechselweise  gleich  und  die  dritte 
Seite  iSC  gemeinschaftlich,  abo  ^oBCQ^  ß^dBC;  ebenso  ist 
aqch   ^aBD^^cBD   und    ^aCD^^bCD;  da  nun  auch 

OiAssOidf,        Oias=OiC,        Oias=Oi6; 

so  ist,  wenn  man  sich  durch  die  Dreiecke  OioB,  OiqC,  OiüD 
Ebenen  gelegt  denkt, 

Pyr.  OtaBC^  Pyr.  O^dBC,    Pyr.  OiüBD^  Pyr.  O^eBD. 

Pyr.  OiaCD^Pyr.  OibCD; 

da  aber,  wie  die  Figur  zeigt: 

Pyr.  OioffC^Pyr.  OiaBD+Pyt.  OiaCDszPyr.  O^BCD^\a.^, 

so  ist  vermöge  obiger  Congruenzen  auch : 

(J>    Pyr.  O^dBC^ Pyr.  O^^BD  +  Pyr.  OibCD^\^.^. 


Ferner  ist  nach  der  Figar: 

Pyf.OiAßdCzsiPYf.OiABC+PyT.OiMSC=id.Qi  +  Pyr.OidBC, 

PyT.OiAßcD=^fyT.OiABD't'PYf.OicBD=lc.Qi  +  Pyr.OicBD, 

PyT.OgACbD=sPyt.OiACD+PyT.OibCD:=iib.Qi  +  Pyr.O^bCÜx 

aleo,  weno  man  diese  drei  Gleichungen  addirt  und  anf  die  Glei- 
cbong  (3)  RQckaicht  nimmt: 

(4)  Pyr.  OiABdC^Pyt.  OiABeD  +  Pyr.  O^ACbD 
Werden  4)e  Werthe  ans  (3)  and  (4)  in  (2)  sahstitttirt,  so  erhftit  man: 

(5)  F=l(6  +  c+d~a),pi. 

Beaeichnet  man  die  Radien  der  iosseren  Berfihmngskugeln« 
weiche  den  Ecken  B,  C  nnd  D  gegenflberliegen,  besiehongsweise 
■It  9»  iPft»  ^4»  «o  ist  aach 

(«)  F=J(a  +  c+rf-6).^; 

(7)  F=J(a  +  6+rf-c).^; 

(8)  F=J(a  +  6+c-rf).C4. 

Am  aen  Gleiehungen  (1),  (6),  46),  (7)  nnd  (8)  Mglr 

3F 

3F 
a-\-c-\-d — 6  =  — f 

3F 
a+ö  +  d— c=  — » 

Ps 

..'  » 

3F  '" 

afö  +  e-il=— ; 

weiden  die  vier  leisten  dieser  fünf  Gleichungen  addirt,  so  erhilt 
Man  mit  Anwendung  der  ersten  derselben : 


*1  1       l/l    .    1    .    1    .    1\ 


•I 


..I 
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Dto  erbalteoen  Resultate  gestatten  folgenden  Avemds: 
Weiin  man  eine  Rdhe  von  Kreisen  bea^reibt,  deren  MittdjpmiKte 
kbf  einer  gegebenen  Geraden  3f  li^en»  und  deren  Radief  den 
Abständen  ihrer  Hittelpunlcte  von  einem  festen  Pnnlite  f  propor- 
tional sind,  und  man  Uisst  den  Scheitel  einea  bestimmten  Winkels 
einen  dieser  Kreise  durchlaufen,  während  ein  Schenkel  durch  den 
tMen^Vtamki  f  piht,  so  nimmt  der  andere  Sch^nkd  dieselben 
Lagen  ein,  ^e  der  Schenkel  eines  anderen  Winkels  YÜn  ih^hilB 
bestimmter  GrSsse»  dessen  sweiter  Schenkel  durch  denselben^ 
Punkt  /  geht,  und  dessen  Scheitel  einen  anderen  jener  Kreise 
dtirifhUInft. 


IHese  Mden  Winkel  werden  vom  der  Geraden  M 
beiden  Geraden  gebildet»  welche  die  Hittelpunkte  ^er  gedachte» 
Kreise  inll  dem  laiiee  Punkte y  verbinden.  Ihn  «SiBus  lethelten 
ifob  umgekelfft  wie  die  Abstände  öer  Mittelponkte^er  ngehOvIgee 
Kreise  von  f,  oder  «ngekehrt  wie  deren  RaAen. 

Die  Curve,  welche  der  Schenkel  eines  Winkels  von  constanter 
ObSsso  «ahülU,  wenn  der  andene  Schenkel  dwreb  einen  lasten 
Punkt  geht»  md  «der  Scheitel  suf  einem  gegelienen  Kreise  bluiblj 
kaaa  mithin  auf  unsählige  Arten  in  analeger  Weise  erfeeagt  wet» 
den«  indem  man  des  Kreis  durch  einen  anderen  (nicht  epüHolhl^ 
liehen)  und  den  Winkel  durch  einen  dem  Kreise  mgehOüigeD 
ersetzt. 

r 

Diese  Cnrve.  au  nntersocben,  werde  f  9kmm\  ansseiiMJh.den 
Ortskreises  fir  den  Scheilel  des  beweglichen  Winkeb  ^  ai^|e- 
nommen»  sweitens  innerhalb  desselben  Kreises.  Im  ersten  Fetts 
liegt  /  ausserhalb»  im  sweiten  Falle  innerhalb  eines  jeden  Kreieeiu 
der  rär  eine  analege  Erzeugnngsweise  an  die  Stelle  von  (a)  treten 
kann,  denn  f  liegt  innerhalb  oder  ausserhalb  eiaes  Kreisas  ^n)» 
je  nachdem  f3r  diesen  das  Verhftltniss  aeinee  Radias  aam  Aib* 
stand  des  Mittelpunktes  von  f  grOsser  oder  kleiner  als  1  Ist,  and 
da  Ar. ale  Kreise»  die  (n)  «rsetsen  fcOnnen»  dies  Verhältiibi -eon- 
slant  »ist»  ao  äegt  f  entweder  Inaerhalb  ^er  ausserhalb  aller.  ' 

hü  ersten  FaHe  wird  dar  teweglicbe  Scbeafcal  (00  aanaa  leh 
knn.  den»  welcher  nicht  durch  f  geht)  «wdmal  Tangente  für  jedaa 
Ortskreis:  Denn  der  Winkel»  welchen  die  Tangente  eines  Kreieea 
mit  der  Verbiadnngalinie  ihres  BerOhrungspunktes  mit  eUi«a 
festen  Punkte -ausserhalb  des  Kreises  bildet,  nhnmt  alle  4enhharea 
Werthe  an«  und  wird  sweimal  dem  constaaten  Wiakel  ^  gleidi. 


der  ßt9€krmöHni  der  HegtUdudtU.  |(IS 

FUdflt  tfies'dber  atoU,  so  tritt  der  Berfibruigftpwikt  wd  deniKnte 
alfl  Dorchschnittspunkt  sweier  auf  einander  folgenden  Lagen  diM 
beweglichen  Schenkels  auf,  er  wird  also  ein  Punkt  der  Ton  die- 
MH  ninhOllteo  Caire»  ood  zirar  derjenige  «ein,  in  welchem  jener 
Schenkel  die  Carve  berflkrt.  In  diesen  zirei  Punlrten  hat  felgüeh 
jeder  Ortakreie  mit  der  za  untersaehenden  Curve  einen  Gottlaet 
tfBiler  Ordnnng»  und  ea  ist  aus  der  Art,  wie  die  Kreide  stdHg  Mif 
einander  folgen,  kbur,  daaa  die  Curve  ihre  Umbfillende  ist 

Im  zweiten  Fall  nimmt  der  Winkel ^  den  die  Tangente  ^nu 
Kreiaea  mit  der  Geraden  bildet,  welche  den  Berfihrungapunkt  mit 
/  Terbindet.  (wir  liaben  hieri»ei  den  spitzen  Winkel  im  Auge),  alle 
Werthe  zwischen  einem  Rechten  und  einem  gewissen  Minimum 
an.  Wählen  wir  9  zwischen  diesen  Grenzen ^  so  gibt  ea  immer 
swei  Lagen  des  beweglichen  Schenkels,  in  welchen  er  Tangente 
äes  Kreisea  ist. 

lat  (n)  einer  der  Ortskreise,  f  der  feste  Punkt  (Taf.l.  FigA). 
fi  senkrecht  auf  fn^  r  der  Punkt,  in  welchem  ft  den  Krela  (fi)»  t 
der  Punkt,  In  welchem  er  die  Gerade  M  achneidet,  so  ist  jLfrt 
jenes  Minimum.  Wenn  nun  n  so  liegt,  dass  ^fnm  oder  fp^^ftt^ 
so  wird  der  bewegliche  Schenkel  zweimal  den  Kreis  (n)  berflhren. 
INe  ausgesprochene  Bedingung  ftUt  mit  dieser  ^Tfi/<^  In/ oder 
ff  < tri  zusammen.    Nun  ist 


cos  fp       A  '  cos  (p ' 
Also  muss 

aeiQ«  Setzen  wir  B==\/^A^ — E^,  und  beriicksiditigen  ain^ts  g> 

A* 

ao  erhalten  wir  filr  die  obige  Bedingung:  ff<  eT 

OOTinach  gibt  es  auf  allen  Ortsin-eisen ,    deren  Radien  >  A 

A^ 
nod  <  jD**    >^®i  Punkte  y    in  welchen  der  bewegliche  Schenkel 

Boloben  Kreis  öer(ihrt>  und  grade  so  wie  verlier  folgt  hier- 
y  dass  «8  eine  Reihe  von  Kreisen  gibt,  welche  die  zu  unter- 
saehende  Corve  doppelt  berühren,  und  deren  Envelloppe  sie  ist 

FOr  den  Kreis»  dessen  Radius  =  d-^  fallen  die  beiden  Punkte,  in 
weichen  er  die  CurTs  lierührt»  zusammen;    er  hat  mit  der  Ourre 
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•iaeA  ConUct  sweiter  Ordovog;  fiir  KreiM  vod  grOMerea  Radioi 
wird  der  Cootact  immgiDär.  -i 

Aas  dem  Gesagten  erbellt»  dase  man  lielielNg  viele  Ponkte 
der  umhüllten  Carve  dadurch  erhalten  kann»  daae  man  auf  den 
Ortakreiaen  diejenigen  zwei  Punkte  bestimmt,  in  welchen  der  be- 
wegliche Schenkel  des  Winkels  9  den  sugehSrigen  Kreis  bertihrt 
Im  Folgenden  wollen  wir  diesen  Weg  einschlagen. 

Um  (Taf.l.  Fig.  6.  A.  Taf.  II.  Fig. 6. B.C.)  auf  dem  Ortskreise 
(n)  die  beiden  Punkte  zu  finden,  in  welchen  der  bew^iche  Schen- 
kel von  9>=/h}fi  denselben  berührt,  errichte  man  infaut/h  die  Senk- 
rechte /jf,  über  nt  als  Durchmesser  beschreibe  man  einen  Kreis» 
dieser  schneidet  den  gegebenen  (n)  in  den  gesuchten  Punkten 
c,  c.  Denn  tc,  tc  sind  zwei  Tangenten  des  Kreises  (it),  und  in 
dem  Hülfskreise  stehen  die  Winkel  tcf,  Uf^  q>  auf  demselben 
Bogen  tf. 

In  Taf.  IL  Fig.  B.,  wo  f  innerhalb  des  Kreises  (it)  angenom- 
men wird(  wird  jener  Hülfskreis,  dessen  Durchmesser  ni  ist,  ent- 
weder (n)  schneiden,  oder  berühren»  oder  keinen  Punkt  mit  dem- 

selben  gemein   haben,   jenachdem    Rziznt,  welches  wieder  wie 
fräber  zu  der  Bedingung  R^  -g-  für  reellen  Contact  fährt 

Man  sieht  auch  (Taf.H.  Fig.  6.  C),  dass,  wenn  fxt  eine  Lage  des 
Winkels  q>  ist,  man  auf  folgende  Weise  den  Punkt  c'  erhält,  in 
welchem  sein  Schenkel  xt  die  umhüllte  Curve  berührt.  Man  ziehe 
ft^  errichte  darauf  fit'  senkrecht  und  beschreibe  über  n't  als  Durch- 
messer einen  Kreis,  welcher  xt  in  &  schneidet.  Die  Dreiecke 
fxc%  fnn'  sind,  wie  leicht  zu  zeigen,  ähnlich,  also  ist  nf  der  Mit- 
telpunkt, nfc'  der  Radius  eines  unserer  Ortskreise,  welcher  über- 
dies von  xt  in  c'  berührt  wird,  und  ßlr  welchen  ^':^fn'i^=zf&U 
Kehren  wir  zu  Taf  L  Fig.  6.  A.  zurück.  Wir  ziehen  cc,  diese 
Linie  schneide  den  Durchmesser  aa  in  et,  dann  behaupte  ich,  dass 
d  zum  Ort  eine  Gerade  hat,  die  mit  M  parallel  ist  und  welche 
den  Durchmesser  Aa  des  kleinsten  Ortskreises  (m)  in  einem 
Punkte  D  trifft,  welcher  der  zu  /*,  il,  a  zugeordnet  harmonische 
Ist.  Nun  ist  für  den  Kreis  (n)  die  Gerade  cc  die  Polare  des 
Punktes  f,  und  weil  ifn^^W^,  </*  die  Polare  des  Punktes  d,  folg- 
lich a,  a,  dt  f  vier  harmonische  Ponkte,  also  auch  A,  £L,  D,  f. 
Da  dD  parallel  M  und  D  ein  vOllig  bestimmter  Punkt  ist,  so  er- 
gibt sieh  die  Richtigkeit  des  Behaupteten. 


Obt  BemhrMuM  der  Ke§eitclmim.  Ifl5 

Feraer  erscbeiBt  der  KreU  («)  al^  0#f  d^rjtoigen  Punkte, 
derep  Abstäode  von  f  und  d  \u  dem  coastantefi  VerhiRniM 
afiad^4fiAD:=z!BifiSiD  stehen,  somit  cfiqd^^f'^cd^s^C^iMA^, 

Demnach  ist  die  umhüllte  Curve  der  Ort  derjenigen  Punkte^ 
deren  Abstände  von  f  zu  ihren  Abständen  von  einer  festen  Gera- 
den D  ein  coostaates  Verh&ltoiss  haben.  Setaen  wir  noch  mD 
=A  ao  hat  man  f&r  dieses  constante  Verbftitniss: 

d.  i. 


alae 


2i<.*=2£:.    «=^    und    2ö.*=2i4,    «  =  ^; 


woraus  auch: 

A^^E.D. 

Der  aor  Bestimmung  der  Punkte  c^  t  gehrauchte  Uülfskreiii. 
geht  ausser  durch  f  noch  durch  einen  zweiten  Punkt  P  der  von 
f  anf  M  gefönten  Senkrechten,  und  welcher  so  liegt,  dass  mM 
=fm  =  iE. 

Es  ist  cf^=t9y  c5=c/l    Aus  den  Gleichungen 

cf-6.cd 

folgt: 

cf  -  cf=  * .  (crf— c«l) = 2  8D =2^  =  const., 

oder  auch 

Die  Punkte  c  haben  somit  die  Eigenschaft,  dass  die  Differens 
Umr  Abstände  von  zwei  festen  Punkten  unveränderlich  ist. 

Liegt  f  innerhalb  der  Ortskreise,  so  erhält  man  gans  auf 
dieselbe  ^eise  för  den  Ort  der  Punkte  c  ,eine  Ellipse,  von  wel* 
dier  f  ein  Brennpunkt  und  der  Mittelpunkt  und  Durchmesser  des 
kleinsteo  Ortskreises  Mittelpunkt  und  grosse  Axe  ist 

Ellipse  und  Hyperbel  sind  also  die  Umhüllenden  einer  8chaai 


iPit^ßwr^  iMer  am  MIHmtim^  irt 


?w  KreisMi;  dere»  mtelp»nkte  «tf  der  GetadM  UegMi,  welche 
die  Axe  Bt  ÄV^— 1  eothSIt  und  deren  Radieti  den  Abetiiiden 
ihrer  Mlttefponkte  Tom  Brenopuokte  proportional  nind,  nnd  «war 

iit  jg  dae  Verhiltnias  swtechen  Radiua  vnd  Abstand. 

Gleichseitig  werden  diese  Cnrvea  von  dem  beweglichen  Schen- 
kel eines  Winkels  ^  Ton  beeHnBiter  Grösse  berührt,  dessen 
Scheitel  einen  dieser  Kreise  vom  Radius  R  durchläuft,  dessen 
sweiter  Schenkel  sich  um  deji  Brennpunkt  dreht    Dieser  Winkel 

A 
wird  durch  die  Relation  sin  9>  s  1»-  bestimmt. 

Anmerkung.  Wenn  tp  variabel  genommen  wird,  während 
der  zugehörige  Kreis  derselbe  bleibt,  so  erhalten  wir  diesen  als 
Enveloppe  von  Kegelschnitten,  weiche  einen  Brennpunkt  ge« 
roeinsam  haben ,  deren  sweiter  Brennpunkt  mit  jenem  auf  einem 
bestimmten  Kreisutnfiing  Hegt,   und  fiir  welche  die  Ezcentrizität 

-jr  constant  Ist. 

Für  die  Entwickelung  vieler  Eigenschaften  der  Ellipse  und 
•H3rperbel  (Taf.n.  Fig.  7.)  bietet  sich  als  directer  nnd  rasch  -som 
Ziele  führender  Weg  Ihre  Beschreibung  mit  Hülfe  des  Ortskrelse« 
«Ist,  dessen  Durchmesser  ein  Minimum,  nSmIich  der  grossen  Axe 
des  Kegelschnitts  gleich  ist,  nnd  zu  dem  der  Winkel  <p£S:90^  ge- 
hört, ft  g  seien  die  beiden  Brennpunkte,  fxy  eine  Lage  des  be- 
weglichen Winkels.  Den  Punkt  c  zu  bestimmen,  in  welchen  ory 
den  umhüllten  Kegebchnitt  berührt,  hat  man  nach  Obigem  den 
Durschnittspnnkt  t  der  Geraden  xy  und  M  so  bestimmen,  und 
durch  die  Punkte  /*,  ^,  i  einen  Kreis  zu  legen,  welcher  xy  in  dem 
Punkte  c  schneidet.  Verbindet  man  c  mit  n,  so  wird  ^fcn 
=:  ^gen  =  W9—^  und  such  ^xcfzz^ycgsrzq^ 


Ferner  sind  die  Dreiecke  fxc,  fmn  einstimmig  ähnKcb, 
tat  n  der  Mittelpunkt  des  Ortskreises  für  den  Scheitel  des  Win- 
kels 9>,  ne  =  i2  SS  ftosfia.  Ziehen  wir  durch  c  eine  Parallele  zu 
AÜ  Ms  'Zum  Durchschnitt  d  mit  ao,  so  ist  der  Ort  dieses  Punktes 
die  Directrli  des  Kegelschnitts,  denn  cd  ist  Im  Kreise  ifn)  die 
Polare  zu  t,  also  tf  die  Polare  zu  d,  folglich  d,  a,  /*,  a  vier  har- 
n^onische  Punkte  u.  s.  w.  wie  oben: 

ef*.td^mfimdtsAfiADsxEiA. 

Die  Figur  liefert  eine  Reihe  von  Gleichungen  zwischen  KoI- 


tkr  1h&tknmuti9  der  Megelwekiäm.  10? 

^flue^^,      ^a*',       yr«.C,       /SiÄJC,        ' 
aa'^^»    e»=R,       aessQ,      ntessD. 

Dcnr  m  me  «onjugirte  btlbe  ümnchmesser  mI  jy»  f  4«?  KMoh 
anragsnulhig  Mt  ^m  Paidct  c,  üf  der  Abstand  der  T«Bg«Ble  jry 
vnm  BÜttelpuBkte  m. 

^  CID  9 

2)  X=:F.8iD9,  r=:G.s\nfp;  iM^X^^  r^(Fi'G)Am^9^A^n^; 


3)  Weil  feiegssXi  F,  mo  Ut  mm  (X+  ¥).  Q=  F.i:-|- JC.  F, 
oder 


aleo! 


8iir.Qs=^^^; 


•  • ' 


AsiBip* 


Allel):  RiQiR-QsiA^imiE^.    Aus  1)  and  3):  R.MszA^. 
Aue  3)  ued  3):  Qiir=i?*. 

4)  Jf.F=F.C.eiii9«=Ä«,    elo^  =  -==,  abe  eae  1): 
«ilbin 


VTlG 


5)  M.iy-A,B,  folgHcli  naeh  2):  JV:=^~%  nach  l)uDd3): 
D':R:=zB:A,    I>iQ=^AiB,    nach  4):  2y=VTr5=  V5T5. 

6)  Dreieck  feeoifed,  deen  ^edz=s^fe,  ^ce=9(y>~9=u^Sfe. 

Aleo 

/€:/c=^e:^cr=conet.=/c:cil=JE:il. 


Der  Pmiki  e  theilt  die -Sehne  'x^  ^  dem  VechfltpU»  F\G. 
Man*  kann  i|^n  also  aach  eo  bestimmen:  man  verlängere  fx  nm 
ein  gleiches  BtOck  fx^  verbinde  f  itiit  g^  bö  gelft  dUWe  Linie  durch 
cw:  XMtrMi  folgt .  UM?  parallel.  ^<?4;  Nennen  vir. c(f4a^i^m(>pt 
der  EUip«€u  ^ches  in  xy  lieg^  de  da«  Giem^t  des  Kmis^s  («ijia 
dessen  Verlängerung  die  Tangente  in  x  ist,  so  bat  maii  fQr  dftfl 
A^lnkel,  den  zwei  auf  einander  folgende  Lagen  des  um  f  dreh- 
baren Schenkels  fx  bilden:  •    '    n 

erstens:    — ^— js ,  und  da ^  der  Normaleren  paiallel  ist: 

•  •• 

d* 
9 


1 1 


Nun  ist  ^^car7=90^  — 9>;  diBinnach    , 

.*./.•*     -i       .'^..^    i  *  rfi'     dgysin-y   •     '.      \-    -^      ■ '■'    *• 


»« 


l'M 


'    I. 


• '    ^ ■ ii 


Für  den  Winkel»   den  awei  auf  dinander  folgende  Lagen  des 

Radius  mx  einschliessen«  hat  man,  weil  dieser  Radius  dem  Leit» 

do 
strahl  ffc  parallel    bleibt,    einmal  -j-»    und 

«?felte^5  i     .    i~T^^="TG~ 


woraus 

dö      €{ff.sia.<p 


Aus  beiden  Gleichungen  folgtt 


\ 


Also  aus  1): 


oder  aus  4): 


■  \ 


X.G  X.Y     _      B* 

'''^A.mntp*      A.a\titp*  ~~  A.amtp' 

*  »  '  1 

•  a 

f 

B*.R»     A*    _,         Q 


_(R.Q)  ^jF.G)     '■ 


>  - .  ■  ^  a  I 


I     1 


•/ 


Aus  3): 


•   •    « 


f)ie  Entwickelung  dieser  Resultate  fiBr  die  Hyperbel  geschieht 
aof  dieselbe  Weise. 

Bei  der  Parabel  treten  an  die  Stelle  der  Ortakreise  (tt)  die 
Tangenten  dieser  Curve,  und  es  bietet  keine  Schwierigkeit,  den 
Lehrsatz,  von  welchem  wir  ausgingen,  demgemäss  zu  modifiziren 
und  zu  beweisen. 

Schlns.s.  Die  synthetische  Untersuchung  der  Kegelschnitte, 
wenn  man  von  ihrer  Beziehung  zum  Brennpunkt  und  der  sugehO* 
rmen  pirectri|c  ai^B^ht,,  fahrt  auch.^«  d^p  Oitskrefseq  (ß).    (Taf) 

Man  suche  nämiich  die  Punkte  von  der  Eigenschaft,  dass  das 
Verhältniss  ihrer  Ahstiiide  foo  einem  ftsteo  Pqiikte  /  und  einer 
festen  Geraden  D  ein  gegebenes  ist,  auf  den  auf  D  senkrecht 
stehenden  Geraden.  In  derjenigei/  dieser  Geraden,  welche  durch 
/geht,  erhält  man  zwc;!  solc|ie  Punl^e,^^  Ü,  welche  Df  nach 
dem  gegebenen  Verhältniss  harmonisch  theilen.  Eine  andere 
Gerade,  auf  welcher  man  die  Punkte  von  der  gedachten  Eigenschaft 
finden  will,  sei  d^.  Man  ziehe  Aa,  Ma  parallel  zu  />,  so  sind  d, 
/!'«/  n  vier  harmonische  Ptekte,  aftkd  ist  das  gegebene  Vetbält- 
nisii  'Der«Kreisnuii^>  welcher  a^  zum  Darebmesserh^ty  M'WmI 
Ussrnflieh»  der  K)rt  Mr  diejenigen  Punkte 'c,  fttr  wdche  efiei- 
s^n^frad^ffiUttev  elso  ctt  hi  ^ ,  c;  so  sind  dieaswei<Pniiki#desi 
gesuchten  Curve,  -•»'..»  .::'■»■  :il  ; .  ui'i 

An  diese  Wdse,idi0  Punkte  zU'bestlinDin^hM(sta*iKohJlirch 
leichte  Euti^ickelungen  die  pb<^n  erhaltenen  Resultate  anknüpfen. 

t  M  •  U  I 


•'■iJ      i.     1    !     •     :.    :  !•'•■    f'.'Hillllill 

.«      ;■  ••■..^«.■■■-    ;    .■■■   ■■■   ■   :•■••■■      ;   ■    •..--!  .•■■"  if>v.v-f 


eruntrt:   <M«r  4fM!-  tettmätn  MtfUt.  ä.  tUtM.  mm  der 


V. 

I 

Ueber  eine  besondera  Aiiflosang  der  Gleichimgra  van 

der  Form 

dem  Heraasgeber. 


Die  AaflteMg  der  GlekkongeD  tmt  der  oUgeD  Vbim,  lu  V«r. 
bWluig  mtt  eiset  gtmriaten  dritten  GWebaog»  hei  swar  ki  den 
■Mieten  Filen  lieine  besendere  Sdünerigkeit.  ludete  edMiei 
ade  deek  die  Mgendo  Methede  ihree  beseBdewn  Elegant  wcfta 
einiger  Beacbtnng  nicht  nnwerth  so  sein, 

Mas  beetfaMee  die  GrOaee  G  aaa  der  Gleiebaag 

(I— &r]Cr)(I— <»i^(l— a^6)=— a£eai6iCiC 

nämlich  aas  der  GIrfchang 

1— *(aff -f  6c| -f  ^Si) 6 -f  (a6ei6| -|-6caiCi  •fca6|a|)Cr*=0, 

welche  nur  vom  sweiten  Grade  ist»  und  berechne  dann,  indem 
man  dem  s  beliebige  Werthe  l>eilegt,  die  GrSssen  y,  s  mittelst 
der  Formeln: 

aci  Gx  (1— 6C|Cr)jg 

Denn  dann  ist 

(1  —  6Ci  Cr)«  =5— c6i  Cf  , 

(1— caiC)y=-«CiC«; 


abo 

(1  —  bci  G)  (1 — coi  G)ff= acbiCi  GH. 
Weil  aber  - 

( I  —  6c,  G)  (1 — coi  G)  (1 — a6i  G>=  -  abcrtibiCi  (?• 
ist,  80  ist,  wie  maD  leicht  durch  Division  findet: 

1  — iiÄ,G""      büxG' 

evef 

(I— «i6iC)x=;— 6ai«ry. 

Daher  hat  man  die  drei  folgendeii  Gleicfeangen :  f 

(1  -  hci  G)d:=— chx  Gl, 

(1 — caiCf)y=— aciCrx, 

(l-^-abiGiiss^boiG^ 

eder: 

0?=  G{bciX  —  i?6i«), 

«  y^Gicaiy-^-aCix), 

alae: 

iabcix  -f  6caty  *f  coftix  ] 
I  =® 
—  aAcixr— 6caiy-*-ea6j|S  j 

ond 

+  «Oi^iy  —  a6iC|Z«   >  =  0. 
•f  aA|C|Xa;  —  6a|C|j7y  J 

Uierana  sieht  man  abo,  dass  die  beiden  Glelchnngen  « 

wirklich  durch  die  Formeln 

1— (ii6i  +6C|  -f  ca|)G-f  (oftCiAi  +  bcoiCi  +  eii6iOi)Cr*:=:0, 


•  ■  I    I 
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_       ociGx  (1 — bciG)a:  .-f. 

wenn  man  filr  x  beliebige  Werthe  setzt,  ao%ei58t  werden. 

Weil 

(1 — 6ci  G)(l— CO,  G)  (1  -  abi  G)=  -  aftcoi^iCt  G>, 
ako 


1--&^G_         acjG         bOjC 
cöiG  v""      1— caiG'l— oAii 


G 

Ist,  80  kann   man  die,  unsere  Gleichungen  auflösenden  Formelu 
auch  unter  der  folgenden  Form  darstellen: 

1  — (abi  +  bci  +  caiiG-^-iabcibi  +  öco,^  :f  ca6|O|)G*;30^ 

^""""r-caiG*'      '~r=^G'l-a6iÖ'^- 

Hätte  man  nun  etwa  die  Grossen  x^  y,   %  aus  den  drei  fol- 
genden Gleichungen  zu  bestimmen^ 

«i«3f  +  6iy2  +  cixa?=0, 

80  erb&lt  man,  wenn  man  der  Kflrze  wegen 

^^_    flC|  G  ^_  •  6c|  G  ■•  ' 

setzty  wo  also  nach  dem  Obigen 

ist,   mittelst   der  dritten   Gleichung   des  obigen  Systems    dreier 
Gleichungen  sehr  leicht  die  folgenden  AmsdrCicke: 

.«  =  db 


I  I 


Vl+*«(l+i«)* 

1 


i  =  i 


VTf5?(I+X^' 


in  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  bc 
ziehen.'  - 


Seilte  man 


_    aciG  _ll— &C|C 


nach  dem  Obigen  ako 

80   wäre   mit   Besiehung  der   oberen  und  unteren  Zeichen   anf 
ebander : 


Wenn  man  also  nur  G  aus  der  quadratischen  Gleichnng 

1  —  (abi  +  6ci  +  cai)G  +  (a6C|6i  +  bcoiCi  +  co6|Oi}Ci*=:0 

bestimmt,  so  lässt  sich  ein  System  dreier  Gleichungen  Ton  der 
allgemeinen  Form 

Oixy  +  6,yx  +  Cixar=0, 

q>{x,  y,  z)=0 

in  vielen  Ffillen  sehr  leicht  und  elegant  auflösen. 

Es  früge  sich,    ob  diese  AuflSsungsmethode  nicht  vielleieht 
noch  einer  Erweiterung,  etwa  auf  Gleichungen  von  der  Form 


ftUg  irire? 
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'  t     •» 


• » I» 


VI. 

Betrachtung  einer  eigenthumlichen  Spirallinie. 

Von 

# 

Herrn  Professor  Dr.  J.  PA.  ff^olfen 

%n   Berlin* 


•    .  ' 


Ein  in  Ealers  Integral-Recbnnng  §.729—732  bebandei- 
tes  Beispiel  sur  Aoflusung  einer  Differential  •  Gleichung  zweiter 
Ordnung  führt  auf  eine  eigenthümliche  Spirallinie,  deren  ansRihr* 
liehe  Betrachtung  nicht  ohne  Interesse  zu  sein  scheint.  Um  einige 
a.  a.  O.  nicht  vorkommende  Formeln  zur  Hand  zu  haben,  schicken 
wir  sie  hier  voran. 

Nimmt  man  bei  einer  Gurre  einfacher  Krümmung  das  Element 

de#  Bogen«  oder  dis5 Vdi*  +  rfy*  constant^an,  so  wird  der  Krfim- 
mnngsbalbmesser  in  dem  Punkte»  dessen  rechtwinklige  Coordinaten 
j?  und  y  sind« 

vergl.   Grunerts    Archiv.    Theil  IX.  pag..60.  ii.  f.    Setzt  bu|d 

dy^^pdx,  so  wird  ds=\fl-i-p^.dx,  und  weil  hier  ds  als  constant 
angenommen  worden  ist,  also  dds=0  wird. 


(2)  ads=-^^ 


und 


,^,  _    «^^0  +  P')' 

(3)  y= ^ 


# 

Wir  wollen  noch  die  Gleichangen 

« 

^^  VTTp5~(i+P«)«' 

hiocufägen. 

S.  1. 

In  Eulers  Integral-Rechnung  wird  nun,  indem 

rf*=Vrfar«+dy« 
conatant  sein  soll,  die  Gleichung 

^=«.Arc.tg.^ 
foravageselst;  man  soll  «  ood  jr  bestimmen. 

Fir  4(jft=^^dx  gebt  die  voratebende  Gleichung  (iber  in  fotgeade; 


1. 1 


j        ■  ss^g.Arctg.y» 


nd  hieraus  erbalten  wir: 


(6)  A  =  -  (Tq:^  Arc.tg.|^ 

nd 

Statt  dieser  zwei  Gleichungen  können  wir  nach  (4)  und  (5) 
schreiben : 

P 
dx=2 — a.\rc.ig.pXd.— 


VT+p 

and 

dv  =  —  a.Arc.te.iiX d,-  a        =• 

Nach    der    bekannten    Formel  /tui«  =  tie—/eiiii   und    weil 

dp 
A Arc.tg.p  =  I  ,V^, »  erhaltea  wir  daher: 
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i.  b.  Dach  (4)  und  (5): 
(8)  ,=  c-;^j^,-^^Arc.tg.p. 

Hier  sind  C  und  D  die  willkOhrlicheo  Conetanten  der  Inte- 
fration. 

5.  2. 

bt  0?  die  Abscisse  und  y  die  Ordinate  einer  Carve,  ae  miM 
der  Krflmmangabalbmeeaer  dem  Winkel  proportional  sein«  wel- 
chmi  die  Tangente  der  Cnrre  mit  der  Abseisaenaxe  bUdet  Die 
Cnrve  ist  daher  eine  gewisse  Spirallinie,  welche  sich  am  den 
Anfangspunkt  der  Coordlnaten  entwickelt 


$.3. 
Setsen  wir  Arc.tg.p:=9>,  so  wird 

mithin  nach  (8)  und  (9): 

(10)  :r  =  C —  a  cos  fp  —  ag^Biufp, 

(11)  y^=D — asin<p  '\'ag>coag>; 
und  hieraus 

(I^)  j:co69>-f  ^sin9>  =  Ccos9>-f  Dsin^— fl. 

Sollen  für  9>=0,  x  und  y  verschwinden,  so  muss 

Cxa    nnd    Dz=0 
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sein,  and  wir   erhalten  in  diesem  Falle   statt  (10)  nnd  (11)  die 
Glelchangen: 

(13)  x^!:^a — acomfp — aq>B\xkfp, 

(14)  y^si    — a sing)  4-09)006^; 
sowie  statt  (12)  hier 

(16)  xcos9>-f  ^sin9  =  — a. 

So  lange  tp  sehr  klein  ist,  erhalten  wir  mit  grosser  Annähening: 

0?=— iay^  +  iog)*, 

y  SS  —  Joy»  +  icatp^ 
und 

§.  5. 
Da  aus  (13)  und  (14) 

c&r = — atp  cos  tpdtp    nnd    <{gf =  —  09  sin  fpdtp ; 
folgt»  so  wird 

cb  =  V  dx^  -f  df/^ = a9<{9 , 
und  wenn  man  integrirt: 

f  =  £  +  109«, 
oder,  weil  für  9=0,  x  und  y  also  auch  t  Terscbwinden, 

(16)  f  =  io^s. 

Endlich  wird  nach  der  Voraussetzung  derKrflmmungshalhmesser 

(17)  y  =  aq>. 
Vergleicht  man  (17)  mit  (13)  und  (14),  so  wird 

fflr  9=  90®,        yizza^x^ 

9>=i80®,      r=— y> 

9=3600,        y=y 
u.    s.     w.     f. 
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6.  6. 

Nach  den  Formeln  (13).  (14),  (16)  und  (17)  sind  die  in  der 
unten  folgenden  Tabelle  enthaltenen  nuroerisehen  Werthe  Ttifi  'ar, 
s  y»  9  und  y  berechnet  worden,  und  zwar  für  die  Werthe  dte  Wift** 
kels  q>  von  0  bis  360^  in  Zwischenräumen  von  10^;  dabei  wurde 
der  Werth  von  a  =  100  angenommen.  Fdr  die  zwei  CoordhUtfen 
sind  die  vierten,  für  s  die  zwei  ersten  und  ffir  f  nur  die  ersten  Diffe- 
renzen hinzugefugt  worden,  theiis  zur  Controlle  der  Rechnung, 
theils  um  für  zwischenliegende  Werthe  von  q>  die  Werthe  jener 
Functionen  durch  Interpolation  zu  ermitteln.  Die  nicht  vollstän- 
dige Regebnässigiceit  im  Gange  der  Differenzen  ist  dem  Umstände 
zuzuschreiben,  dass  nur  fQnfziffrige  Logarithmen  angewandt  wor- 
den sind. 

Bei  s  mfissen  die  zweiten  Differenzen  constant  und  die  dritten 
=0  sein,  weil  aus  (16) 

ds=::aq>dq>t    dds==adq>^    und    dh:=0 

folgt;  eben  so  müssen,  weil  nach  (17) 

dy=adq>    und    c2cfy  =  0 

ist,  bei  y  die  ersten  Differenzen  constant  und  die  zweiten  =0  sein! 

5-7. 

In  diesen  Formein,  wie  nudi  tn  den  danach  berechneten  Ta- 
bellen wird'  die  ursprängliche  Bedingung,  dass  ds  constant  sei, 
nicht  erfiillt  und  zwar  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  nicht  s, 
sondern  das  Argument  q>  als  regelmässig  fortschreitend  angenetn- 
iqen  ist  Wollte  man  jene  Bedingung  erfüllen,  so  miisste  man 
das  alsdann  ungleichförmig  fortschreitende  Argument  q>  erst  aus 
der  Gleichung 


(18) 


-VI 


herleiten  und  mit  diesem  Werthe  die  Bechnung  durchfähren.    Ge- 
setzt etwa,   dass  die  Werthe  von  s  gleichförmig  nach  der  Reihe 

5,  10,  15,  20,  etc. 

fortgehen  sollen,    so    erhält  man  nacti   der  beiläufig  angestellten 
Rechnung  folgendes  BruchstOck  einer  Tabelle: 
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0    0°  0  0 

+18.12  -4.88  -1,06 

5  18,12  —10,62  -  4,88  +0.25  -1,06  -ft81 

7^50  4,63  1,86 

10  26,62  1,74  -  9,61  26  -2,91  64 

6.76  4,38  2,40 

13  31,38  0,90  -13,89  23  —5,31  40 

436  4,15  2,80 

20  36,24  -18,04  —8.11 

r 

a 

0 

+31,62 
31,62  -18^52 

13,10 
44,72  3,06 

10,06 
54,77  1.67 

8.48 
63,25 

5.  8. 

Wollte  man  sur  Construetion  der  Carve  statt  der  in  der  Ta- 
belle angegebenen  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  die  Po- 
lareoordinaten  r  und  v  anwenden,  ao  würden  aicb  diese  ans  jenen 
einfach  herleiten  lassen,  indem 

(19)  tg»  =  I 

und 

(20)  ,=   J^;=_£_. 

Natfirlich  werden  bei  jedem  folgendeu  Umlaufe  die  Coordina- 
ten X  und  y,  weil  in  dem  einen  Gliede  ihrer  Auadrficke  9  selbst 
vorkommt»  absolut  grosser  ausfallen»  jedoch  dabei  ihre  Zeichen 
wechseln.  Der  Werth  von  f»  so  wie  auch  der  von  y»  wird  stetig 
grösser,  und  nach  unendlich  vielen  Umläufen  wird  der  letztere 
unendlich  gross,  so  dass  zuletzt  die  Spirale  in  eine  gerade  Linie 
übergeht  Einen  Crrenz werth  gibt  es  weder  f&r  x  noch  fOr  y^ 
eben  weil  9  In  ihren  Ausdrücken  enthalten  ist.  Beide  werden 
=0^  so  oft  respective 

.  1 — C0S9 — 9)sin9=0    oder    tg49^9 
und 

—  sing) -|*9> cos 9=0    oder    tg9)=9 

ist.  Diese  Gleichungen  lassen  sich»  weil  transcendent,  nur  indi- 
rect  auflösen»  weil  aber  die  Tangenten  alle  Werthe  von  — od  bis 
-f  OD  annehmen,  ersieht  man  aus  ihnen  sogleich,  dass  die  M$elich- 
keit  des  Verschwindens  von  x  und  y  auch  bei  den  grSssten 
Werthen  von  9  nicht  anfli9rt. 
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V 

X 

l. 

11. 

111. 

IV. 

'    !■■ 

11. 

111. 1  IV. 

' 

1. 

11. 

r 

a" 

0,0 

—1,5 

0.0 

— 0,3 

0,0 

+  1,5 

0,0 

+1 

10 
20 

30 
40 
W 
60 
70 
80 
90 

-  1,5 

-  5,9 

—  12,8 

—  21,5 

—  31.1 

-  40,7 

-  49,0 
_  54,9 

—  57,1 

4,4 

e.9 

8,1 
9,6 
9,6 
8.3 
5,9 
—2.2 
-1-2,6 

—3,9 
2,5 
1.6 

-0.9 
0,0 

+1.3 
2,4 
3,7 
4.8 

+0,4 
0.7 
0,9 
0.9 
1,3 

;'| 

0.9 

+0.3 
+0.2 
0.0 
+0.4 
-0,2 
+0,2 

0,2 

0,1 

-0,6 
+0,1 

-  0.3 

-  4,T 

-  10.f 

-  20,5 

-  34.2 
-52.2 

-  74.2 
—100,0 

1,2 
3,3 
6.1 
9,7 
13.7 
18.0 
22.0 
25.8 
28,8 

—  1.0 
2.1 
2,8 
3,6 
1,0 
4.3 
4.0 
3.8 
3,0 

0,7 
0.8 
0,4 
—0.8 
+073 
0,3 
0,8 
1,0 

+«.4 
-0,1 
+0,4 

+«,6 

-0,1 

+0,6 

0,3 

1,5 
6,1 
13,7 
31,4 
38,1 
54,8 
74,6 
97,5 
123,4 

1,6 
7,6 
10,7 
13,7 
16,7 
19,8 
22,9 
25,9 
28,9 

+3,1 
3,0 
3,1 
3.0 
3,0 
3,1 
3,1 
3,0 
3,0 

17,5 
34.9 
62,1 
69.8 
87,3 
104.7 
123.2 
139,6 
157,1 

100 
110 

190 

-  54.5 

-  46.a 
-81,4 

-  9,5 
+  19,5 

8,3 
U,8 
21,9 

5,7 
6,5 
7.1 
7,1 

0.8 
+0.6 

—  138,8 
-159,6 
-191.3 

30,8 
31,7 
31.2 

3,0 
—0,9 
+575 

2,2 

1,1 
1,4 
1,1 

0,3 
+0,3 

153,3 
184,8 
319,3 
257.4 

32,0 
35.0 
38.1 

3,1 
3.0 

3,1 
3,0 

1T4,5 
192,0 
209.4 
226.9 

ISO 
140 

29,0 
36,9 

7,2 

+fl.l 
—0,6 

—0,7 
0,3 
0,3 
0,2 

-251,5 

29,0 
25.2 

3.8 

1,5 

-0,1 
+0.1 

0,4 

298,5 

44,2 

3,1 

244.4 

ISO 
160 
UO 

55,7 
98,5 
147,0 

42.8 
48.5 
53,< 

6,6 
5,7 
4.5 

0.9 
1,3 
1.4 

-276,7 
—296,6 
-300.6 

19,9 
13.0 
—4.6 

5.3 
6,9 

8.4 

1,6 
1,5 
1.3 

342.7 
389,9 
440.2 

47,2 
50,3 
53,3 

3.0 

3,1 
3.( 

261,8 
210.3 
296.: 

180 

200.0 

56,1 

3.1 

1,9 

0.5 

0.1 

-0,3 

+0.1 

— o,s 

+0,1 

+0,5 

-0,2 

+0,i. 

0,0 

+0,8 

0,2 

0,9 

0.4 

0,5 

0.6 

0,4 

—314,2 

+5iÖ 

9.6 

0.8 

493,5 

56,3 

a.o 

3J4.2 

IM 

256,1 

57,3 

+i.a 

2,0 

-309.2 

15.4 

10.4 

0,6 

\ 

549,8 

59,4 

8.1 

S3I.6 

«00 

313,4 

56,5 

—0,8 

2.2 

—293,8 

26.4 

u.o 

-Kl 

"* 

609,2 

62,5 

3,1 

119.1 

KlO 
220 

369,9 
423.4 

53,5 
48,4 

5,0 
5,1 

2,1 
2,3 

-267,4 
_2S9,9 

37. 5 
48.5 

11.1 
11,0 

0,9 

0.8 

6TI,7 
737,2 

65,5 
68,5 

3,0 
3.0 

366.5 
»4.0 

%I0 
340 

471,8 
512,8 

41.« 
31,4 

7,4 
9,6 

2.2 

—181,4 

-122,8 

aa.6 

67.5 

10,1 
8,9 

1.2 

0.2 

806,7 
877,3 

71,6 
14,6 

3,1 
3,0 

101.4 
118,9 

350 
MO 
*T0 
SSO 

544,2 
564,3 
571,2 
563,9 

20,1 
+6.9 
-1,3 

29.5 

11,3 
13,2 
14,2 
15,2 

1,9 

1.0 

1,0 

—0.2 

-55,3 

+   19,7 

100,0 

183,3 

75.0 
80.3 
83.3 
83,8 

T.5 

5.a 

3,0 
+0,5 

2,2 
2.3 
3.5 
3,0 

0,1 
0,J 
-OA 
+0,2 
-0,2 
+«,3 

951,9 
1029,6 
1110,3 
1194,1 

77,7 
80,7 
83,8 

86,8 

3.1 
3,0 
3,1 
3,0 

Bfl.3 
(53,8 
471.2 
488,7 

290 

541,4 

37,9 

15,4 

0,0 

267.1 

81,3 

-3.5 

2» 

12*»0,9 

89,9 

3,1 

>06.2 

300 
310 

503,5 
450,2 

53,3 

67,8 

15,4 
14.5 

+0.9 
1.3 

348,4 
424,4 

76.0 
67.7 

5.3 
8,3 

3,0 
2,T 

1370.8 
1463,7 

93,9 
96,0 

3,0 
3.1 

&S3.6 
r41,l 

3M 
330 

382,4 
301,4 

81.0 
93,4 

13,2 
11,4 

1,8 
2,4 

493.1 

54U,8 

56,7 
43.0 

11,0 
13.7 

2.7 
2,1 

+0,6 

1359,7 
1658.7 

99.0 
102,0 

3,0 
3,0 

158.5 
S76,0 

340 

209,0 

10t. 4 

9,0 

2,a 

591,8 

2T,3 

15.8 

2.1 

■ 

1760,7 

105,1 

3,1 

M,i 

350 

+  107,6 

107,6 

6,2 

619,0 

9,3 

17.9 

186.1,8 

106,1 

3,0 

S10,B 

340 

0.0 

628,3 

1973,9 

SS8.3 
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Erwiederung  an   Herrn   Dr.  Carl  Pf  äff 

von 

W.  Sartorins  v.  Waltershaaten. 

Herr  Dr.  Carl  Pf  äff,  der  Herausgeber  des  BrieFireeliitkr  wtm 
J.  F.  Pfaff  und  dem  Herzoge  C.  von  Wartemberg,  beklagt  sieb 
auf  das  Bitterste  in  dieser  Zeitschrift  (27.  Theil,  3. Heft),  dass  In 
mehier  Schrift  „Gauss  sunt  GedSchtniss''  das  VerbiHnini« 
a^ines  Vaters  zu  dem  grossen  Mathematiker  faltfch  und  UAfrirdig 
aafgefasst  sei.  Er  beschuldigt  mich,  dass  ich  aus  fibelwollender 
Debertreibung,  aus  Eitelkeit  und  Anmaassung  das  Verhältnis« 
beider  Männer  entstellt  habe  und  zweifelt  sogar  an  der  wnhrheits- 

gemässen  Beschaffenheit  meiner  Mittheilungen. 

< 

Es  ist  unter  meiner  Würde  die  personlichen.  Angriffe  z«  cr- 
iriedem,  um  so  mehr,  da  sich  jeder  ßilligdenkende  sogleich  flber- 
seugen  wird^  dass  ich  als  Biograph  nur  die  Aufgabe  habe  in  die- 
ser Angelegenheit  den  wahren  Sachgehalt  darzulegen  und  dass 
ich  ganz  unbetheiKgt  ausserhalb  der  Schranken  stehe,  in  denen 
diese  Meinungsverschiedeobeiten  einander  entgegentreten. 

Wenn  ich  io  meiner  Schrift  klar  und  bestimmt  hervorgehoben 
habe,  das  in  jenem  Briefwechsel  das  VerhSitniss  von  Pfaff  zu 
Gauss,  als  das  eines  Lehrers  zu  seinem  Schüler  durchaus  un- 
richtig hingestellt  sei,  so  geschieht  dieses  nicht  in  meinem 
Namen,  sondern  im  ausdrücklichen  Auftrage  unseres  unsterblichen 
Freundes. 

Um  den  Leset  dieser  Zeilen  tou  der  Richtigkeit  meinet  Aa^ 
Tlü.XX\UI.Hft.l.  i 
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faMungsvreiiie  sn  flberzeugen,  werde  ich  nicht  wie  Herr  Pfaff 
durch  Hörensagen  vererbte  Nachrichten  vorbringen,  sondern  mich 
auf  untrOgliche  Quellen,  auf  schriftliche  Aussagen  von  Gauss 
stützen,  so  wie  auf  Aeussernngen,  welche  Gauss  nicht  nur  gegen 
mich,  sondern  auch  gegen  mehrere  hier  anwesende  Freunde  ge- 
macht hat 

Gidcklicher  Weise  befinde  Ich  mich  seit  einigen  Monaten  Im 
Besitze  des  Briefwechsels  zwischen  Gaussund  dem  am  20.  JNot. 
verflossenen  Jahres  verstorbeuen  Wolfgang  von  Bolyai,  Weicher 
viel  Interessantes  enthält  und  uns  namentlich  Ober  das  Verhält- 
niss  von  Gauss  zU  Pfaff  belehrt. 

Indem  ich  aus  diesen  Briefen,  welche  ich  den  Herren  Professoren 
Lejeune-Dirichlet  und  Wilhelm  Weber  zur  Einsicht  mitge- 
theilt  habe,  die  wichtigsten  Stellen  im  Bezug  auf  die  vorliegende 
Frage  hervorhebe,  hoffe  ich  von  der  einen  Seite  die  Richtigkeit 
meiner  Ansicht  darzulegen,  von  der  andern  aber  die  Anschuldi- 
gung von  mir  abzuwenden,  als  wolle  ich,  um  Gauss  Verdienste 
lu  heben,  die  Leistungen  und  Tugenden  von  Pfaff  in  den  Schat- 
ten stellen.  Gauss  Leben  bedarf  keiner  Folie,  nur  der  Spiegel 
der  Wahrheit  soll  es  beleuchten,  ich  werde  daher  die  Aussprfiche 
von  Herrn  Carl  Pfaff  auf  das  Entschiedenste  zurückweisen,,  and 
das  wahre  Verhältniss  von  J.  F.  Pfaff  zu  Gauss,  nicht}  wie 
das  eines  Lehrers  zum  Schüler,  sondern  wie  das  zweier  geistes« 
verwandter  Naturen  hervorheben,  die  in  einem  Freundschafts- 
aber  keinem  Schulmeister*Verhältniss  zu  einander  gestanden  haben. 

Ich  Qberlasse  es  nun  dem  einsichtsvollen  Leser,  zu  beurthei- 
len ,  wer  von  uns ,  Herr  Dr.  C.  P  f a  ff  oder  ich ,  das  VerhSitniss 
dieser  Männer  zu  einander  würdiger  und  für  beide  Theile  ehren- 
voller aufgefasst  hat. 

Die  Stellen  aus  Gauss  Briefen  an  Bolyai,  die  f&r  unsere 
Frage  von  Wichtigkeit  sind,  lasse  ich  zunächst  folgen: 

1)    Braunschweig  30.  Sept  1798. 

(Gleich  nach  der  Ankuoft  -von  Göttingen.) 

„In  etwa  acht  Tagen,  wenn  meine  Reithose  fertig  sein  wird» 
denke  Ich  nach  Helmstedt  zu  reisen,  alsdann  hoffe  ich  auch  von 
meinen  übrigen  Verhältnissen  mehreres  schreiben  zu  können." 

2)    Brannschweig  d.  29.  Nov.  1798. 

„In  Helmstedt  bin  ich  gewesen  und  habe  da  sowohl  bei 
Pfaff,  als  bei  dem  Aufseber  der  Bibliothek  eine  sehr  gute  Auf- 
nahme gefunden.    Pfaff  bat  meinen    Erwartungen   entsprochen. 
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• 

Er  leigt  das  antrdgliche  Kennseicheo  des  Genies»  eine  Mslevie 
■icht  eher  za  verlasseo,  als  bis  er  sie  womöglich  ergrflbeit  bai 
Er  hat  mir  mit  grosser  Geftüligkeit  den  Gebrauch  seioer  Bibliothek 
angeboten  und  ich  werde  in  einigen  Tagen  an  ihn  schreiben  am 
mir  verschiedenes  aiiszubitten/' 

3)    Dec.  30.  1798. 

„Er  (der  Herzog)  wünscht  ferner ,  dass  ich  Ür.  der  Philoso- 
phie werde 9  ich  werde  es  eben  so  lange  aufschieben«  bis  mein 
Werk  fertig  ist,  wo  ich  es  hoffentlich  ohne  Kosten  and  die  ge- 
wöhnliche Harlequinerie  werde  werden  kOnnen.  Mit  dem  Abdruck 
meines  Buches  geht  es  noch  immer  langsam,  in  einigen  Tagen 
erwarte  ich  die  Correctur  des  Uten  Bogens/' 

4)    Braun  schweig  d.  22.  Apr.  1799. 

„Vielleicht  werde  ich  indess  im  Kurzen  eine  andere  Plece 
▼OD  einigen  Bogen  abdrucken  lassen,  die  ich  nach  Helmstedt 
schicken  werde  um  mir  die  Dr. -Würde  zu  erwerben.  Der  Her- 
sog hat  es  so  gewünscht,  sonst  würde  ich  vielleicht  schwerlich 
es  thun.*' 

5}    Helmstedt  16.  Dec.  1799. 

„Lass  mich  nicht  viele  Zeit  verderben  um  die  Ursachen  mal- 
«es  spSten  Antwortens  zu  erklären.  Die  vornehmste  ist  die,  dass 
ich  erst  Im  October  bestimmt  wusste,  dass  Ich  meine  damab 
»tendirte  Reise  nach  Gotha  noch  nicht  ausfQhren  w«rde;  nn4 
das9.  Ich  Dir  erst  bestimmt  schreiben  zu  können  wünschte«  was 
für  einen  andern  Ort  ich  nun  einstweilen  damit  vertauscht  habe; 
das  kann  ich  jetzt;  er  ist  Helmstedt,  wo  ich  vor  wenigen  Tagen 
angelangt  bin.' 


l€ 


„Du  erinnerst  Dich,  dass  ich  schon  damals,  als  wir  uns  In 
Clausthal  zum  letzten  Male  sahen,  einen  Aufsai^an  die  philoso- 
phische Facultät  in  Helmstedt  eingesandt  hat^^  um  damit  den 
Namen  eines  Doctors  zu  erwerben.  Dieses  Geschäß  hat  seitdem 
seinen  Fortgang  gehabt  und  die  Facultät  hat  mir  diesen  Namen 
am  ,16.  Julius  ertheilt  ohne  mich  mit  den  meisten  sonst  üblichen 
Förmlichkeiten  zu  belästigen." 

„Dass  meine  Reise  nach  Gotha  rückgängig  geworden  Istt 
daran  ist  vornehmlich  eine  schwere  Krankheit  des  von  Zach 
sehnid,  an  deren  Folgen  er  noch  jetzt  leidet.  Gegenwärtig  ist  ei 
mir  sehr  lieb,  weil  ich  nun  erst'  mit  Eifer  meine  disquisitiones 
arUhmeticae  zu  vollenden  wünsche.'' 


>• 


Da  ich   vor  der  Hand  wol  noch  nicht  bald  in  die  Ketten 
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4rtM«  JliMtte  tralaB  w«rde  und  to  BimviMohwelg  la  aelttMi  Af- 
Mtot  io  w«i%  Hfllfinittal  baite^  so  fasule  kh  den  Bniscklai^ 
«Mb  hiMber  Mch  ifelmstedt  zn  begebe« ,  wo  leb  wol  kirn  Oeteni 
Ueibee  werde.^ 

^Ich  wohne  hier  bei  dem  Profeesor  PTaff,  den  ich  ebenso 
sehr  als  einen  vortrefflichen  Gooraeter,  wie  als  einen  guten  Men- 
jMbfft  «nd  meinen  warmen  Freund  forebre;  ein  Mann  von  einem 
arglos  kindlidbiQo  Karakter,  ohne  all«  die  Leidenscbafteo»  die  deo 
Menocheo  so  sehr  ontebren  und  bei  Gelthrten  so  gewOhidleb  stad." 

•  Braunscbweig  3iUee.  1802« 

,4ch  lebe«  seitdem  Ich  1800  Ostern  Helmstedt  verlassen  habe, 
bisher  beständig  in  Braunscbweig»  hauptsächtlicb  fiir  meine  Göt- 
tinnen, die  Wissenschaften.  Bis  in  den  Sommer  1801  bat  mich 
die  Arbeit  an  meinem  grossen  Werke  beschäftigt^' 

Ans  den  hier  mitgetheilten  Stellen  dieser  Briefe  ergibt  sich 
folgendes : 

Gauss  war  in  jenen  Jahren  zweimal  in  Helmstedt;  zuerst  im 
October  1798»  nach  dem  Intervall  der  beiden  ersten  Briefe  so  or- 
tWUen,  mr  fBr  einige  Wochen.  Er  dachte  also  nicht  daran»  dort 
wm  studIren  oder  Vorlesungen  zu  h5ren«  da  er,  wie  aus  einer  an- 
dera  Stelle  jenes  Briefes  hervorgeht,  in  Brannschweig  auf  der 
Wendenstrasse  eine  feste  Wohnung  gemietbet  hatte.  Gauss 
4at  sieb  gegen  mieh  in  voller  Uebereinstimranng  mit  diesen 
Briefen  Aber  diese  Reise  nach  Helmstedt  so  ansgesprochen. 
,,  leb  ritt  ÜB  Herbst  1798  nach  Helmstedt;  um  die  doHige  Bibtle- 
theky  welche  namentlich  die  verschiedenen  Societätssehriften  voU- 
ständig  enthielt,  zu  benutzen.  Bei  dem  Bibliothekar  Bruns  fand 
leb  eine  sehr  freundliche  Aufnahme,  auch  machte  ich  Pfaffs 
Bekanntschaft, ^wd essen  Hause  ich  wohnte.  Ich  war  Indess  da- 
mals so  mit  der  ueraosgabe  der  Oisquisitiones  beschäftigt,  dass 
Ich  Pfaff  oft  den  ganzen  Tag  Aber  nicht  zu  sehen  bekam/' 


Enm  zweiten. Male  kam  Gauss  etwa  ein  halbes  Jahr  nach 
seiner  Promotion  nach  Helmstedt  in  der  nämlichen  Absidit  vrie 
das  erste  Mal,  als  fertiger  grosser  Mathematiker,  als  der  Schdpfer 
der  Disquisitiones,  die  wenige  Monate  darauf  erscbienen  sind. 
Er  war  der  jugendliche  Herausgeber  des  Werkes  «^  welches  er  ab 
eine  seiner  gross ten  Lebstqngeo  öfter  bezeichnete,  von  dem  er 
sagte,  dass  es  der  Geschichte  aogehßre;  er  war  schon  damals 
der  Erfinder  vieler  neuer  Theoreme;  die  Methode  der  kleinsten 
Qidtats  war  sehen  B  Jahre  fHlber  in  seinem 
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Gautt  wttitle  wibrend  dieM«  svr^iteii,  S  hl«  4  MoMrte  hmg 
dMemden  Avfantliftltas  In.'Hdmstedt  mit  Pf  äff  erst  BÜMr  bekMMlb 
Er  sagte  mir  im  Besag  mof  dieses  VerbiHsiss,  was  -ioh  aafs 
Nene  herrorbebeo  muss^  dass  er  mit  Pf  äff  aaf  abendiielieo 
SpatziergäogeD  sich  mit  ilim  Aber  matbematiscbe  Gegeostände 
nnterbalteDj  dass  er  aber  dabei  glaube  mebr  gegeben  als  empfan- 
gen zu  baben. 

Unter  solchen  Verbältnissen  betraohteta  sieb  der  eivte  Ma- 
thematiker aireier  Jahrhunderte  mit  vollem  Recht  nicht  als  einen 
Schiller,  sondern  als  einen  Freund  Pfaffs  und  l>eanspruchte  nur 
eine  Parität,  deren  sich  dieser  letztere  nicht  zu  scbftmen  brauchte. 


Ausser  jenen  briefnchea  Mittbeilmigen  haben  wir  aw  Auch 
von  Gauss,  knrs  vor  dem  Schlüsse  senea  Lebens  eine  Reihe 
▼OB  Mittheikingen,  welche  geradezu  in  Abrede  stellen ,  dssa  er 
eis  Scfaflier  Pfaffs  gewesen  seL 

Nachdem  der  Briefwechsel  von  J.  F.  Pfaff  mit  dem  Herzog 
Carl  von  Wärtemberg  erschienen  war,  besuchten  Wilhelm 
Weber  und  leb,  wie  wir  es  öfter  zu  tbun  pfl^ten,  Gauss  In 
der  Abendzeit.  Er  war  heiter  und  sprach  Ober  vielerlei  Gegen* 
stände,  namentlich  über  die  historische  Glaubwürdigkeit^  und  hob 
darauf  die  Unrichtigkeiten  ans  Pfaffs  Briefwechsel  hervor,  ganz 
so  wie  es  von  mir  dargestellt  worden  ist 

in  fthnlicber  Weise  hat  sich  Gauss  gegen  meinen  CoHegen 
Venu  Professor  Stern  ausgesprochen,  der  mir  darüber  folgende 
MIttheihing  gemacht  hat,  welche  Ich  hier  einschalte? 

MNIcht  lange  nach  dem  Erscheinen  der  Schrift»  ^SamiUmig 
von  Briefen  gewechselt  swupchen  J.  F.  Pfaff  n«s.  w/<  sagte  mir 
i^auss»  wenn  ich  vielleicht  die  Absieht  hätte,  diese  Schrift  in 
den  Güttinger  gel.  Anz.  su  besprechen,  so  mücbte  ich  nicht  über* 
sehen,  dass  der  Herausgeller  sein  Verhältniss  su  J«  F.  Pfaff 
durehaas  unrichtig  dargestellt  habe,  er  sei  nie  ein  Schüler  Pfaffs 
gewesen,  habe  auch  keine  Voriesungen  in  Helmstedt  gehört  Es 
Ist  dies,  setSEte  er  lächelnd  hinzu,  nicht  die  einzige  Unriobtigkei^ 
welcbe  in  dieser  Schrift  verkommt,  denn  S.22&  in  einer  Note 
whd  Kirsten  als  Mathematiker,  ordentüeber  Pjrafessor  faiGütttn- 
gen,  Kästners  Schwiegersohn  bezeichnet,  während  er  weder 
das  eine  noch  das  andere  war.«' 

Endlich  habe  ich  hervorzuheben,  dass  sieb  In  demselben 
Sinne  Gauss  gegen  seinen  Arzt,  unsere  Freund  und  ColÜBgen 
Prof.  Baum,  und  gegen  aeinen  Assistenten,  Observator  Dr.  Kilo- 
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kerfo««  aqsgecprocben  hat,  welchar  Utitere  id  den  Mtronomi- 
•cheo  Nafikrlohten  n&clMteiis  aber  diesen  GegeoaUnd  «eine  Err 
kliruDg  al^ebeq  wifA, 

Dieses  sind  die  Thatsachen«  welclie  unabänderlich  vorliegen. 
Das  wissenschaftliche  Ptablicum  wird  nach  Veröffentlichung  der- 
selben am  Besten  beurtheilen  kOnnen«  aof  welcher  Seite  Anmaas- 
soDg  und  Eitelkeit  zu  suchen  sind. 

GOttlngen,  d.  20.  Janoar  1857. 


Ich  danke  Herrn  Sartorios  yon  Waltershansen  für  die 
obigen  Mitthelinngen,  und  habe  dieselben  so  bald  als  möglich  in 
das  Archiv  aufgenommen,  indem  ich  glaube,  dass  sie  auch  Herrn 
Dr.  C.  Pf  äff  und  der  Wittwe  des  seeligen  J.  F.  Pf  äff,  die  als 
eine  flberaiw  würdige  Matrone  mit  dem  einzigen  Sohne,,  welchen 
das  Schicksal  ihr  noch  gelassen,   die  letzten  Tage  des  Abends 
ihres  Lebens  in  dem  kleinen  Heldruugen  in  Thüringen  In  stillster 
Zurückgezogenbeit  verlebt,  nicht  unangenehm  sein  werden,  da  si» 
den  trefflichen  J.  F.  Pf  äff,   der  eine  durchaus  edle  Natur  war, 
von  Neuem  nur  in  vortbeilhaftem  Lichte  erscheinen  lassen.    Darf 
ich  selbst  noch  ein  Wort  in  dieser  Sache  sprechen,    so  erlaube 
ich  mir  zu  bemerken,  dass  Herr  S.  v.  W.  seinem  hübschen  Buche 
gewiss  nicht  geschadet,   sondern  nur  wesentlich   genützt  haben 
würde,  wenn  er  die  von  Gauss  gesprochenen  Worte :  „e  r  g  I  a  u  he  I  o 
Helmstedt  bei  seinem  Umgänge  mit  Pfaff  mehr  gegeben 
als  empfangen  zu  haben'' lieber  ganz  unterdrückt  hätte.    Denn 
dass  diese  Worte  durchaus  nur  eine  ganz  vertrauliche  Aeusserung 
gegen  einen  jüngeren  Freund  waren,  sieht  jeder  Unbefangene  auf 
den  eräten  Blick;  und  dergleichen  ganz  vertrauliche  Aeusserungen 
grosser  Mfinner  scheinen  in  der  Tbat  sich  nicht  für  die.Oeffent» 
lichkeit  zu   eignen.    Der,   gegen    welchen  sie  gemacht  wurden, 
wird  immer  am  besten  thun,   sie   in  seinem  eigenen  Herzen  zo 
verscbliessen,  oder  zu  vertrauKcben  Mittheilungen  ftSr  ganz  nahe 
Freunde   aufzubewahren.    Gauss  selbst,    in   dessen    Charakter 
gleichfalls  Edelmutb   der  vorherrschende  Grundzug  war,   würde, 
wenn  er  noch   lebte,  gewiss  selbst  Herrn  S:  v.  W.   wenig  Dank 
wissen,    dass  er  jene  ganz  vertrauliche  Aeusserung  vor  die 
Oeffentlichkeit   brachte.    Wir  aber  danken  Herrn   S.  v.  W.  noch- 
mals liir  die  obigen  Hittheilungen  und  überhaupt  fiir  sein  hübsches 
Buch,  wie  wir  schon  früher  in  wärmster  Weise  gethan. 

G. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physilbu 

Das  ständisch  -  polytechnische  Instital  su  Prsg. 
ProgramiD  zur  fanfzigjährigen  ErioneruDgS'Feier  an 
die  Eru/fnang  des  Instituts.  10.  Noyembef-  18S6l  Im 
Auftrage  des  Lehrkörpers  redigirt  von  Dr.  Carl  Jelinek, 
Off.  ord.  Professor  der  Elementar- und  höheren  Mathe- 
matik am  polytechnischen  Institute.    Prag.  I8S6.  8. 

Lehranstalten,  welche  wie  das  ständisch-polytechnische  Insti- 
tut zu  Prag  vorzugsweise  einen  mathematischen  Charakter  hahen. 
Indem  sie  mit  Recht  die  Mathematik  nebst  den  Naturwissenschaf- 
ten als  die  wichtigsten  Grundlagen  der  gesammten  höheren  Technik 
betrachten»  verdienen  wohl  in  einer  hauptsächlich  der  Förderurig 
des  mathematischen  Unterrichts  gewidmeten  Zeitschrift'  vorzugs- 
weise Berficksichtigung,  besonders  wenn  die  Geschichte  ihrer 
Entstehung  und  Fortbildung,  und  die  Darstellung  ihrer  gegenwär* 
tigen  Einrichtung  in  so  lehrreicher  und  interessanter  Weise  ge- 
geben wird,  wie  in  dem  vorliegenden  366  Seiten  starken  Prograiirm. 
Das  polytechnische  Institut  zu  Prag  feierte  am  10.  November  1886 
das  Jubelfest  seines  fünfzigjährigen  Bestehens.  In  Prag  bestand 
frfiher  eine  auf  Veranlassung  und  durch  die  Bemühungen  des  da- 
maligen landschaftlichen  Ingenieurs  Christian  Joseph  Willen- 
berg von  den  buhmischen  Ständen  gestiftete  Ingenieur  -  Schule, 
deren  Eröffnung  am  7»  Januar  1718  durch  öffentlichen  Anschlag 
nicht  nur  in  Prag,  sondern  auch  in  allen  Kreisen  Böhmens  kund 
gemacht  wurde.  Bei  der  allmäligen  Entwickelung  dieser  Ingenieur- 
Schule  trat  ihre  fortwährende  Annäherung  an  den  Zweck  einer 
eigentlichen  technischen  Bildungsanstalt,  an  welcher  es  damals  in 
Oesterreich  durchaus  fehlte,  deutlich  hervor,  so  dass  es  natürlich 
war,  dass  bei  einem  so  thatkräftigen  und  ftir  sein  Vaterland  so 
begeisterten  Manne,  wie  dem  nachher  auch  in  wissenschaftlicher 
Beziehung  so  berfihmt  gewordenen  Franz  Joseph  Ritter  von 
Gerstner,  der  Gedanke  zur  Reife  kommen  musste,  in  Prag 
ein  eigentliches  polytechnisches  Institut,  —  wohl  das  erste  in 
Deutschland  neben  der  älteren  so  berfihmten  ^cole  polytechnique 
in  Paris,  —  in's  Leben  zu  rufen.  Und  in  der  That  ist  auch  die- 
ser in  so  vielen  Beziehungen  ausgezeichnete  Mann  als  der  eigent- 
liche Gründer  jener  trefflichen  Lehranstalt  zu  betrachten,  wobei 
es  sich  übrigens  von  selbst  versteht,  dass  eine  so  grossartige 
Anstalt  in's  Leben  zu  rufen  ohne  die  kräftige  Beihulfe  der  böh- 
mischen Stände  einem  einzelnen  Manne  nicht  möglich  gewesen 
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sein  würde.  Eröffnet  wurde  die  Anstalt  mit  einer  entsprechenden 
Feierlichkeit  am  10.  November  1806»  und  hat  seitdem  kräftigst 
gewirkt  fiSr  die  Forderung  der  gesammteo  Technik  und  ihrer 
sämmtRdieii  Grund-  und  HMrswissenschaften.  Eine  ausfiShrliche 
Darstellung  der  früheren  und  gegenwärtigen  Einrichtung  der  treff- 
lichen Anstalt  liefert  die  vorliegende  sehr  interessante  Schrift. 
Libensbeschreibungen  und  Verteichnlsse  der  sämmtlichen  Schrif- 
ten aller  früheren  und  jetilgen  Lehrer  verleihen  derselben  auch 
in  literar-hiatorischer  Rücksicht  eine  Bedeutung,  da  sich  darunter 
Männer  wie  Franz  Joseph  Ritter  von  Gerstner»  dessen 
schon  ansgefShrtes  Bildniss  der  Schrift  beigegeben  Ist»  der  be- 
kannte Astronom  Bittner,  der  jetzige  Director  der  Anstalt  Dr. 
Lumbe»  Doppler^Matzka,  Koristka»  Jelioek»  Schuhersky» 
Bailing,  Zippe  und  andere»  die»  wenn  auch  keinesw^s  von 
geringerem  Verdienst;  uns  doch  weniger  als  Schriftsteller  bekannt 
geworden  sind»  befinden.  Wir  empfehlen  die  interessante  Schrift 
allen»  die  sich  ftlr  polytechnische  Lehranstalten  interessiren«  auTs 
Angelegentlichste»  und  wünschen  dem  trefflichen  pol3rtecKnischen 
Institute  in  Prag  bei  dem  Antritt  des  neuen  halben  Jahrhunderts 
seines  Bestehens  ferneres  segensreiches  Wirken  und  Immer  grSs- 
sere  Blütbe. 


Druckfehler. 

In  diesem  Hefte  erfordert  Taf.  I.  folgende  Berichtignngesi 

Taf.l.  Flg.  1.  Ist  XX*  und  aa'  noch  zu  ziehen. 

»»      Flg.  3.  und  Fig.  4.  fehlt  der  Buchstabe  /»  und  die  Punkte, 
wo  derselbe  hingehört»  sind  leicht  von  selbst  ersichtlich« 

Ifp      Fig*  3.  statt  m'  muss  m  gesetzt  werden. 

»»      Fig*8«  mues  das  oberste  f  bloss  t  heissen. 
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VII. 

Ueber  das  Wesen  der  Fanktionen,  insbesondere  aber 
Tieldeatigkeit,  Unbestimmtheit,  Veränderlichkeit,  Diffe- 

renziation  and  Stetigkeit 

Von 

Herrn  Bauraih  Dr.  Hermann  Sehefflery 

SU  BrAQiischweig. 


Die  Vieldeatigkeit,  Unbestimmtheit  aod  Stetigkeit 
der  Funktionen  ist  nocli  fortwfthrend  ein  so  reichlicher  Quell  tob 
IrrthSmern  in  der  Mathematik»  das«  es  nicht  unzweckmSssig  sein 
wird»  über  das  eigentliche  Wesen  jener  Eigenschaften,  so  wie 
fiber  die  Ursachen  ihrer  Entstehung  einige  kritische  UntersncbuSK- 
gen  anzustellen  und  dabei  zugleich  die  schwankenden  Vorstellun- 
gen und  Definitionen  dergestalt  zu  fixiren»  dass  die  Gefahr  vor 
falschen  Auslegungen  thunlichst  vermieden  wird. 

Die  hierher  gehörigen  Begriffe  erläutern  und  veranschaulichen 
sich  am  natürlichsten  durch  ^e  geometrische  Auffassung  der 
Grössen.  Dieselben  ergeben  sich  daher  unmittelbar  aus  den 
Prinzipien  des  Situationskalkuls»  unter  welchem  Titel  ich  mir 
erlaubt  habe»  die  zwischen  Geometrie  und  Arithmetik  bestehenden 
gesetzlichen  Beziehungen  in  einem  besonderen  Werke  systematisch 
zu  entwickeln.  Da  es  jedoch  scheint»  als  wenn  jene  Prinzipien» 
durdi  welche  das  Imaginäre  den  Charakter,  des  Unmöglichen  ver- 
liert und  als  wirkliche  Grösse  dem  Reellen  an  die  Seite  tritt»  bei 
numchem  Hadiematiker  Immer  noch  wie  Phantasiespiele  a«r  biUU 
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liehen  Erlftaterang  von  Traomgestalten  gelten,  ond  daee  ren 
deren  Matberoatikem»  welche  sich  freilich  Ober  eine  solche  Seihet* 
tänechong  bereits  erhoben  haben,  doch  noch  nicht  die  Tragweite 
jener  Prinxiplen  sowohl  in  georoetrischeni,  wie  in  arithmetische» 
Sinne  erkannt  und  das  Licht  gehurig  gewürdigt  ist,  welches  die- 
selben aber  das  Gmndwesen  der  Grossen  und  Operationen  selbst 
der  höheren  Aoalysis  verbreiten ;  so  mochte  bebnf  des  angekün- 
digten speziellen  Zweckes  eine  Hervorhehnng  der  desfallsigeD 
Sätze  nicht  ohne  Nutzen  sein.  In  Betracht  der  Leichtigkeit,  mit 
welcher  sich  diese  Sätze  aus  der  fraglichen  Theorie  ergeiieia, 
wird  es  übrigens  genügen,  dieselben  möglichst  kurz  und  ohne 
weitläufige  Begründung  anzufiSbren. 

L    Vieldeutigkeit. 

L  Aa  einer  Gtösse  kommen  als  nntbematiBche  Eigensd^afNp 
In  arithmetischem  Sinne  ihre  Quantität  und  ihf  2eieben 
In  Betracht.  Fasst  man  die  GrOsse  geometrisch  als  gerade  Linie 
auf;  so  ist  ihre  Quantität  durch  die  Länge,  und  ihr  Zeichoa 
durch  die  Richtung  jener  Linie  dargestellt. 

2.  Wenn  e  die  Quantität  oder  Länge  einer  Grösse  bezeich- 
net; so  können  darunter  nur  absolute  Werthe  gedacht  werden, 
deren  algebraische  Vertreter  die  absoluten  Zahlen  von  0  bis  od 
und  deren  geometrische  Vertreter  die  verschiedenen  Längen  einer 
geraden . Linie  sind,  welche  auf  der  Einen  Seite  durch  denflnU- 
punkt  begränzt,  nach  der  anderen  Seite  aber  unbegränsl  ist 

3.  Wem  man  nur  Grössen  betrachM,  deren  geomelilsdie 
Stellvertreter  die  Linien  in  Ein  und  derselben  Ebene  sind;  se  ist 
4as  algebralsohe  Zeichen  irgend  einer  GrOsse  gleich  e^  (wiorin 

f=V  — I).    Dasselbe  gesellt  sich  als  Falttor  oder  Richftings« 
ko  effizient  zu  dem  Werthe  a  der  Quantitiit,  so  dass  der  vöB» 

ständige  Ausdruck  jener  Grosse  at^'^T^  Ist 

Geometrisch  stellt  a  den  Neigungswinkel  der  betrelen- 
den  Linie  gegen  die  positiv  reelleMLxe  dar,  welchen  wir  zu  grosse- 
rer Bestimmtheit  hier  lieber  den  Drehungswinkel  nennen 
wollen.  Auch  der  Buchstabe  o,  welcher  ebenso  wie  a,  rdiie 
Quantitäten  misst,  kann  nur  absolute  Werthe  von  0  bis  od 
annehmen. 

4.  Die  Yorläufige  Besehränkong  anf  Linien  in  Einer  Ebene 
M  rl*D  i^ükfihrllch,  jedoch  für  viele  Zwecke  ausreichend.  Mit 
-kkt  2Mt  wM  man,  se  wie  es  bereits  im  SitaatioBskaikiii 
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hM  latp  die  Operfttione»  der  Mathematik  dergestalt  etweiters, 
BmA  die  reioe  Analyala  «leb  der  Betfachton^  der  drei  Diinea* 
dea  Ranmea  aicfct  entschlai^en  kaan.  Vorlfiofig  absirahtren 
ffir  jedecb  der  Einfiichbeit  wegen  von  aolchen  ailgeroelDerc« 
(Maaenhtldmigeii. 

6«    Die  Grusae  j  =  yT — 1  im  Richtungskoefficienten  ist  zwei- 

dOMtig  nod  kann  aowohl  -f  V^— 1,  wie  — V — 1  sein.    Will  map 

Zweidentigkdt  beseitigen,  also  {  s=  4-  V  — 1  aetsen ,  waa  19 
Hinsicht  ratbsam  ist,  and  hier  durchgehends  g#*- 
•chehen  aoll;  so  mnss  man  den  Charakter  der  Grosse  m  dabin 
indem,  dass  dieselbe  nun  nicht  mehr  absolute,  sondern  über* 
kanpt  reelle,  also  positive  nnd  negative  Werthe  darstelle. 

6*  Fflr  azsUn,  worin  k  eine  ganze  Zahl  beaeichnet,  wird 
der  Bichtnngakoeffizieqt  e^=;;-f  1  und  für  a7=(2£-|-l)ff  wird  der* 
Mibe  :95<— 1.  Zwei  Ricbtungskoeffizienteo,  in  welchen  ^icb  die 
CMlsaeo  9  durch  ein  unpaares  Vielfaches  von  »  unterscheiden, 
Mtsprecben  den  Grossen  mit  entgegengesetzten  Zeichen 
oder  den  Linien  mit  entgegengesetzten  Richtungen,  also 
•eichen  Linien,  welche  sich  von  einem  festen  Mvllpunkte  aus  in 
dettdben  Geraden  nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche  er- 
nlr0cken. 

Es  gereicht  oftmals  zur  Vereinfachung  der  Untersuchung,  wenn 
flMui  für  den  Buchstaben  a,  welcher  eigentlich  die  reine  Quantität 
damteBea  soll,  nicht  bloss  absolute,  sondern  reelle,  also  po- 
sitive nnd  negative  Werthe  zuiflsst,  in  welchem  Falle  sich 
dorcb  den  Messen  Zeichenwechsel  von  a  (von  4-  auf  —  oder 
von  —  auf -f)  G'^ctsco  von  entgegengesetzten  Richtungen 
kond  geben.  Diese  Erweiterung  der  Bedeutung  des  Buchstaben  a, 
welche  auch  wir  znweilen  annehmen  werden,  erleichtert  besonders 
üe  Schreibweise  nnd  Umgestaltung  der  Formeln,  indem  dann  die 
e%entlicb  als  Operationszeichen  der  Addi tioi^  und  Subtraktion 
dienenden  Zeichen  4-  und  —  auch  kurz  alsRichtnngszelchen 
Air  ^■**'  nnd  e^^H-i)?»'  gebraucht  werden  können. 

7«  Die  Form  s^scosa-f  sina.t  des  Richtangskoeffizieaten, 
weicher  der  Drehungs  Winkel  a  genau  erkannt  werden  kann, 
der  vollständige  Richtungskoeffizient  Die  Fom 
m+mt  dagegen,  aas  welcher  sich  nur  der  Werth  von  ees«  und 
sina,  nicht  aber  der  Werth  des  Drehungs winkels  a  selbst  genau 
ergibt»  heisse  der  abgekürzte  RicbtungskoeffizieDt« 

8.  Wenn  eine  ven  NnU  verschiedene  endliehe  6r5sse  mit 
v#llsUlndiffsm  Rlcbtungskosffizienten,  also  in  der  Fonn 
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at^  gegeben  ist;  «o  ist  sie  stets  TollkomiiieD  bestimiiit»  cLb. 
e«  bleibt  weder  blnslcbtllcb  Ihrer  Quantitftt  nocb  Un  sichtlieb  ibre^ 
Richtung»  nocb  hiDsichtlicb  ihres  Urebungswinkeis  irgend 
eine  Unbestimmthtit  oder  Vieldeutigl^eit  fibrig.  Ist  eine  GrGsner 
aber  nicht  mittelst  des  vollständigen  Rlchtangskoefizienteii^  mom^ 
dem  in  einer  solchen  Weise  gegeben,  dass  der  RichtungskoefB- 
zlent  erst  ans  anderen  Daten  ermittelt  werden  muss;  so  ist  Im 
Allgemeinen  nnr  die  Quantität  a  uod  die  Richtung,  d.  b.  der 
absolute  Werth  des  Richtungskoefrixienten  ^  der  Grüeee 
bestimmt»  der  Drebungswinkel  a  bleibt  aber  gewObnIieb  tM- 
deutig. 

Der  letztere  Umstand  tritt  immer  ein,  wenn  eine  GrOne 
mittelst  des  abgekürzten  Richtungskoeffizienten  m-|-ftt» 
also  in  der  Form  (m-f  nQa»  oder  wenn  sie  überhaupt  als  die 
Summe  zweier  Tbeile  in  der  Form  6-fct,  oder  endlich,  wenn 
sie  geometrisch  nach  Länge  uod  Richtung  gegeben  Ist«  In 
diesen  Fällen  ist  zwar  die  Länge  a  und  die  Richtung  der 
fraglichen  Linie  genau  bestimmt;  in  Beziehung  auf  die  Richtung 
ergibt  sich  aber  mit  Bestimmtheit  nur  der  Wertb  des  eigentlidieB 
Neigungswinkels»  welcher  den  kleinstmuglichen  posi» 
tWen  oder  fundamentalen  Wertb  des  Drehungswinkels  a 
darstellt.  Der  letztere  Drehungswinkel  bleibt  also  in  der  Welse 
unbestimmt»  dass  für  denselben  jeder  beliebige  Wertb  genommen 
werden  kann,  welcher  sich  von  dem  gedachten  fundamentalen 
Neigungswinkel  um  irgend  ein  Vielfaches  von  2;r  unterscbeidet 
In  geometrischem  Sinn  liegt  diese  Unbestimmtheit  darin»  dass  die 
gegebene  Linie  bei  ihrer  Erzeugung  aus  der  Einheit  nocb  beliebfg 
▼iele  ganze  Umdrehungen  um  den  Nullpunkt  nach  links  oder 
rechts  gemacht  haben  kann. 

9.  Die  Gr5sse  null  hat  ausserdem  nocb  vor  allen  übrigen 
Grössen  die  Eigenthamlicbkeit»  dass  wenn  ihr  Drebungswinkel 
nicht  ausdrückUch  gegeben  ist»  sie  mit  jedem  beliebigen 
Drebungswinkel  gedacht  werden  kann.  Dieser  Umstand  macht 
die  Null  geeignet»  das  Anfangsglied  einer  jeden  vom  Nullpunkte 
auslaufenden  geradlinigen  Gr5ssenreibe  zu  sein ;  in  jeder  einzelnen 
dieser  unendlich  rerschiedenen  Rollen»  welche  die  Null  als  Null- 
punkt einer  solchen  Grössenreibe  zu  spielen  vermag»  muss  sie 
jedoch  notbwendig  als  mit  dem  betreffenden  Drebungswin» 
kel  begabt  angesehen  werden. 

Ferner  baftet  der  Null  eine  Unbestimmtheit  hinsichtlich  ihrer 
Quantität  an»  welche  jedoch  nur  dann  hervortritt»  wenn  die  Null 
einer  solchen  Operation  unterworfen  werden  soll»  welche  die  Kennt- 
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«te  ihres  V«rbftltiiis86S  xor  Einheit  erfordert.  In  diesen 
Fdle  kann  die  Noll  nur  als  anendiich  kleiner  Theil  der  Ein- 
heit \^  gedacht  werden,  nnd  es  fibertrSgt  sich  somit  die  dem 

S^riffe  des  Unendlichen  hinsichtlich  der  Quantität  inhärirende 
Unbestimmtheit  auch  aaf  den  Begriff  der  Null. 

Von  den  darch  die  Grossen  0  und  od  berrorgemfenen  Uniie- 
stimmtbelten  wird  fibrigens  erst  weiter  nnten  In  Nr.  24.  bis  28. 
die  Rede  sein. 

10.  Da  sich  die  sub  8.  und  9.  erwähnten  unendlich  verschie- 
denen Werthe  einer  Grosse  Im  geometrischen  Sinne  sämmtlich 
•iniuider  decken;  so  kann  der  Eine  fOr  den  anderen  swar  dann 
gebraucht  werden»  wenn  es  auf  weiter  Nichts,  als  eine  einfache 
Ansehanung  jener  Grösse  nach  Länge  und  Richtung  ankommt 

Wenn  jedoch  mit  einer  solchen  Grosse  noch  weiter  operirt» 
d.h.  wenn  sie  gewissen  gesetzmässigen  Veränderungen 
unterworfen,  oder  was  Dasselbe  ist,  wenn  eine  Funktion  von  Ihr 
gebildet  werden  soll,  kommt  es  auf  die  Entstehung  jener  Grösse  aus 
der  Einheit  sehr  wesentlich  an.  In  diesem  Falle  Ist  also  die  obige 
Vieldeutigkeit  vom  grosser  Wichtigkeit  und  es  ist  Tollig  unzulässig» 
den  Einen  jeuer  Werthe  för  den  anderen  zu  gebrauchen  oder  in 
derselben  Rechnung  unter  der  vieldeutigen  Grösse  an  der  einen 
Steile  diesen  und  an  der  andern  Stelle  jenen  Werth  zu  verstehen. 

11.  Wenn  man  irgend  Einen  der  in  Rede  stehenden  voll- 
koonnen  bestimmten  Werthe  solchen  Operationen  unterwirft, 
welche  selbst  völlig  bestimmt  sind,  also  In  keiner  Hinsicht  eine 
Willkflhrllchkeit  oder  Vielfachheit  des  Verfahrens  gestatten;  so 
kann  daraus  immer  nur  ein  einziger  Werth  hervor  geben.  Jede 
'VÜliig  bestimmmte  Funktion  einer  völlig  bestimmten 
GrSsse  kann  also  nur  einen  einzigen  Werth  haben. 
Hlerbd  mflssen  wir  jedoch  ausdrücklich  bevorworten,  dass  Im! 
der  Entwicklung  der  Funktion  an  keiner  Stelle  die  Grösse  0  oder 
so  erscheine,  indem  hierdurch  Unbestimmtheiten  veranlasst  wer- 
den, welche  erst  in  Nr.  24.  bis  28.  näher  erwogen  werden  sollen. 

Sobstituirt  man  nach  und  nach  die  übrigen  Werthe  einer  viel- 
deötigen  Grösse  in  dieselbe  bestimmte  Funktion,  so  erhält 
man  ebenso  viel  bestimmte  Resultate.  Bezeichnet  also  F 
eine  bestimmte  Fnnktlon;  so  hat  F{x)  gerade  so  viel  Werthe,  als 
X  selbst  Indessen  kann  es  sich  jetzt  sehr  wohl  ereignen,  dass 
eidi  die  unendlich  vielen  Werthe  von  F(x)  geometrisch  nicht  decken, 
dass  dieselben    vielmehr  nach  Länge  oder  nach  Richtung  oder 
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Midi  Beiden  f ereobieden  «ind.  In  der  Refcl  gropf irAi  «icfe  ibffl>> 
^rens  diese  verdcliiedenen  WertVie  von  FXx)  in  eine  iendlleb% 
Anzahl  von  Reihen»  deren  Glieder  eich  geometriech  deebtn» 
eo  dasAy  wenn  es  nur  auf  die  Länge  and  Richtung  von  F(x)  an- 
kommt, man  jedes  Glied  Ein  and  derselben  Reihe  flfr  das  Sndere 
nehmen  und  der  Grosse  F(x)  nur  so  viel  rerschiedene  WeHbe 
ziischreibeB  kann,  als  Reihen  vorhandeo  sind. 

II 
Demnach  bat  z.B.  jede  der  Funktionen  x"»  V^»  1^*  M^ 

einen  einzigen  Werth,  wenn  x  vollkommen  bestimmt  in  der 

Form  me^  gegeben  ist,  nSmIicb  resp.  den  Werth  «^^"«'»  V0»i^k 
log«-f«f.  Wenn  dagegen  von  x  nur  die  Länge  und  Riobtiittg» 
viicht  aber  der  Drehangswinitel  gegeben  ist»  so  dass  x  «oendfich 
vieldeutig  and  demnach  durch  den  vieldeatigen  Aijisdnicfc  «e^efMwy 
dargestellt  ist;  so  besitzt  jede  der  vorstehenden  Funktionen  auch 
unendlich  viele  Wertbe»  welche  resp, 

sinA.  Diese  unendlich  vielen  Wertbe  von  F(s)  grupplren  rieb 
Übrigens  fär  die  rationale  Funktion  a^  in  eine  einzige  Reihe, 
deren  Glieder  sich  geometrisch  säoimtlich  decken;  (Ür  dlelittfÜo- 

nale  Funktion  Vx  erhält  man  dagegen  n  solcher  Reiben»  «he 
n  Werthe,  welche  sich  geometrisch  nicht  decken;  für  die  lo« 
gerithmische  Funktion  log o?  erzeugen  sich  sogar  eine  an  endliche 
Menge  solcher  Reihen,  von  denen  eine  jede  nur  ein  elnif- 
ges  Glied  besitzt,  also  Oberhaupt  unendlich  viel  ganz  rerscble- 
dene,  d.  h.  geometrisch  sich  nicht  deckende  Werthe  vonf^^- 

Zur  besseren  Unterscheidung  wollen  wir  anbestimmte  GrAseen 
der  bisher  betrachteten  Art,  deren  sukzessive  Werthe  keine  ele- 
tig  zusamroenhfingende,  sondern  eine  diskontinuirlicbe  Reihe 
bilden,  vieldeutige  nennen,  indem  wir  den  Ausdruck  unbe- 
stimmte Grössen  für  solche  reserviren,  deren  Werthe  ia  einem 
stetigen  Zusammenhange  stehen,  wie  die  Ordinaten  einer 
stetigen  Kurve. 

13.  Als  erste  Fehlerquelle  bei  manchen  Entwicklungen  kann 
man  nun  die  unvermerkte  Vertauschung  des  Fundamentalwerthes 
der  Grosse  x  mit  irgend  einem  anderen  ihrer  generellen  Werthe 
w&hreod  Ein  und  derselben  Untersuchung  bezeichnen. 

Uierzn  würde  s.  B.  der  Fall  gehören,  wenn  man  in  der  IM- 
nong,  es   nur  mit  Fandamentalwerthen  von  m  m  thon  s« 
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glrfeh  I— V  — 1  schriebe.  Denn  in  der  That  Hegt  der  erefen 
Fermel  V2=-|-va  der  fondamentale  Werth  x^^tfi^  la 
Qhoide»  welcher  V^^  V2.eW  =  +  V2  ergibt;  dagegen  liegt  der 

■weiten  Formel  V  — 2V^=  1  -  V^  nicht   der    fonda- 

aeniale  Werth  x—'i€'^\  sondern  der  Werth  j?  =  2e("«  ^*')* 
sH  Grunde,  welcher 

ergibt 

Bei  gteichmSseiger  Beharmng  bei  den  Fnndamentalwer- 
tfcen  Ton  ar»  welche  den  kleinsten   positiven  Neigangswinkehi 

entsprechen,  wfirde  man  gleichzeitig  V2=-f  V2  und  V— 2V--I 
s  —  1  -|>  V— 1  nehmen  roOasen.  » 

13.  Za  einem  fehlerhaften  Verfahren  der  yorstehenden  Art 
▼emrtheilt  man  sich  bei  einer  Untersnchung  zuweilen  selbst,  indem 
man  fai  der  besten  Absicht,  behnf  Erreichung  möglichster  Strenge, 
die  Unbestimmtheit  mancher  Zeichen  und  Regeln  durch  eine  feste 
Vorschrift  zu  verbannen  sucht,  nach  welcher  man  in  den  betref- 
fenden Fdlen  unabSnderlich  verfahren  will.  Diese  Regel  ist  zu- 
weilen nicht  auf  das  innere  Wesen  der  Dinge  begründet,  stützt 
sich  vielmehr  auf  spezielle  Eigenschaften  oder  spezielle 
Grussenreiben,  welche  keine  allgemeine  Gfiltigkeit  haben, 
edet  auf  sonstige  sufällige  Nebensachen,  ohne  die  Haupt- 
sache SU  treffen,  oder  sie  verlangt  Etwas,  was  nur  unter  gewis- 
sen Umständen  den  beabsichtigten  Erfolg  hat»  in  allgemeineren 
Villen  aber  den  Zweck. verfehlt,  oder  sie  geht  darauf  hinaus. 
Etwas  an  erzwingen,  was  gar  nicht  erzwungen  zu  werdeif 
^A«obt  und  sich  auch  nicht  erzwingen  Ifisst,  ohne  zugleich  ge- 
hllhere  Prinzipien  zu  verletzen. 


Hierher  ist  es  z.B.  zu  rechnen,  wenn  man  behuf  vermeintfi- 
eher  Beseitigung  von  Unsicherheiten  unter  positiven  Grössen 
aHgi>mtfi>  diejenigen  verstehen  will,   deren  reeller  Theil  positiv 

ist  (s.  B.  die  Grösse  2  — Sy  — 1)  und  nun  die  Bedingung  aus- 
spridit,  dass  von  der  in  der  Untersuchung  vorkommenden  Wurzel- 
g>lsse  V^  stets  der  positive  Werth  genommen  werden  solle. 
IMess  wfirde,  wie  in  dem  snb  12.  angefahrten  Beispiele,  dahin 
Ohre»,  dass  man  vo^  Vx  ffir  d?  =  2  den  fundameu(|ilen,  dar 
gegeaftr  j^ac— 2V^--1  nicht  den  fnndam*en taten  Werth  nähme. 


wodarofa  die  listige  Vleldeotigkdt  »war  beseitiget,  d^r  slNir 
Grossen  aus  gaos  verschiedenen  Grandreilien,  welche  La 
gar  keioem  organischen  Zusammenhange  stehen»  mit  einander  in 
Vergleicbung  gebracht  sind,  also  eine  offenbare  Verwirrung.  Ja 
den  Grundbedingungen,  deren  sich  keine  mathematische  Speku- 
lation entschlagen  darf,  herbeigefiifart  ist. 

14.  In  dem  obigen  Satze  11.  ist  bei  der  Bildung  einer  Funk- 
tion F(x)  aus  der  Grosse  o:  ausdrficklich  von  bestimmten,  il.  h. 
von  solchen  Operationen  geredet,  fiber  deren  gesetzliche  Verftn- 
derungen  durclüius  keine  Vieldeutigkeit,  Unbestimmtheit  oder  Will- 
kQhrlichkeit  obwaltet 

In  diesem  Sinne  bestimmt  sind  zwar  alle  eigentlichen  Grund- 
Operationen  der  Arithmetik  undAnalysis  oder  können  dech  wenig- 
stens bestimmt  ausgesprochen  werden.  Gleicbwoi  f&bren  dieselben 
nicht  immer  zu  einem  völlig  bestimmten  Resultate,  selbst  wenn 
die  Grundgrusse  x  und  die  übrigen  damit  zu  verknöpfenden 
Grossen  völlig  bestimmt  gegeben  sind.  So  liefert  z.B.  die  Mul- 
tiplikation, Division,  Potenzirung,  Wurzelausziebung 
und  Exponentiation,  wenn  die  zu  verknöpfenden  Grossen 
genau  gegeben  sind,  ganz  bestimmte  Wertbe.  Die  Addition 
und  Subtraktion  zweier  völlig  bestimmten  Werthe  erzengt jedoh 
eine  Grösse,  welche  nur  nach  Länge  und  Richtung  bestimn^t 
ist,  deren  Drehungswinkel  aber  in  der  sub  8.  erwähnten  un- 
endlichen Grössenreihe  vieldeutig  bleibt. 

Wenn  diesen  Umständen  nicht  gehörig  Rechnung  getragen  und 
die  zuletzt  erwähnte  Vieldeutigkeit  nicht  bei  allen  miteinander  an 
vergleichenden  Grössen  nach  einem  gemeinschaftlichen  Prinzipe 
gehoben  wird,  ist  man  abermals  der  Gefahr  von  Irrthfimem  ans* 
gesetzt 

15.  Zu  den  behuf  Bildung  einer  Funktion  vorgeschriebe» 
nen  Operationen  gesellen  sich  oftmals  noch  andere,  welche  nicht 
vorgeschrieben  sirid,  welche  aber  auf  den  ersten  fiflchtigen 
Blick  als  unschädlich  und  zulässig  erscheinen  und  bald  bewosst^ 
bald  unbewusst  —  bald  in  diesem  bald  in  jenem  Stadium  der 
Entwicklung  —  bald  mit  grösserer,  bald  mit  geringerer  Intensität 
ausgeiährt  werden. 

Diess  sind  die  wiilkärlichen  Zusätze  der  Weftlie 
2JlaH  in  den  Exponenten  der  Richtungskoeffisienten  eder 
In  geometrischer  Sprache  die  ganzen  Umdrehungen;,  weteha 
man  mit  den  bei  der  Entwicklung  der  Funktion  allmäbllch  er- 
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Da«s  solche  ganze  yrodrehongen  in  Allgeme^en  e tat t hall 
etad»  unterliegt  iteineiii  Zweifel,  ineofera  auf  dieselben»  wie  auf 
die  fibrigen,  direkt  yorgeschrteb^nen  Operationen  geh5rig 
Rfickeicht  genommen  wird,  und  insofern  dieselben,  weniiidfo 
Funktion  F(x)  ffir  verschiedene  Werthe  von  x  su  Kierechnen  ist» 
stets  bei  denselben  Entwicklungsstufen  und  ^in  derselben 
Art  und  Weise  vorgenommen  werdefi.  Fehlt  A^an  hiergegen, 
so  Icann  man  su  ganz  falschen  Schlussfolgerungen  geleitet  werden* 

So  Z.B.  wird  wo!  jeder  Mathematiker  die  Gr5sse  ^jr.nii|(% 
denklich  fBr  Einen  der  möglichen  Werthe  der  Funktion  Y^  hal- 
ten} aber  9icbt  aiie  werden  sich  darflber  Rechenschaft  geBen» 
Jbss  diess  ganz  unm5glich  sein  wflrde,  wenn  bei  der  Biidungjen|r 
Funktion  keine  anderen,  als  die  wirklich  Torgeschriebenen 
Oper^tion^»  welche  zuerst  in  einer  Quadrlruag  .und  jnodl^n  in 
einer  Radizirung  bestehen»  zur  Ansfäbrung  kämen^  Denn  un^ 
solchen  Umständen  nimmt  jene  Funktion,  selbst  wenn  man  für 
xssae^  den  allgemeinsten  Ausdruck  ae^'-f^'')'  setzt,  da  dann 
«•=  a««»(«+***)'  wird  und  Vx^^(x^i  iat,  immer  nur  den  Werth 
^a-i-sini)^  .an^  welcher  entschieden  =a:  und,  nienials.ss— «  ist 
was,  für  eine  ganze  Zahl  man  auch  fGr  k  setzen  mSgel 

Der  Wenrth  — ^ar  kann  auch  noch  nicht  dnmal  dadurch  hiwüsif 
gebracht  werden»  dass  man  dem  Gesammtwerthe  der  Fun^ion  %fäß 
noch  mehrere  ganze  Umdrehungen  beilegt     Denn  hierdureb-w 
hielte  man  immer  nur  den  Ausdruck  Vj;*  =  ae(^(*H-s*')»]'^  welcher 
fllr  keine  Werthe  von  k  und  tf  gleich  — x  werden  kann. 


Dieser  Werth  —  j?  kann  viebaehr  «ur  .dadurch  aneiigt 
den»  dass  man  nach  der  Quadrirung  änd^roi  der  tttadl^ 
zirang  beliebige  Umdrehungen  vornimmt »  wodurch  afl  die 
Form  tfitfli^i^-^^)^]^  und  devigemXss  Va^  die  Form  aei*^^^)''¥ 
annimmt,  welche  fflr  alle  paaren  Werthe  von  V  gleich  x  und 
flto*  alle  uupAaren  gleich —jT  ist 

■ 

Hieraus  erkennt  man»  dass  die  Formel  V(±ap)*=«  fVf^ 
Widerspruch  enthält»  und  ^ass  es  ganz  unstatthaft  ist» '& 
derselben  Entwicklung  obife  weitere  Distinktion  die  Funktion  V^ 
sowol  f3r  positive,  wie  fflr  negative  Werthe  von  x  stets  po- 
•4tiv  au  nehmen»  weil  man  es  unter  Qea^htang  d£r,.l^fi|t  v^fi^r 
^aehtlebeii.an»  aber  dennoichfauagelibrlea*  Opi^fa^oi^l^^ 
Mden  Fillea  gw^isseraiissepi  .i^cht  mehr  {s^i,  def  mI^^J/.  mmr 
dem  mit  zwei  ganz  ▼erschiedennniF!9nMlWW<:««/jliM^ 
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QU»  dl»  ewUfcntwi  UgawOhaliehaD  Duabrngen  iat  «Im 
famar  V(±jr)*=±«  n  mImb.    DeaMack  M  t.B. 


«Hu  Mcn 


»I  Mtieii.    Dieses  erkeont  man  aneh  direkt  dnich  die  prUeere 
Foniid 


=  r^^^=coa(-5)+«iii(-?)V^=-V^> 


5|/To«v     g. 


Oai  Ten  VorfttefaeDdem  eine  fernere  pnlüeclie  AnwendiMig 
n  teigen;  eo  bemerken  wir,  daes  die  Formel 

(Bin  epeticller  Fall  der  GleiGhoDg  der  Hyperbel  Ist  mid  in  dieeer 
Geelalt  swel  Im  Mitlelpankte  O  sich  darchschneidende  gerade 
Unten  AB  naACD  dnmtellt  Niaunt  man  die  WnnelKiltese  in 
4im  nnprflnglidien  Sinne;  ee  beilebt  nicb  jene  Femel  in  der 
Cenlnit 

k 

nnf  ^  Gmde  ilif»  ond  nimmt  mnn  dieselbe  mit  entgegengesetitem 
leieben;  se  entspricht  die  Formel  in  der  Geslnit 

6 

der  Geraden  CD.  Wollte  man  aber  die  WnnelgrSsse  für  jeden 
beliebigen  Wertb  Ton  s  unbedingt  positiv  nehmen;  so  wflrde 
die  Fonnel 

gebreehenen  Untensng  AOD  damteilen.    Die  gentome 
m  Tangente  des  Nelgagswinkeb  ^  der  Geraden  AB  gegen 
LbedMenase  whrd  fir  jede  nvrel  beliebige  Wirthe  e,  tf  im 
9  nnsgedrSokl  nnich 


■P 


Abs 
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HieriD  muas  unter  \'x'  offenbar  sUto  Eid  und  dieselbe  Funk- 
tion verstanden  werdeu,  uad  wenn  diess  gescbiehl,  nimmt  t&ugy, 

wie  «s  auch  Bein  muBS,  den  bonatanlen  Werth  ~  M,  welcha 

poaidven  und  negativen  Wertbe  auch  x"  und  x'  haben  mSgen. 
Verstände  man  jedoch  unter  Vx*  immer  den  abaolutsn  Wertb 
von  X ;  so  würde  die  vorstehende  Forme!  nur  fQr  diejenigen  Ftlla 

richtig  sein,   und  den  konstanten   Werlb  —  ergeben,  wo  x'  and 
x"  beide  positiv  wären:  ßir  diejenigen  FSlIe  aber,  wo  die  «mte 
Ahscisse  positiv  =«;' und  die  aweite  Abszisse  negativ  ^—x' 
:et  wQrde  jene  Formel  unrichtig  aeio  nnd  den  variabelen 

Ebenso  nimmt  wol  Mancher  (für  positive  x)  Einen  der  nnend- 
lieh  vielen  Werthe  von  log(— x)'  ohne  Weiteres  reell  und  dem 
absoluten  Betrage  nach  gleich  2lo^x,  alaoaueh  lIog(— j:)*=logz 
an.  Diess  würde  unmilglich  sein,  nenn  man  bei  der  Bildung 
der  Funktion  log(-'X)"  nar  -~x  qoadrlrt  und  von  diesem  Quadrate 
den  Logarithmus  genommen  dächte.  Denn  aldann  würde  der  geae- 
relle  Wertb  v««  log(— *)•,  wenn  man  allgemein  — a;=:a-ef>+")"* 
■fitzt,  gleich 

2lop3r  +  2(l  +  2*)m"  also  auch  llog(-x)»  =  log«  +  (I +  2*)«i 

stets  imaginär  und  für  keinen  denkbaren  Werth  von  k  reell 
sein  kSnnen.  Reelle  Werthe  kann  diese  Funktion  nur  annehmen, 
wenn  man  voraussetzt,  das  Quadrat  (— ;c)'  erleide  noch  vor  dar 
Logarilbmirung  eine  ^  matige  Drehung  um  den  Nullpunkt. 
Diess  gibt  den  generellen  Ausdruck 

ilog{w3:J«  =  logjr  +  (l+2i+i')«, 
(fir  uapaare  Werthe  von  if  reell  wird. 

Hierana  geht  auch  der  Irrthum  hervor,  in  welchem  diejenigen 

Schriftsteller   berangen  sind,    welche  das    Integral     /   —     nicht 

=  logj:,  sondern  =:ilogx'  setzen  wollen,  in  der  Meinung,  der 
letztere  Ausdruck  sei  fQr  negative  x  stets  reell,  der  ersten) 
dagegen  stets  imaginär,  der  erstere  Ausdruck  sei  daher  ricb- 
tiger,  weil  sich  nach weiaea  läsat,  dass  da«  bestimmtetntegnl 


■  n 


ftp  '■"     I 

▼on  —  iwUchen  .swei  Begatireji  GrlniaD  fai.  der  Tbat  stote 

reell  ist  Die  Täascbong  liegt  darin,  daes  f&r  negatiTe  x  der 
AttiAiiidk  llögj:*  k^ineew^  noth wendig  reelf  xn  sein  braacht, 
fMmelir  oMe  fiinRihrang  nngewöhnlfcber  Drebongeh  eben  so  gut 
iüegijil&r.. ist»  yrie,  log;r«  Biersu  gesellt  sich  ein  «weiter  Irrthnm» 
welcber  dariA  bestebt»  dass  ein  bestimmtes  Integral  niebt  reell 
i%' KttiMii^»  wenn  dtis  allgemeine  Integral  Imaginfir  ist»  was 
ttbdt'selir  wöt  ndibglicb  i^t»  wenn  das  ImaginSre»  wie  hier»  In  einem 
tbtfs'taA'fed  iSHedeHegt. 

'  Die  Gletebnng  (— 1)<=:4-1»  wenn  sie  nicht  mit  ROcksicht 
eoC  di#  Drebaogen  anfgefasst  wird»  wenn  man  alse  Aber  cBese 
Drehongeti  ipicbt  nach  einer  bestimmten  Regel»  sondern  nach 
WlllU^veeballet».  Ist  In  einer  solchen  unbeschränkten  Allgemein« 
heit  falsch.  Folgende  Rechnung  seigt»  zu  welchem  handgreifli- 
chen Irrtbnme  man  mittelst  jener  Gleichung  gelangen  kann.  Sieht 
man  nftmlich  von  dem  geometrischen  Werthe  der  Zahlen  gänalich 
ib;  sö'katin  man  schreiben: 

««V^  =  2log(-l)  =  log(- !)•=  logl = 0, 

Also  den  absarden  Scbloss  2« V  — 1  =s 0  herbeifilhren. 

I. 
Noch  paradoxer  wird  dieser  Scblnss»  wenn  man  setst; 


w^oinach  sich  also  1  =  0  ergibtl 

16.  Wenn  einmal  die  in  der  vorstehenden  Nummer  beseich» 
neten  Umdrehungen  als  sufSssige  Zwischenoperationen  ange- 
sehen werden;  so  mGssen  dieselben»  um  den  allgemeinsten 
Ausdruck  einer  Funktion  au  bilden»  nach  jeder  einxelnen  der  durch 
die  Funktion  vorgeschriebenen  einfachen  Operationen  ausge- 
Alhrt  werden.  *  .Unter  solchen  Umständen  wird  aber  der  generelle 
Wertb-d^r  Funktion  im  Allgemeinen  abhängig  von  der  Reiben» 
fefge  der  vorgeschriebenen  Operationen»  was  bei  Weglassung 
jiap^er  Drehongeo  oftmals  nicht  der  Fall  ist;  und  eine  strenge 
,Pj^ifi<^n  der  betreSenden  Funktion  erfordert  nothwendig  eine 
fjfflie.y^üs^hrffftiAber  die  Reihenfolge»  in  welcher  die  gt- 
(djijliif^  iOpMOrMtieiiei  V4*geiiomiien  'Wmdien  sollen. 
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So  Ist  I.  B.  bei  ällg%iiMlB0ter  AtiiwaBg  V^  -  eitt^  li^MM 
FnMoB,  als  (V  jr)«.  Indem  die  eretere,  weno  wir  ans  nntef  x  d^ 
positive  Grösse  doDlcen»  die  in  V«*  ^  m(H*^«'  entimitenen'  %w4i 
▼orseliiedeoen  Grand werthe  -f  ood  *— jp»  di^egen  die  letitaro^ 
rar  den  in  (y  j;)*  =?  j;eM-f **')''<  entlialtenen  einsigen  Grandwertb 
^x  besitxt 

Erhebt  man  die  Einheit  nach  and  nach  anf  die  Potenaen  voia^' 
Gtade  S,  3,  \^  J;  so  ergeben  sich  je  nach  derReilienfolge,  l|i 
weicher  diese  Potenairangen  aosgefilhrt  wierden,  folgende  Grand- 
werthe  der  Funktion  1««-1-*. 

ror  die  Reihenfolge  }.  2.  {.3,  so  wie  nach  fBr  die  ReiheBMgw 
4.1.3.3  der  einsige  Werth  -f  I- 

jFar  die  Reihenfolge  |.2.i.3  die  awel  Werthe  ^l  ni^d  -iJ 

FOr  die  Reihenfolge  4.3. i.2  die  drei  Werthe  -fl»  — Irir^t» 

V3.  ,        .       .    .  . 

-l — g-«- 


f  I 


Für  die  Reihenfolge  2.1.3.},  so  wie  auch  für  die  Reibenlolge' 

3.3. i.|   die   sechs   Werthe   +1.   —1,  4  +  ^1,  — V-^^<i' 
.     V3.       .  .  V3, 


Der  genereile  Werth  einer  Fnnktion  liest  sieh  in  Jedem*  spe« 
sielIeD  Falle  leicht  bilden,  wenn  man  die  Wkkong  der  fragUche» 
Umdrehungen  und  die  Reihenfolge  der  vorgeschriebenen 
Operationen  gehörig  berücksichtigt.  In  dem  Sitpationskalkul, 
{.4.,  habe  ich  den  generellen  Ausdruck  ffir  mehrere  der  ein- 
facheren Funktionen  beiläufig  angemerkt.  Danach  hat  man  s.  fi.»' 
wenn  der  Grundwerth  der  Grösse  A  gleich  ae'^  ist>  ' 

iogii*  =  filoga -f- K«-f  2ibr) -f  2«^«]<. 

Hieraas  erhellet  unter  Anderem,  dass  allgemein  kein  es  wom' 
(il")^  =:(i4")«=il""  oder  log  ii«=n  log il  gesetst  werden  dflm, 
V*  fL  gL  m. 

17.  Unter  dem  Fundamentalwerthe  einer  GrOsse  as^, 
deren  Drehungswitokel  u  wegen  der  lAehrgedachten  wilIkibltdHMI' 
Drehungen  in  gewisser  Weise  variabel  oder  vieidentif  isl^;.  vie^: 
steht  man  gewShnlicb  eAtoMder  den  Weiih  mä.dssk.hleiRSlMsii 


( 


pOHilivsn  DTehuDgtminlEcl  (welcher  Letztere  itano  iedenffills 
<2a  sein  vird,  aber  milglicheriveiBe  >«  sein  kann)  oder  «bct 
den  Wertb  mit  dem  abaolut  IdeiosIeD  Drehungewipkel  (neloha^ 

Lfltxtere  dann  positiv  oder  negativ,  aber  absolut  _  n  sein  wird).' 

Gegen  diese  Annabme  ISsst  sich  nichts  erinnern,  so  lange  ee 
sich  um  eine  einfache  geometrisch  gegebene  Grus ae  bandelL' 
Kommen  aber  dieWerlhe  von  Funktionen  in  Betracht,  was  dei^ 
allgemeinere  Fall  ist;  so  Tilbrl  jene  Aonabroe  leicht  zu  Verwirrati-f 
gen,  weil  es  sieb  ereignen  kann,  dasa  der  hiernach  bestimmt^ 
Fnndamenlalwertb  einer  Funktion  F(,x)  nicht  dem  Fundamental-, 
wertha  der  Grnndgrüsse  «entspricht,  aas  welcher  die  Funktion 
gebildet  werden  soll,  oder  dastt  mit  Nothwendigkeit  die  Bub 
15.  und  16.  ernäbalen  Drehungen  als  Zwischenoperationen  zuge- . 
lassen  werden  müssen,  am  einen  solchen  Werth  der  Fanktion  F(x)' 
x«  ecseugen.  Da  die  Griisse  x  die  Basis  der  von  der  Funktion 
▼erlangten  Operationen  ist,  und  da  oftmals  auch  die  gedachten 
Drehungen  als  Zwischenoperationen  ausgeschlossen  bleiben  aol-i 
len;  so  scheint  es  angemessener  und  zur  Aufrechterbaltung  der 
wesentlichsten  Relationen  geeigneter,  unter  dem  Fundamen- 
tatwerthe  der  Funktion/'(x)  den  dem  Fnndamentalwerthe, 
der  Grundgrüsse  x  entsprechenden  Werth  zu  verstehen^ 
welcher  sieb  bei  Weglassung  aller  Drehungen  ergibt.  Je- 
defalls  muss  man  aber,  wenn  die  gewöhnliche  Bestimmung  beibn> 
ballen  wird,  sehr  sorgfältig  zwischen  dem  Fundanientslwertbe 
der  Funktion  FX-r)  und  den  dem  Pundamentalwerthe  der 
GrandgrCsse  x  eBtsprechendcn  Werthe  jener  Fuoktio» 
unterscheiden,  i 

So  würde  nach  der  gewöhnlichen  Definition  der  Funde- 
meotalwettb  der  Funktion  V( — x)*  {worin  x  positiv  gedacW 
wird)  =-x  sein.  Oben  sub  15.  ist  aber  gezeigt,  dass  diese  Funk- 
tion den  Werth  x  nicht  anders  annehmen  kann,  als  wenn  das 
Quadrat  (— «)>  vor  der  Wuricefausziebung  erst  noch  einer  Drehung 
nnterworren  wird.  Nach  unserer  Meinung  würde  — x  besser  der 
Fundamental»  erth  der  gegebenen  Funktion  zn  nenrnen  sein,  weil 
■ich  derselbe  auf  den  Fandamentalwerth  der  GrnndgrSsse  x  stutzt, 
and  von  allen  willkllrlicben  Zwischen  Operationen  unabhttngig  ist. 

Fbenso  würde  nach  der  gewöhnlichen  Definition  der  Fuorf 
dunentalwerlh  von  ^  i—xV^\)^  =  \  i 


'  (X- 


wenn    auedrückr 


Hek  alle  Drefantigen  als  Zwiechenoperatieneo  ausgeschloesi 
■ellta,  sn  dses  dann  der  generelle  Werth  jener  Faobtion 


I 
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=  V* 


»  =  vx\i  +  ^- 


wIb.  Dieser  Werth  erfordert  aber  die  Substitutinn  k  =  l,  beruhfll 
liao  nicht  auf  dem  Fondamentatwerlbe  der  GrundgrCHse.  Das 
talzlere  thut  f^r  A  =  0  Dut  der  Werth  v'x*.e'''=  —  Vx*,  wet* 
eher  deoinacb  am  natfirlichaleo  den  Fundameotalwerth  der  g^*- 
heoeo  FuDklion  repräseolireu  möchte. 

Daas  der  ätnn  der  Rechnung  oftmals  selbst  bei  den  einfach- 
steti  Operationen  der  »lederen  Arithmetik  denjenigen  Wertb  etner 
FnnktioD  vernirft,  nelcher  nacb  der  gewöhnlichen  Definition 
den  Fundamentalwerlh  dieser  Funktion  darstellen  wfirde^ 
and  nothwendig  denjenigen  Werth  fordert,  nelcher  dem  Fnnda- 
menlalwertb  der  GrundgrSsse  entspricht,  lebrt  daa  Beispiel 


der  Funktion 


v—i 


welche  in  allen  Rechnungen  stets  =r— V  — l 


und  nicht  =  V— 1  gesetzt  wird,  obgleich  doch  der  letztere  Ans- 
dmck  nach  der  gewöhnlich  en  Definition  den  Fundamental  werth 
des  gegebenen  darstellt.  Dieser  Fundameiitalwerth  V^  ist  hier, 
nrie  in  den  meisten  anderen  Fällen,  unwichtig  und  würde  nur  Ver- 
wirrangen  herbeiführen,   da  derselbe  nicht  anders  gedacht  werden 


kann,   als   dass  in   der    Funktion 


sr—i 


der   GnindgrCsse   1 


Dicht  der  Fund  amental  werth  le<>,  sondern  der  Wertb  le**'  gcnoni- 

tmtm  aaii,  wogegen  —  V^ — 1  als  WertJi  der  Funktion  — r=  dem 

Fundamental werthe  le'*  der  Grundgrüsse  vollkommen  entspricht. 

UaiulÜBtg  in  allen  FSJIen  ist  es  aber,  etwaige  reelle  Werthe 
einer  Funktion  deren  Fundamental  werthe  zu  oeDnen,  da  es 
oftmals  deren  mehr  als  Einen  oder  gar  keinen  gibt. 

Auch  leuchtet  ein,  dass  niemals  der  absolute  Werth  einer 
Fonklion  (also  dieQuantitfit  a  der  Grösse  aa*' oder  derModel 
Vi'  +  c*  der  Grösse  ft  +  c%)  den  Begriff  des  Fuodamenlalwerdies 
arsetsen  kann. 

i  18.     Durch  eine  sichere  Bectinunauf;  über  die  von  der  Fualt- 

1       liM  F^)  verlangten  OpecatioBen,  aber  die  Reihenfolge  derMMwn, 
^^^ps   die  einsuscbnitendea    Diehnngen    sin  .'~ 


uod  Aber  die  fondamentalea  o4«r  in  festgesetiter  Wetee  ans  den 
fuDdameotaleD  erxeagten  Wertbe  der  in  jene  Fnnktloii  eietreteii- 
den  oder  als  untergeordnete  Entwicklangsstufen  bei  der  Berech- 
nnog  jeder  Fnnlction  sicli  ergebenden  Grossen  wird  man  in  allen 
Fällen  die  ans  der  Vieldeutigkoit  jener  Funktion  fliessende  Un- 
sicherheit beseitigen  können,  ohne  die  mit  jener  Vieldentigkeit 
▼erbnndene  Allgemeinheit  su  beeinträchtigen.  Man  erhält  auf 
diese  Weise  nnaweidentige  Aosdrficke,  In  welchen  die  mit  den- 
selben Buchstaben  und  Zeichen  belegten  GrOssen  und  Operationen 
stets  d|e  nämliche  Bedeutung  behalten  und  das  Creseti  des  Zu- 
sammenhanges der  einzelnen  GrOssen  und  Theile  unter  sich  ud 
In  Beziehung  zum  Ganzen  ungestört  und  leicht  erkennbar  bleibt 

Es  ist  schon  oben  sub  13.  und  15«  bemerkt,  wie  misslidi  es 
ist,  eilie  solche  oftmals  sehr  erwQnschte  Unzweideutigkeit  durch 
andere  Bestimmungen  herbelzuf&hren»  welche  sich  an  gewisse 
Nebensachen  und  Zuftlligkeiten  halten,  ohne  das  eigentliche  We- 
sen' i^^  Dinge  sü  berOcksichtigen,  da  hierdurch  leicht  Verstösse 
geigien  die  Grundbedingungen  des  mathematischen  Denkens  began- 
gen irerden  kOnnen. 

£ine  sehr  bedenkliche  Bestimmung  dieser  Art  ist  a«B.»  wie 
schon  Torhin  gezeigt  worden,  die  Forderung,  die  WurzelgrOsse 
V^  fflr  alle  positiven  und  negativen  Wertbe  von  x  stets  positiv 
zu  nehmen,  wogegen  es  ganz  unbedenklich  ist,  von  jener  Funktion 
stite  denjenigen  Werth  zu  nehmen,  welcher  dem  Fundamental* 
wertbe  der  Grundgrdsse  mit  Ausschluss  aller  Drehungen  entspricht, 
und  welcher  unzweideutig  =^x  ist 

Ebenso  misslich  würde  die  Bestimmung  sein,  dass  von  der 

WurzelgrOsse  V^  für  positive  Wertbe  von  jp  stets  der  absolute 

Werth  genommen  werden   solle,   eine  Bestimmung,  welche  man 

vielleicht  dadurch  rechtfertigen  zu  kOnnen  glauben  mOchte,  dass 

■ 
man  festsetzte,  unter  Vx  solle  der  nach  der  Binondalformel 

Va-f6  =  (a-h6)«=a«  +  -n«     6+ etc. 

au  berachnende  Werth  verstanden  werden. 

Denn  wenn  auch  wirklich  die  als  eine  zusammengesetzte  Funk- 
tion gedachte  GrOsse  x  nach  der  Voraussetzung  stets  positiv 
bfalbt;  so  konnte'  es  sich  doch  ereignen,  dass  dieselbe  einmal  als 
pasM  Potenz  einer  negativen  eder  überhaupt  als  eine  Potenz  einer 
hsmpImnttiGrOsM  -ezschiene^  und  dass  man  durah  die  vorgescbiie» 
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bene  Bescbränkong  lo  ähnliclieo  Irrthflmern  geleitet  würde,  frie 
wenn  man  allgemein  V(J:ar)*=j:  netzte. 

Aach  die  Berafang  auf  die  Binomialformel  su  Toretebendem 
Zwecke  ist  trüglich.  Dieae  Formel  stellt  keineswegs  bloss  einen 
einzigen  reellen ,  sondern  fiberhanpt  alle  n  verscbiedenep  Wertbe 


▼on  Va-f  6  dar.  Diess  erkennt  man  soforty  wenn  man  erwigt» 
dass   für   die  GrSsse   a   allgemein  ae*'^  gesetzt  werden  Icann« 

Macbt  man  diese  Substitution ,  setzt   auch  n  -f-  6  s  a(l  -f  -)  und 

beachtet,  dass  die  Substitution  des  allgemeinen  Ausdruckes  bi^^ 
tb  b  keinen  Einfluss  auf  das  Resultat  bat;  so  ergibt  sich  sofort 

dnircb  welche  Formel  n  verschiedene  Wertbe  dargestellt  sind, 
frtifche  sftnifiitlicb  gleiche  absolute  Wertbe,  aber  verschie- 
dene Richtungen  haben. 

Die  Festsetzung,  dass  von  einer  GrSsse  stets  ihr  absoluter 
Werth  genommen  und  dieser  absolute  Werth  gewissermaassen  als 
eine  Funktion  der  fraglichen  Grosse  angesehen  werden  solle« 
flihrt  besonders  dann  zu  sehr  prekSren  Resultaten,  wenn  die  frag- 
liche GrSsse  nicht  bloss  reell,  sondern  auch  komplex,  also  allge- 
mein von  der  Form  ae^  sein  kann.    Denn  setzt  man  as^=:x,  so 

Ist  der  absolute  Wertbe  dieser  Grosse  a=^'r^=xe-^.  Der  Aus- 

druck  :re~~^  ist  aber  keineswegs  ein  solcher,  welchen  man  nach 
den  gewöhnlichen  desfallsigen  Definitionen  eine  Funktion  von. 
X  nennen  kann,  weil  die  behuf  Bildung  dieses  Ausdruckes  mit  der 
GrundgrSsse  jr  zu  vollziehenden  Operationen  nicht  bestimmt  oder 
ihr  alle  Wertbe  von  x  konstant,  vielmehr  von  dem  Drehungs- 
winkel a  dieser  GrOsse  abhängig  sind.    Ausdrücke  wie  +x,  — ±, 

«V  — 1»  u.  s.  w.,  welche  nach  der  gewuhnlichen  Auffassung  flir 
verschiedene  Funktionen  von  x  gelten,  würden  hiernach  Ein 
und  dieselbe  Funktion  von  x  darstellen,  und  hierawi  erkennt 
man,  welche  sorgßUtige  und  oft  verwickelte  Nebenbetraehtungeo 
bei  einer  solchen  Erweiterung  des  Begriffes  Funktion  angestellt 
werden  müssten,  um  die  Rechnung  vor  Fehlschlüssen  z«  bewahren. 

Bei  Vermeidung  solcher  und  ihnHcher  anderer  schwankenden 
und  trügllchen  Bestimmungen  kann  man  dorcb  die  fan  Eingänge 
dieser  Nummer  bezeichneten  Festsetzungen  stets  bMiriran,  dais 
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aieht  Uom  der  Werth  «iDer  Fnnktios»  sondeni  aock  dasdorab 
sie  ausgesprochene  Bildongsgesets  als  etwas  vollkommen  Be* 
stimmtes  and  Unzweideutiges  erscheint,  was  f&r  die  Pri* 
xMon  der  mathematischen  Begriffe  von  flnsserster  Wichtigkeit  ist 
Man  wird  alsdann  die  mehrfachen  Gesetze,  welche  in  manchen 
Formehl  liegen,  leicht  von  einander  trennen  nnd  ein  Jedte  fll^ 
sich  hetrachten  k5nnen.    So  wfirde  man  z.  B.  in  der  Gleichong 

y=:  Vi* — ar*  dee  Kreises  zwei  verschiedene  Gesetze  erken- 
nen, von  welchen  das  erste  y=:-f  V^r* — ^  dem  oberen  and  das 
zweite  y  =  —  V^r*— a:«  dem  unteren  Halbkreise  angehQrt 

Es  wird  nicht  schaden,  wenn  wir  hier  nodumals^  wie. schon 
ad  14.  geschehen,  darauf  aufmerksam  machen,  dass  die  durch 
Addition  oder  Subtraktion  verbundenen  Glieder  einer  Fanktion* 
stets  Grossen  mit  vieldeutigen  Drehungswinkeln  eneogeo,  dass 
also  die  Präzision  der  Formel  im  Allgemeinen  eine  Bestimmung 
darfiber  erfordert,  ob  eine  solche  Summe  oder  Differena  mit  ihr^m 
fiindi^mentalen  oder  mit  irgend  Einem  ihrer  generellen  Wertfie 
genommen  werden  solle. 


n.    Unbestimmtheit,   Verfinderlichkeit  nnd 

Differensiation. 

19.  Wenn  zwischen  den  beiden  Unbekannten  a,  y  oor 
eine  einzige  Gleichung  gegeben  ist;  so  ist  dieselbe,  oder  vielmehr 
deroo  Auflösung,  d.  h.  jedes  Paar  zosammengehOriger  Wertbe 
von  j?  und  y,  welches  jene  Gleichung  erfüllt,  im  eigentliohen 
Sinne  unbestimmt.  Es  bleibt  nämlich  die  Eine  Unbekannte  d» 
in  ganz  beliebiger  Weise,  also  auch  in  einer  stetig  zusammen- 
hängenden GrOssenreihe  variabel,  und  demzufolge  werden  auch 
die  entsprechenden  Wertbe  von  y=ifXx)  allmähliche  Ueber- 
gänge  ia  einander  bilden. 

Beschränkt  man  die  Stetigkeit  dieser  Veränderung  durdi 
eine  Nebenbedingnng,  s.  B.  durch  die  Forderung,  dass  die  Eine 
Unbekannte  x  oder  dass  beide  x  und  y  nur  ganze  Wertbe  er- 
halten sollen;  so  nimmt  die  Funktion  yz=fXx)  diejenige  Eigen- 
schaft an,  welche  wir  im  Vorsteheoden  der  Kürze  wegen  Viel- 
deutigkeit genannt  haben. 

Es  ist  freilieh  üblich,  die  Benenmmg  Vieldeutigkeit  nar 
da  ansnweadeii,  wo  die  Unbestimmtheit  bloss  in  der  Verändere 
liehkeit  der  Drehongswinkel  «-f-iUbp,  mit  beliebigen  gan- 
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len  W#rtken  too  k,  besteht»  «od  in  den  TorbenMikten  FtUa  4ie 
BeieicbouiigCnbestiiDiDtbeit  onter HiDzaf&guDg  der  besehri»- 
kenden  Bediogang  beizubehalten,  indem  man  s.  B.  von  der 
AnflOenng  einer  nnbeetimmten  Gleichung  in  ganaen 
Zahlen  redet:  man  siebt  aber,  dass  dem  wahren  Wesen  nadi 
eine  solche  beschränkte  Unbestimmtboit  mit  dem  Begriffe  der 
Viddeatigkeit  genau  übereinstimmt«  und  dass,  wenn  man  charak- 
teiistiscbe  Unterscheidungen  machen  will,  dieselben  nur  danach 
bemessen  werden  können,  ob  die  Grösse,  von  welcher  die  Un- 
bestimmtheit abbSngt,  In  stetiger  oder  In  unterbrochener 
Refhenfolge  Tarlabel  sei. 

20.  Wenn  die  Gleichung  yz:iF(x)  mit  der  Erlaubnis«  ge- 
geben   ist,    darin   die  Grösse  x  durch   eine  gewisse  Beihe  von 

*Wertbeo  zu  verändern;  so  folgt-^araus  noch  nicht  die  Nothwen- 
dlgkeit,  diese  Veränderung  vorzunehmen.  In  sehr  TieleDFällMi 
Hegt  auch  nur  ein  Interesse  vor,  fiir  diesen  oder  jenen  speziel. 
len  Werth  von  x  den  zugehörigen  Werth  von  y  zu  kennen,  oder 
umgekehrt.  Alsdann  erscheint  Ar  einen  jeden  solchen  Spesial- 
werth  von  x  die  Funktion  F(x)  als  eine  durchweg  bestimmte 
oder  doch  nur  In  gewisser  Hinsicht  vieldeutige,  wie  wir  sie 
in  den  frfihereu  Nummern  betrachtet  haben. 

Unter  solchen  Umständen  spielt  offenbar  4er  Charakter  diff 
Veränderlichkeit  von  x  und  y  nach  stetiger  Reihenfolge  ger 
keine  wesentliche  Rolle.  Beide  Grössen  erscheinea  vielmehr 
in  jedem  speziellen  Falle,  wo  man  auf  die  gegebene  Gleichung 
rekurrirt,  als  unbekannte  Konstanten,  welche  nach  Uaass- 
gäbe  dieser  Gleichung  bald  diese,  bald  jene  Werthe  anaehmeD 
können« 

Anders  ist  es,  wenn  jene  Gleichung  mit  der  Bedingung 
gegeben  ist,  x  stetig  zu  variiren.  Unter  solchen  Umständen 
nehmen  die  Grössen  x  und  y  diejenige  Eigenschaft  an,  welche 
man  im  strengsten  oder  eigentlichsten  Sinne  Veränderlichkeit 
nennen  sollte,  und  jetzt  erst  qualifiziren  sich  dieselben  vollständig 
n  der  Benennung  von  Veränderlichen  oder  Variabela. 

21.  Wenn  man  in  der  Funktion  y=F(x)  der  unabhängig 
Veränderlichen  x  den  Charakter  der  Unabhängigkeit  im 
ausgedehntesten  Sinne  ertheilen  wollte;  so  mflsste  man  an  dersei* 
i>en  nicht  bloss  die  Quantität,  sondern  auch  den  Drehnngs- 
Winkel  als  unbeschränkt  veränderlich  ansehen.  Bei  dieser  Vor- 
aaaaetmng  wfirde  x  den  Vektor  eines  Punktes  darstellea,  wekher 
neeh  und  nach  alle  Punkte  einer  Ebene  durehliefeb  und  die 
Felge  hieiven  wfirde  sein,   dass  auch   die  abbingig   Verln- 

10^ 
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derlicfae   g  die   Vektoren   aller  Punkte  einer   solchen  Ebene 
daratellte. 

Eine  derartige  onbeachränkte  Variation  von  x  wird  indessen 
nicht  beabsichtigt  Dieselbe  wfirde,  wenn  man  flir  s  den  allge- 
meineren Ausdruck  xe^f  setzt,  auf  eine  gleichzeitige  Variation 
der  zwei  Grössen  x  und  gi  in  der  Reihe  der  reellen  GrSssen» 
also  auf  die  Bildung  einer  Funktion  y:=F(xe9^  mit  zwei  unab- 
hfingig  Veränderlichen  x  und  tp  hinauslaufen. 

Wenn  man  von  Funktionen  mit  Einer  VeränderUcben  redet, 
Intendirt  man  eine  solche  Verallgemeinerung  nicht.  Es  Ist  daher 
nöthigy  sich  von  der  BeschrSnkung,  welcher  die  Variation  von  x 
unterworfen  sein  soll,  klar  Rechenschaft  zu  geben»  um  nicht  durch 
ein  zuffilliges  Aufgeben  dieser  Beschränkung,  d.  h.  durch  die 
zufkllige  Substitution  eines  jener  Beschränkung  entzogenen  Wertbee 
von  X,  in  Irrungen  zu  verfallen. 

Die  fragliche  Beschränkung  ßir  x  besteht  zunächst  darin,  dass 
die  Grosse  nicht  die  Vektoren  der  Punkte  einer  Ebene,  sondern 
einer  bestimmten  Linie  darstellen  soll.  Diess  hat  zur  Folge, 
dass  auch  y  eine  Linie  darstellt.  Einem  bestimmten  Punkte  der 
Linie  der  x  entspricht  dann  ein  bestimmter  Punkt  der  Linie  der 
y,  und  die  gegenseitige  Lage  dieser  korrespondirenden  Punkte 
liefert  ein  deutliches  Bild  von  der  Beziehung,  in  welcher  x  und 
g  zu  einander  stehen. 

Das  Charakteristische  solcher  veränderlichen  Grossen 
und  Funktionen  besteht  hiernach  darin,  dass  während  die  kon- 
stanten Grössen  nur  auf  einzelne  Punkte  des  Raumes  führen, 
durch  die  veränderlichen  Grössen  Linienzüge  des  Raumes 
dargestellt  werden. 

Durch  die  eben  ausgesprochene  Bedingung,  dass  x  den  Punk- 
ten einer  Linie  entsprechen  soll,  ist  übrigens  die  mehr  erwähnte 
Beschränkung  noch  nicht  vollständig  ausgesprochen.  Denn  wollte 
man  durch  x  irgend  eine  krumme  Linie  darstellen,  so  käme 
diess  darauf  hinaus ,  dass  man  Air  x  den  allgemeineren  Ausdruck 
:re^  mit  der  Bedingung  setzte,  dass  q>  eine  gewisse  Funktion 
f(x)  von  x,  also  eine  abhängig  Veränderliche  sei,  wo« 
durch  die  Grundgrösse  in  der  Funktion  y  selbst  zu  einer  ab- 
hängig Veränderlichen  werden  würde,  so  dass  man  dann 
yz^JFlxef^')^]  schreiben  könnte,  worin  nun  x  bloss  in  der  Reihe 
der  reellen  Grössen  veränderlich  bliebe. 

Abgesehen  davon,  dass  die  Absicht,  eine  Funktion  einer  ein- 
zigen unabhängig  Veränderlichen  zu  konstituiren,  dureb 
die  Erlaubniss  der  Variation  ven  x  nach  einer  kronmen  Linie 
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•kbt  •rftlllt  werden  wOrde;  so  entspricht  eine  solclie  Vsriatioo 
▼en  a  anch  desshaib  dem  Zwecl^e  der  Aufgabe  nicht,  weil  auf 
Ana  tieferen  Grunde  dieser  Operation  das  Bestreben  ruht,  die 
Werthe  von  d?  oder  die  Variationen  dieser  Werthe  oder  den  ganaen 
Liniensng  der  x  in  Beziehung  auf  Längen-,  Richtungs- 
•n.d  Geschwindigiceits-  oder  Neigungsverhältnisse  als 
Maassstab  flir  den  Linienzug  der  y  zu  benutzen.  Zn  einem 
solchen  Maassstabe  eignet  sich  aber  nur  eine  im  Nullpunkte  be- 
ginnende gerade  Linie. 

Die  Variation  der  s  wird  demgemäss  im  Allgemeinen,  und 
insofern  eine  grössere  Freiheit  nfcht  ausdrflciclich  zugestanden  ist» 
dahin  eingescbränict,  dass  diese  Grosse  die  verschiedenen  vom 
Nnllpnnlcte  aus  gemessenen  Stücke  einer  geraden  Linie 
darstelle. 

Hiernach  konnte  man  allgemeiner  a;=j?e9^  setzen  und  darin  tp 
konstant  halten,  während  ;r  die  absoluten  Werthe  von  Obis  oo 
durchläuft. 

Der  konstante  Faktor  e9*  könnte  ebenfalls  noch  unterdrückt 
werden,  da  man  ja,  wenn  man  überhaupt  eine  Variation  von  ae 
in  der  unter  dem  Winkel  q>  geneigten  Linie  beabsichtigt,  nur 
die  Funktion  iy=F(;r)  in  F{xe9^  zu  verwandeln  und  alsdann  x 
als  eine  in  der  positiven  Grundaxe  unter  den  absoluten  Zahlen 
0  bis  00  veränderliche  Grosse  zu  betrachten  brauchte.  Es  ist 
jedoch  üblich,  die  Variationen  von  x  in  der  Funktion  y  =  F(:r) 
auf  die  reellen,  d.  h.  auf  die  positiven  und  negativen 
Werthe  auszudehnen,  also  zu  gestatten,  dass  x  sowol  in  der  po- 
sitiven, durch  xe^  dargestellten,  als  auch  in  der  negativen,  durch 
x^  dargestellten  Grundaxe  variire ,  was  offenbar  die  Zulässigkeit 
dnes  allgemeineren  Ausdruckes  xe9^  für  x  involvirt. 

Will  man  diesen  allgemeineren  Ausdruck  für  x  ausschliessen, 
ohne  doch  die  allgemeinere  Erlaubniss  der  Variation  von  x  in  den 
beiden  entgegengesetzten  Theilen  der  Grundaxe  au&uheben. 
so  kann  diese  zwar  durch  die  einfache  Bedingung  geschehen,  dass 
x.in  der  Reihe  der  positiven  und  negativen  reellen  Zahlen 
variiren  solle;  man  darf  dann  aber  nicht  unbeachtet  lassen,  dass 
diess  stets  zwei  verschiedene  Zahlenreihen  sind,  und  dass  die 
ganze  Operation  gewissermaassen  auf  die  Betrachtung  zweier 
verschiedenen  Funktionen  k\xe^)^=^F{'{^x)\ukii  F{xe^^=^F{r'x) 
oder  auf  die  Betrachtung  der  zweideutigen  Funktion  Fijf-x) 
hinansläuft,  worin  dann  x  nur  innerhalb  der  absoluten  Zahlen 
variirt 

2i.    Es  wird  mit  Nachdruck  wiederholt,  dass  es  zwar  üblich 
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Mt,  die  FnktlonM  Id  •fair  soldle  Fmb  ra  bringofe»  dsM  dk 
6nindgr5s«e  x  not  \ü  den  Relhaii  der  reellen  Zahlen  wm  variirrn 
braucht»  um  geirlaee  Bildungegeeetse  aar  Erkenntalas  an  hringen, 
daea  jedoeh  cAne  aoiehe  Beachrftnkong  nicht  durchai»  neth wen- 
dig iat,  daea  man  aber,  aelbst  bei  grdaaerer  Vcrallgeaieittening, 
die  GrOaae  x  dorch  irgend  eine  ven  der  Natur  der  Dntereocbong 
abiribigige  atetige  Zahlenreibe,  welche  den  Vektoren  ^er  he* 
atimaten  Kurve  entapricbt,  laufen  Unat,  und  daea  dieaa  aadi 
flir  die  Werthe  der  Funktion  F(j:)  eine  beatimmte  Zahlen- 
reihe erzeugt»  deren  Glieder  unter  einander  in  einem  organiachen 
Zusammenhange  stehen.  Der  Organiamua  dieser  susammenhSn- 
genden  Reihen  ist  in  vielen  Fftllen  geeignet«  die  Unheafimmtbeit, 
welche  einzelnen  Gliedern  bei  vullig  isolirter  Betrachtung 
anhaftet,  aufzuheben,  wie  wir  weiter  unten  bei  den  Wertben  0, 
90  und  S  aehen  werden. 

■ 

Gleichwol  soll  durch  Vorstehendes  der  Fall  keioeaw^ga  ala 
eine  logische  Unmöglichkeit  ausgeschlossen  s^n,  daas  man  die 
Variation  der  GrundgrOsse  x  von  der  letzteren  Einschrftnknng 
in  das  Gesetz  einer  bestimmten  Reihe  befreite  und  ihr  ge- 
stattete, nach  den  Vektoren  einer  Ebene  beliebig  nach  allen 
Richtungen  hin  sich  zu  verfindem.  Dieser  Fall  erfordert  jedoch 
immer  eine  beaondere  Festsetzung,  da  er  zu  den  ungewöhnli- 
chen gehört. 


23.  Die  Vorstelinng  vom  Unendlichen,  obgleich  sie 
vOUig  unzweideutige  ist,  erzeugt  doch  keinen  GrOssenwerth  von 
bestimmter  Quantität.  DemgemSss  stellt  daa  Zeichen  oo 
eine  Grosse  dar^  deren  Quantitftt  in  ihrem  Verhältnisse  aar 
Einheit  In  gewisser  Hinsicht  unbestimmt  bleibt,  wogegen  die 
Richtung  jener  GrOsse  vollkommen  bestimmt  ist  und  der  der 
positiven  reellen  Grufssen  genau  entspricht. 

Allgemein  stellt  cce«^  die  unter  dem  bestimmten  Drebunga- 
Winkel  «  sich  nagende  unendliche  Linie  dar. 

Erst  wenn  auch  a  unendlich  gross,  also  seiner  Quantität  nach 
nabesfimmt  wäre,  würde  ooe®'  eine  nach  Quantität  und  Rich- 
tung unbestimmte  unendliche  Linie  darstellen. 

24.  Die  Null  als  GrOsse  muss,  wie  jede  andere  in  eine 
mathematische  Entwickelung  eintretende  GrOsse,  in  ihrem  Ver- 
hältnisse aar  Einheit  aufgefaast  werden,  kann  alao  nur  ala 
unendlich  kleiner  Theil  der  Einheit  gedacht  werden.  Hier- 
durch fiberträgt  sich  die  Unbestimmtheit  des  Unendlichen  in  quan- 
titativer  Hinaicht   auch    auf  die  Null.    Diese  Uabestimmtbeit 
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feMintriohtigt  jedodi  die  VontoUai«  tm  dem  WartiM  dw  Null 
Dar  tn  imtergeordDataiii  Giade»  w«il  die  Gr&Die»  weichet  der 
NoUivertk  sustrebt,  wem  nae  deeeelbeD  im  CMete  aus  der  Ein- 
keit  an  bilden  aocbt»  eiaefeat  beatimmte»  nfimlidi  der  NollpuBkl 
ial^  alae  jener  Werth  niemala  aw iacbea  endlichen  Orinaen  achvr aa« 
ken  kann.  Die  fragliche  UDbestimrotheit  macht  eich  Tielmehf  oor 
hei  aolchen  Operationen»  wie  z.  B.  der  Diviaion  oder  Wi]^rzei- 
a^iaaiehung  geltend,  wo  dieNoU  ala  Repr8aentant  dea  Bitdnnga- 
geaetxea  aus  der  Einheit  etacheiot  und  die  umgekehrte.  An- 
wendung dieaea  Geaetzea,  alao  die  Erzeugung  eines  unendlich 
Groaaen  verlangt. 

Wenn  man  also  flir  die  meisten  Fälle  auch  von  derjenigen 
ünbaalimmtheit  abseben  kann,  welche  die  Mull  in  Rflcksic^t  auf 
Quantität  darbietet»  so  verbleibt  an  ihr  doch  in  RCIcksicht  auf 
Richtang  eine  andere  Cnbeatimmtheit  im  eigentlichen  8lnne 
dea- Wartea.  Der  Null  kann  man  nämlich  jeden  beliehigeli 
Drehungawinkel  oder  Richtungskoeffizianten  zuachM* 
hiaa,.alao  Oe^  daf&r  aetaeii»  worin  a  jeden  Werth  haben  kann. 

Wie  wichtig  dieser  Umstand  ist,  erkennt  man  bei  der  Divi- 
aion und  Wnrzelauaziehung,  indem  die  Grosse  03=^^^'"*' 

zwar  unendlich  gross,  alao  der  Quantität  nach  in  gewisser  Weiae 
anbeatimmt,  der  Richtung  nach  aber  ganz  beatimmt  iat»  da 
Uw  der  Drehangawinkel  — a  angehört. 

Hieraach  lat  -rjk  ^  «  f  dagegen  ^^  s  «  ao . 

Bei  der  Wurzelausziehnng  kann  daa  Zeichen  der  Nall 
sogar  dIeQuantität  der  zu  berechnenden  Gr5aae  afBzIren.  Denn 
fllra>list 


+0  i 


dagegen 


Va  =  a-o  =  a-  »  =  a  <*  Ä=  0. 


Hiemach  kommt  es  in  vielen  Fällen  wesentlich  darauf  an»  zn 
untersuchen,  ob  dem  Mullwertbe  nach  dem  Wesen  der  Aufgabe 
c3ne  heatimmte  Richtung  zuzuschreiben  sei,  oder  ob  diese 
toehtung  willkürlich  bleibe. 

36.    Es  acbeint  im  Weaen  der  Dmge  aa  liegen  aad  daraal 
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fBr  mathemattsebe  üdtemich«Bgiio'  ebeoso  Bofbwendig  ab  afltilieh 
wm  8«in»da88  oiaD  sicli  Aäter  'dem  Uaendlicheii  nieht  ebe  koB- 
ataate»  wenn  auch  nach  ao  fpoaae,  Griiaaey  aoch  nicht  etanal 
einen  momentaib  flxirtenWerth  einer  Variabeien,  aondem  eine 
in  fortw&hTehdea^.Wacbatbame  begriffene,  alao  ewig  vet- 
inderliche  GrSaae  denice.  '■■ 

GBernacb  eracbeint  denn  aaeb  der  Nnllwerth  einer  GrSaaea- 
reibe  ala  eine  ewig  Terfinderlicbe  nnd  zwar  fortwSbrend  abneh- 
roende,  dem  Verecb winden,  oder  genauer  geaagt,  dem  Noilpankte 
oder  der  .Nullgrfinse  ohne  Ende  aicb  nibemde  GrSaae. 

Dieae  Anffaaaiing  entapricbt  ancii  der  UneraebOpfliebkeit  dea 
Aktea,  welchen  daa  Denkvermögen  bei  der  Vergegenwärtigong  dea 
Begriflea  vopi  Unendlichen  su  vollsieben  aicb  benifihet 

Anaaerdem  gewährt  dieaelbe  aofert  eine  khire  VorateUnng  nun 
dem  Weaen  der  relativ  onendlicb  kleinen  und  groaaen  GrOaaeo, 
welche,  obgleich  an  aicb  oder  äbaolot  unbeatimmt,  doch  aehr 
wohl  au  einander  in  ganz  beatimmten  und  auch  in  niiend- 
liehen  Verb&ltnlsaen  stehen  kOnne«. 

Ist  nimlicb  vorgeschrieben,  daas  zwischen  zwei  Veränderlichen 
op  und  y  ein  bestimmtes  funktionelles  Verbältniss  g=F(x)  stattfinde, 
ao  werden  den  allmählichen  Veränderungen  von  x  gewiaae  ge- 
aetzmäsalge,  durch  jene  Funktion  bestimmte  Veränderungen  von 
y  entsprechen.  Wird  also  ßir  ein  unendlich  grosses  oder  kleines 
jc  auch  y  unendlich  gross  oder  klein,  so  kann  doch  der  unendlich 
grosse  oder  kleine  Werth  von  x  nicht  gleich  dem  von  y  ange- 
sehen werden:  beide  stellen  sieb  vielmehr  im  Allgemeinen  ala 
verachiedene  GrGasen  heraus,  welche  stets  in  der  durch  die 
fragliche  Funktion  bedingten  Beziehung  zu  einander  verbleiben, 
eine  Beziehung,  welche  je  nach  den  Umständen  daa  Verbält- 
niss zwischen  den  unendlicb  grossen  oder  kleinen  Werthen  von 
X  und  y  ebenso  wol  als  eine  bestimmte  endliche,  wie  auch 
ala  eine  unendliche  ZabI  erscheinen  lassen  kann. 

%.  Schliesslich  rauss  hinsichtlich  der  Unbestimmtheit  dea 
Begriffea  von  0  und  od  in  quantitativer  Hinsicht  oder  des  Be- 
griffes vom  unendlicb  Kleinen  und  unendlich  Grossen  noch  be- 
merkt werden,  dass  das  Verbältniss  dieser  Grössen  zu  endlichen 
Grössen,  obgleich  nicht  genau  darstellbar,  doch  in  der  Hinsicht  un- 
zweideutig ist,  dass  das  Gesetz,  welches  bei  unausgesetzter  Anwen- 
dung jenes  Verbältniss  erzeugen  wflrde,^  vollkommen  bestimmt,  nur 
unerschöpflich  ist,  und  dass  Oberhaupt  kein  endlicher  Werth 
darunter  gedacht  werden  kann.  Demzufolge  aieht  die  Mathematik  die 
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W«rflie  0  ited  «V  weDh  sie  isoHit  oder  m  iii  VerbiDdsng  «iH 
eadlichen,  tob  Null  verschiedenen  Wertben  auftreten»  gewöhnlich 
Meb  wie  bestimmte  Refeioltäte  an. 

27.  Was  dagegen  die  Unbestimmtheit  hinsichtlicli  derRtch- 
Inng  der  Null  anlangt ,  so  wird  diese  Unbestimmtheit  mm  unbe- 
•chrfinktenWillkürlichkeit,  sobald  die  Null  vOllig  isolirt.  ausser 
Zusammenhang  mit  einer  bestimmten  <3rr6ssenreihe  gedaAt  wer> 
den  soll. 

Dieser  Fall  kommt  selten  vor.  In  der  Regel  kommt  die  Null 
als  Anfangs-  oder  Endglied  einer  gewissen  stetigen  Reihe  oder 
•hier  Abtheilung  einer  solchen  Reibe  in  Betracht  Äbdann 
ist  auch  ihre  Richtung  oder  ihr  Drehungswinkel  bestimmt» 
und  sie  selbst  erscheint  als  ein  Ausdruck  von  der  Form  Oe^. 

So  ist  s.  B.  die  0  als  erstes  Glied  der  von  0  bis  98^  wach- 
•enden  Winkel  entschledeti  positiv  und  demnach  auch  cosecO 
als  erstte  Glied  dieser  Winkelreihe  entschieden  positiv  =:J^=ao% 
Als  erstes  Glied  der  von  ISO^  bis  270o  wachsenden  Winkel  Ist 
dagegen  sin  180^  =  0  negativ,  also=— 0  oder  esQ«^',  und  dem- 
nach auch  coseclSO^.als  erstes  Glied  der  letxteren  Reibe,  nega- 
tiv =  — R=— »- 


Wenn  man  in  der  Funktion  y =jr — 3  die  GrundgrSsse  in  den 
veellen  Zahlen  von  0  bis  od  variiren  Ifisst»  so  passirt  y  Ar  dr=3 
den  Werth  0,  indem  einzelne  Glieder  dieser  Reihe  — 3>  —2» 
—  1»  0»  I»  2»  3  sind.  Offenbar  ist  y  f&r  a;=3  als  negativ  an- 
msehen»  sobald  es  als  Endglied  der  negativen  Abtheilong 
dieser  Reihe  oder  als  derjenige  Werth  erschein t,  weichen  x— 3 
für  wachsende  x  bei  j?=3  annimmt  Dagegen  ist  y  f&r  dr=:3 
als  positiv  anzusehen,  sobald  es  als  Anfangsglied  der  posi- 
tiven Abtheilung  jener  Reihe  oder  als  derjenige  Werth  erscheinty 
welchen  jr— 3  fSr  abnehmende  x  bei  x^i  annimmt 

Liesse  man  in  der  Funktion  j:— 3  die  Gr5sse  x  durch  die 
•tetige  Zahlenreihe 

-:3\mi.  i-2V^:n,  2-^::^,  3,  4+ V^.  6+2V:=I, 

6  +  3V"^  u.  s.  w. 
laafed,  so  wirde  man  Ar  y  die  Reihe 

■'.     -8-8^^^,  -2-3V^,  -l-V"-i,  0,  1+V^, 
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/Raihe  wie   -3-3V^,  =3(-I-V^)  =  3«^^  haben  den 
Drehangs Winkel   —45^9    die  jenseit  liegenden,    wie   3  +  3V  —  1 

e:3(l4-V^=I)s3e«^  den  Drebnngewinkei  +45».  Jenaebden 
na»  der  «hirch  Slnbetitatien  Ten  :rss3  entatehende  Wertli  yssO 
nb  Bndwerth  der  ereteren  oder  als  Anhngswertb  der  letaleren 

Glieder  erscheint,  ist  sein  Richtnngakoefllzient  — 1 — V — Ise"* 

oder  reep.  1-f  V^  1 =e*  .  Keinenfalla  aber  ist  dieser  Kocffsleiit, 
wie  bei  der  vorher  betrachteten  Substitution  reeller  WeHbe  ren 
s  als  posiliv  oder  negativ  anzusehen« 

Welcher  Wertb  dem  RichtangskoefBzienten  einer  (iir  j;sa 
sieh  annnilirenden  Funktion  y=:#Xd?)  gebohrt,  iXsst  sldi  Immer 
leioht  erkennen,  wenn  bian  in  dem  allgenelneo  Ausdrocke  üDT'y 
die  absolute  Quantität  von  dem  eigentllehen  RIehtungs- 
koeffisieDten  trennt  Die  Substitution  Jtssa  wird  dann  immer 
die  Quantität  vooy  aanulliren,  dem  RIchtuogskoeffzIenten 
aber  einen  bestimmten  Werth  verleihen.  Um  «ber  den  aifge* 
meinen  Ausdruck  flir  y  zu  erhalten,  muss  man,  wenn  der  allge- 
meine Terminus  derjenigen  Reihe,  durch  welche  x  variiren  soll, 
eine  komplexe  GrCsse  von  der  Form  ref^s^p-i^qi  ist,  vor  der 
Subsfitution  j:=a  und  vor  der  Trennung  der  Quantität  von 
dem  Richtungskoeffizienten  der  Funktion  fXx)^  auch  diesen 
allgemeinen  Terminus  erst  in  die  Funktion  F(a)  einflihrep,  also 
yz=zf\re9^  setzen. 

In  dem  letztvorhergehenden  Beispiele  ist  jr=dr— 8.  Der 
Terminus  der  Reihe,  durch  welche  x  variiren  soll,  ist 

-.1 

der  aligemeine  Ausdruck  f&r  y  also  y=:z(l-f  V^ — 1).  In  diesem 
Ausdrucke  findet  die  Trennung  der  Quantität  x  vor  dem  Rich- 

tungskoeffizieoten  1  -f  V  —  l  bereits  statt,  so  lange  %  positive 
Werthe  hat:  wfirde  z  negativ  =  — z,  so  mOsste  der  Ausdruck  in 

die  Form  (» 1  —  V  —  1)  gestellt  werden.  Der  Substitution  :r= 3, 
wofQr  y=0  wird,  entspricht  jetzt  die  Substitution  z=0.  Dieselbe 
gibt  als    Endwertb   der   Glieder    mit   negativem   %  den   Werth 


-?. 


yssO(— 1*^V  — l)s=06   * ,  und  als  Aalaogswertfa  der  Glieder  mit 
positivem  x  den  Werth  y  =  0(l-i-V^)=sOe^,  wie  vorhin. 
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98.    Der  Terminus  der  ReÜM  flir  m  wird  ekh  imner  In  die 

Form  x=:m  +  n^  —  I  and  der  allgemeine  Ausdruck  der  Funktion 
jf»  nachdem  dieser  Wertb  von  x  darin  gesetzt  ist,  in  die  fthnliche 

Form  3f  =/!  +  9V  —1  bringen  lassen.  Eine  Trennung  der  Qnan- 
tilit  von  dem  RichtungskoefBzienten  fährt  dann  die  Form 

lierbei,    Soll  nun  flIr  einen  speziellen  Werth  von  x  die  Funktion 

jfsO  werden;  so  muss  deren  Quantität  V^p'-f  9*=0,  also  gleich- 
MiHg  pszO  und  9=0  werden.  Hierdurch  stellt  sich  der  tu  be- 
•tbamende  RichtungskoefBzient  des  dem  speziellen  Werthe  vott  x 
entsprechenden  Werthes  von  y  in  die  Form 

=  5  +  8^=^. 

Man  sieht  hieraus,  dass  es  behuf  Feststeihnig  des  wdiren 
Wertbee  dieses  Richtungskoeffizienten  auf  die  Besthnmung  von 
lilrflssen  Toa  der  Form  %  ankommt,  wovon  weiter  unten  in  Nr.3L 
in  grosserer  Allgemeinheit  die  Rede  sein  wfard. 

In  Tietes  Fällen  entgeht  man  fibrtgens  der  Form  S»  nie  die 
Beieplele  hi  der  Torstebenden  Nummer,  sowie  auch  das  nachfol* 
gende  Beispiel'  lehrt. 

Es  sei 

y=sd:«-.26+(3ar+42)V^ 

«■d  der  Terminus  der  Reihe  flIr  x  habe  die  Form  af=2z— ÖV«-^!. 

Fflr  4P=e— SV^^  oder  fVr  2=:3  wird  ys=0.  Der  Richtongs- 
koeiBzient  dieses  Nullwertbes  ergibt  sich  aber  als  ein  bestimmter 
Werth,  wenn  man  den  Terminus  von  x  in  die  Funktion  y  setit, 
welche  hierdurch 

y=4i«— 36— (142— 42)V^ 


wird.    Trennt  man  hierin  die  Quantität  vom  Ri 
SO  kommt 

•=2(«-3)V^3+?cp5f--7$iiL=-  -p=L=\rirr). 
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9=^(^-vm^^)' 


.  i 


worin 


dte  jj^eaoebten  RiditangskoefBzienten  darstellt 

lo  Nr.  32.  wird  gezeigt  werden,  wie  aich  der  RichtungakoelB- 
siept  eines  solchen  Nullwerthes  gana  allgemein  sehr  einfach 
mit  gSozIicher  Vermeidung  der  Form  J  bestimmen  lässt 


29.  Bei  der  gewöhnlichen  Differeoziation  der  Funktion 
ys#\:r)  wird,  gleichviel  ob  diese  Funktion  reell  oder  komplez 
ist,  doch  Immer  sfillscbweigeod  die  Voraussetzung  gemacht,  dass 
die  GrnndgrSsse  o?  in  der  Reihe  der  reellen  Zahlen  varlire. 
Ein  allgemeineres  Resultat  wird  gewonnen,  wenn  man  annimmt, 
dass  X  in  einer  Reihe  komplexer  Zahlen,  welche  auch  keioes- 
wef^s  den  Vektoren  einer  geraden,  sondern  irgend  «iner  krum- 
men Linie  zu  entsprechen  brauchen,  variire,  so  also,  dass  man 
jrsrey  oder  auch  zzim  +  ni  setzt,  worin  gleichzeitig  r  und  ip 
oder  m  und  n  variabel  werden. 

Allerdings  kann  man  dasselbe  Resultat  auch  dadurch  erzielen, 
dass  nian  diesen  allgemeineren  Werth  von  x,  worin  nun  r  und.  ^ 
oder  tn  und  n  Funktionen  einer  anderen  unabhij|gig  veränder- 
lichen reellen  Grösse  z  werden,  in  die  Funktion  y=F(x)  sub- 
stituirt  und  hierauf  die  Differenziation  in  Beziehung  zu  der  reellen 
Grundgrosse  z  vornimmt.  Die  Operation  und  ihr  Effekt  behfilt 
jedoch  den  Charakter  der  UrsprOnglichkeit  und  bessere  An- 
schaulichkeit,, wenn  man  vorläudg  x  als  GrundgrOsse  stehen 
Ifisst  und  unmittelbar,  die  Veränderungen  von  y  mit  denen  ver- 
gleicht, welche  den  Variationen  von  x  entsprechen,  was  in  Folgen- 
dem geschehen  soll. 

Wenn  x  die  allgemeine  Form 

:r  =  rei^=m-f  fit 

hat;  so  entspricht  diese  Gr5sse  den  Vektoren  OM  einer  Kurve 
Mlf  (Taf.  III.Fig.  1.),  für  welche  OA  die  positiv  reelle  Axe,  O 
der  Aorangspunkt  und  die  positive  Drehungsrichtung  von  rechts 
nach  links  angenommen  ist 
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stellt  dann  ebeoMls  die  Vektoren  OP  einer  Knnre  PO  (Taf.  IIL 
Fig.  2.)  dar,  fllr  welche  OB  als  positiv  reelle  Axe  angenommen  Ist 

Nach  dem  gewöhnlichen  Prinzipe  der  Koordinatensysteme  iii 
der  analytischen  Geometrie  nimmt  man  in  derselben  Ebene,  in 
welcher  die  reelle  Axe  der  a  liegt,  rechtwinklig  auf  dieser  die 
reelle  Axe  OC  der  iy  an  (Taf.  ill.  Fig.  1.)  und  trSgt  ?on  dcos  BmI-^ 
punkte  üf  der  Abssisee  x  den  entsprechenden  Wertb  von  y 
als  Ordinate  AfPauf,  wodurch  sich  die  Kurve  PQ  ergibt  Ein« 
solche  Kombination  der  Koordinaten  x  und  f  beruhet  lediglich, 
auf  einer  Konvenienz  oder  gemachten  Voraussetzung:  sie 
ist  filr  das  allgemeine  Abbängigkeitsverhältniss-  zwischen  den 
Werthen  von  x  und  jf  irrelevant,  und  wenn  x  und  y  komplexe 
Werthe  annehmen  können;  sogar  unzweckmfissig,  weil  dibse 
Werthe  alsdann  gar  nicht  mehr  parallele  Richtungen  behalten, 
die  Vorstellung  von  rechtwinkligen  Koordii^aten  also  gäns*' 
lieh  aufhurt. 

Wie  man  die  Kurven  durch  Koordinaten  viel  naturgem&ssetf 
und  einfacher  darstellen  könne»  ist  im  Situationskalkul  gezeigt 
Hier  begnügen  wir  uns  mit  einer  getrennten  Auffassung  der 
Werthe  von  x  und  y,  und  wenn  dieselben  als  Koordinaten  Ein 
und  desselben  Punktes  gedacht  werden  sollen,  bleiben  wir  bei 
dem  eben  erwähnten  gewöhnlichen  Prinzipe  der  analytischen  Geo- 
metrie stehen,  indem  wir  dann  nach  TaH  ID.  Flg.  t.  Oil  als  post* 
tiv  reelle  tAxe  der  x  und  OC  als  positiv  reelle  Axe  der  y  ansehen 
und  die  positi?en  Drehungen  für  Beide  von  rechts  nach  links 
hemm  nehmen. 

30.    Wenn  x  in  der  Kurve  MN  variirt,  so  erhält  man 
dx^dr,^i'Uf*rdqf=^dm+dn.i, 

Hierin  sind  r  und  ip  oder  m  und  n  Funktionen  irgend  einer  ande-* 
ren  Veränderlichen  z,  wessbalb  dr  und  dg>  oder  dm  und  dn  in 
einem  gewissen  Verhältnisse  zu  einander  stehen,  welches  von  der 
Natur  der  Kurve  MN  abhängt,  und  hier  nicht  näher  betrachtet 
zu  werden  braucht  In  allen  Fällen  stellt  das  vorstehende  Differen- 
tial dx  die  Linie  MJf  nach  Grosse  und  Richtung  dar.  In 
der  Form  dr.e9*  +  i€9hd(p  erscheint  dieses  Differenzial  als  die 
Summe  des  Theiles  MR  =idr.e9^,  welcher  die  Grösse  dr  def 
Lingenvariation  des  Vektors  r  und  die  Richtung  ef*  dieses  Vek- 
tors OM^x  bat,  und  des  Theiles  ltN=:ie9^.rdg>;  welcher  di# 
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GrSise  rd^  dei  der  WiDkelrariatioii  vomRadhit  r  «aCipiMbeo- 
den  Bogen«  ood  die  rechtwinklig  auf  dem  Vektor  Olfstehaad« 
Richtang  tef'  hat  In  der  Form  dm-\-dnA  dagegen  ereelieiat 
jenes  Differenaiai  als  die  Samne  der  Thelle  SN^dm  and 
MSssdm.it  welche  reap.  die  GrSaaeo  der  LingenTariallenen 
der  rechtwinkligen  Koordinaten  m  und  n  und  die  RichtiiDgen 
dieaer  Koordinaten  haben. 

Beaelchnet  nun  JPix)  den  Differenzialkoefnaittiite*  46r 
FVinktiott  fß^ssfXx)  in  Beziehung  zu  der  GrSaaear  «aeb  den  ge* 
wohnlichen  BegriiEaa  der  DiCerenzialrechanng,  wie  weaii  areiM 
reelle  Griiaae  wäre,  ao  daas  alao  auch  Pix)  eine  Fonkttoa  von. 
X  bleibt»  ao  iat  daa  vollatfiodige  Dilerenzial  von  y 

dy=^P(x).da:=:F'(x)(dr.e9>i  +  ie9>*.rdqi) 

ssP(a:)(dm+dn.i). 

Daf  vollatändigeDifferenzial  von  y  wird  alao  aua  dem  gewiMm* 
liehen  Pifferenziatkoeffizieoten  P^x)  durch  Multiplikation  mit  idem 
Tollatändigen  Differenziale  von  x  oder  mit  der  Linie  MN 
erhalten. 

In  Taf.  111.  Fig.  2.  stellt  PQ  das  vollständige  Differenzlal  dg 
.dar.    In  Taf.  HI.  Fig.  1.  dagegen  ist  PQ,  wenn  man  daaaelbe  aiif 
OA  ala  poaitiv  reelle  Aze  beziehen  will,  =dx  +  idy. 

Der  gewöhnliche  Differenzialkeefflzient  P(x)  seilt  naek  OU* 

dy 
gem   immer   daa  Verbiltnisa  r  dea   vollatändigen   Differeoalala 

von  y  zum  vollatändigen  Differenzlal  von  x  dar.  Hierdurch  hami 
nätfirlich  jetzt ,  wo  ea  sich  um  komplexe  Werthe  von  x  und  y 
handelt,  nicht  mehr  die  goniometrische  Tangente  dea  Neigsaga* 
winkeis  a  der  Linie  PQ  in  Taf.  III.  Fig.  1.  oder  der  Berahmnga- 
linie  der  Kurve  PQ  am  Punkte  P  gegen  die  Axe  OA  dargeatöllt 
werden.    Vielmehr  hat  man  in  dieaer  Figur,  wo 

PQ:sdx'i'idyssdm+idn  +  iidp+idq)-idm—dg)-Hdn  +  dp)i 

ist, 

B'hkn=dn+dp     C08a  =  dm— 1^9     tangag=^^_^. 

31.    Ea  bleiben  jetzt  noch  die  Auadrücbe  von  der  Form  $  n 
betrachten,  auf  welche  aich  mit  HOlfe  der  Besiehung  i^sco  oder 


— kO  bekanntlich  auch  die  Auadrflcke  von  den  Formen  ^,  0, 
OD,  00«— 9>  0^»  cbO>  1*  anrflckfBkren  laaaeii. 
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Wmn  der  Ansdroek  g  gam  toolirt  »teilt»  beiei^bMt  er  eine 
itt  jeder  Beziebiing,  alsosowol  nach  Quantität»  wie  nach  Rieh* 
tnng  wiUlcfibrliche  GrSase. 

Ale  Glied  eioer  Reibe  von  Wertben  einer  in  allgemeiner  G#« 
etalt  gegebenen  Funktion  bat  er  jedocb  einen  bestimmten  Werth. 

Fix) 

kt  nämlicb  S  der   Spealaln'ertb  dea  Anadmckee  i^sr-r-  für  4r=a» 

•ödaM  Jn[#i)=:0  und  f(a)^0  und  demnach  --~-r^=:S  wird;  eo 

^Wf  SQ^n  nach  den  Regeln  der  Oiffereinaialrecbnung,  wpuß, 
P(z)t  fjisf)  die.  ersten  DifferenzialkoeffiaieQten  der  Fnnktiooep 
F{^)t,  fix)  beaeichnen»  ala  besendedren  Wertb  der  Snbetitmtion  ap=it 

F(a)       Pia) 

Wlrdii^  zaßillig  auch  P(ff)==0  und  ^(a)=:0,  so  mnss  man  be- 
kK^nineh  an  den  zweiten  Dilerenzialkoenizienten  P'ix),  f{x) 
üb^l^ben»  so  dass  dann 

F{a)_P{a)_P'{a) 

wird  n.  s.  w. 

Bei  dieser  Entwicklung  setzt  man  gewöhnlich  x  als  variabel 
inner|ialb^er Reibe  der  reellen  Zahlen  voraus.  Denkt  man  sich 
jetzt'  aber  alfgemeioer,  dass  x  durch  irgend  eine  beliebige  stetige 
Reihe  komplexer  Grössen  variire,  welche  den  Vektoren  irgend 
einer  Kurve  entsprechen,  und  dass  in  dieser  Reihe  der  Spezial* 
werth  a  (welcher  ebenso  gut  reell  wie  komplex  sein  kann) 
passirt  werde,  so  findet  man  ganz  auf  demselben  Wege,  auf  wel- 
chem gewöhnlich  das  vorstehende  Resultat  erzielt  wird»  dass  filr 
den  Spezial  werth  x=a  der  Bruch 

F(x)     dFXx)      P{x).dx  _P{x) 
fix)  -  df{x)  -  f(x)  .dx  -  rix) 

sdn  mflsse»  indem  das  allgemeine  Differenzial  von  x»  gleich- 
viel  ob  dasselbe  reell  oder  komplex  ist,  aus  Zähler  und  Nenner 
verachwiRdet. 

Wie  also  anch  die  Grosse  x  durch  den  Spesialwertli 
«  paebiren  inoge>  immer  behält  der  daraus  entstehende 
Ausdruck  %  Ein  und  denselben  bestimmten  Werth: 

fla)     P{o) 
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So  Ut  s.  B.  der  Wertb*  von = —  fflr  ar=7,  veldier  in 

d?— /  ,1-. 

2x g 

der  Form  J  erscheint,  stets  = — ¥ — =5,   gleichriel   ob   x   die 

Itelbe  der  reellen  Zahlen  5,  6,  7,  S,  9  oder  irgend  eiöo  stetige 
Rteihe  komplexer  Zahlen,  wovon  etwa  5— V-^l»  6 — iV— If  7, 
8  +  i V^ ,  9  +  V^  einige  Glieder  sein  mSgen,  dnrchlänft 


Nachdem  man  in  den  Stand  gesetit  i|it,  den  vifrimp 
Wertb  eines  Ausdruckes  von  der  Form  $  so  bestimmen,  kum 
man  nach  der  Andeutung  In  Nr.  :28.  auch  stets  den  wahren  Rieh» 
tungskoefBzienten  der  für  a?=a  gleich  Null  werdenden  Funkttoa 
y  ssJFXaO  darstellen.  Diess  Ifisst  sich  jedoch  noch  einfacher  doreh 
folgende  Betrachtung  bewirken. 

Wird  nSmIich  fSr  a:=a  die  Funktion  F(a;)  =  fl[a)=0,  so 
gdit  fiHr  diesen  Wertb  die  Kurve,  deren  Vektoren  durch  y  darge- 
st9llt  werdefi,  durch  den  Nullpunkt  Alsdann  ßillt  abes  OU 
den  nächsten  Fortschritt  von  x  auf  x  +  dx  der  Werth  von  y 
mit  dem  Differenziale  dy  zusammen,  während  fiOr  dennichsten 
Rfickschritt  von  x  auf  x — dx  der  Werth  von  y  mit  dem  ent- 
gegengesetzten Werthe  des  Differenziale,  also  mit  •— <fy 
zusammenftllt.  Der  Richtungskoeffizient  des  annullirten  WertlMS 
von  y=:jFXii)  =  0  ist  also,  vrenn  man  denselben  als  Anfangs- 
glied der  fortschreitenden  Reihe  betrachtet,  gleich  dem  von 
dy=F'(x)dx,  und  wenn  man  denselben  als  Endglied  der  rflck« 
wärts  liegenden  Reihe  betrachtet,  gleich  dem  von  '^dy 
:=z—P(x)dx  ßr  x=a. 

So  hat  man  f&r  das  Beispiel  in  Nr.  28. ,  wo 

y=:a:«-26  +  (S«  +  42)V^    und    xz=:2z-^6^Zri 
war, 

d[y=(2a:  +  3V^)rfa:    und    dx^idz. 

also 

dy=2(ix^7V^)dz.       , 


Ffir  a?=6— 5V— 1  oder  flir  z=z3  wird y=0.  Da  aber  flfr  diesen 
Werth  djf =2(12-^7 V^)dt  wird,  so  hat  jener  Nullwerth  densel- 
ben lUcbtungskoefBsienten ,  wie  die  Grösse  2(12— 7 V^)  ^da^ 
wie  die  GrOsse  12— 7 V^,  mitbin  den  RicbtungskoefBzieii^ten 

;^|Ä  — ;^igfcV— l,  «vie  auch  in  Nr.  2JS.  gefunden  ist 
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Würde  fDr  ;r=a  auch  c{^=0,  so  mfifiste  man  den  Richtungs* 
koefflxienten  von  fXa)=0  aus  dem  des  zweiten  Dilerensials 
von  y,  also  ans  dem  von  d^  bestimmen,  u.  s.  f. 


III.    S  t  e  t  i  g  ic  e  i  t. 

33.  Jede  Funktion  y=F(ar)  hat  die  Eigenschaft,  allmäh- 
Hell  sich  verändernde,  d.  h.  nur  durch  unendlich  kleine  Dif- 
ferenzen unterschiedene  Werthe  zu  liefern»  wenn  die  Grund- 
grilsse  a  \n  irgend  einer  reellen  oder  komplexen  Zahlenreihe 
allmählich  vanirt,  dergestalt  also,  dass  bei  der  Variation  von  x 
der  Endpunkt  des  Vektors  y  eine  zusammenhängende  Linie 
beschreibt  Ausgenommen  hiervon  ist  nur  der  einzige  Fall,  wo 
für  einen  gewissen  Werth  ^=a  die  Funktion  y  unendlich  wird« 

Da  X  allgemein  eine  Funktion  einer  reellen  Variabelen  %  ist» 
se  wollen  wir  der  Einfachheit  wegen  auch  y  sogleich  als  Funktion 
veo  X  betrachten»  indem  wir  annehmen,  z  variire  allmählich  in 
der  Reihe  der  reellen  Zahlen.  Setzt  man  y=/i-f  ^t,  so  sind  p 
und  f  reelle  Funktionen  von  z.  Da  fSr  2  -f  <£t  die  Funktion  y  in 
y+dy  =  p'\-dp  +  ig  +  dg)i  fibergeht  und  dy=dp+dq.i  ist»  so 
eikennt  man»  dass,  so  lange  p  und  g  reell  und  endlich  blei- 
Imb»  für  ein  unendlich  kleines  Inkrement  von  ;  auch  das  Inkre» 
ownt  von  y  unendlich  klein  ist  Sondert  man  in  der  Funktion  y 
die  Quantität  r  von  dem  RichtungskoefBzienten  ab»  schreibt  also 
y  =5  r(fii -f  tO »  00  ^ird 

y  +  rfy=:(r+rfr)[m+rfm+(n  +  dn)t], 
woraus  erhellet,    dass,  so  lange  p  und  g,  also  auch 

r=V^p^+g*  und  m=— ===z,    n  =  — 7====. 

reell  und  endlich  bleiben»  sowol  die  Quantität»  als  auch  die 
Richtung  von  y  nur  allmählich  sich  ändern. 

Die  Ausnahmen  können  hiernach  nur  in  solchen  Fällen  ge- 
sucht werden,  wo  die  Grosse  p  oder  g  komplex  oder  wo  sie 
unendlich  wird.  Angenommen,  p  sei  nur  bis  zur  Gränze  z=e 
reell  und  werde  dann,  ohne  einen  unendlich  grossen  Werth 
anzunehmen,  komplex  =p'-f  p%  worin  p*,  p"  reelle  Funktionen 
von  z  sind»  während  ftlr  den  Gränzwerth  i=e  die  Grösse  p^=^pi' 
ist  -  Da  offenbar  p'»  g'  der  allmählichen  Veränderung  unter- 
worfen sind  und  für  z^r^e  die  Funktion  p=:p'=:pi  und  j9^  =  0 
wird»  so  folgt»  dass,  wenn  z  den  Werth  c  passiri  die  Grösse  p 
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doch  Innwr  nur  mit  allmählicher  VerSoderang  ihrer  Qnaiiti- 
tilt  au«  dem  reelleo  io  deo  komplexen  Ziietand  ubergehes  kam. 
Was  die  bei  diesem  Cebergange  erfolgende  VerSndeniDg  der 
Richtung  der  Grösse  p  betrifft,  so  wird  dieselbe  ebenfalls  in 
allen  den  Fällen  eine  allmähliche  sein»  wo  der  Spezialwerth  pi 
von  p  für  z=ic  nicht  gleich  null  wird.  llVäre  dieser  Werth  aber 
gleich  null,  so  wQrde  p  seine  reelle  Richtung  plötzlich  in  die 
der  komplexen  Grösse  dp'-^dp^.i  aogehOrige  Richtung  verwan- 
deln« Eine  solche  plötzliche  Richtungsveränderong  Toa  p  hat 
jedoch,  da  sie  mit  einer  vollständigen  Aanullirnng  vqn  p 
verbunden  ist  (Indem  nun  für  z=:c  gleichzeitig  p'=0,  p'^ssÖ» 
also  p  =  0  wird),  erst  dann  eine  plötzliche  Veränderoag  der 
Richtung  der  Gesammtfunktion  .v=p-f  ^'  zur  Folge»  wenn 
flir  den  Gränzwerth  z  =  c  gleichzeitig  auch  q  gleich  null  wird« 

Immerhin  wird,  selbst  In  dem  letzteren  Falle,  wo  die  Grösse 
p  oder  die  Grösse  9  fär  z=:c  anfangen  komplex  so  werden, 
gleichzeitig  aber  beide  Grössen  durch  den  Nu II werth  gehea> 
der- Zusammenhang  der  Werthe  der  Funktion  y  nicht  zerrissen 
oein,  da  flir  p=:0,  9=0  die  ganze  Quantität  von  y  null  wird 
und  alsdann  die  plötzliche  Richtnngsverinderung  jenen 
Zosanunenhang  nicht  stört 

Hiernach  bleibt  nur  noch  der  Fall  zu  betrachten,  wo  p  oder 
9,  also  die  Quantität  r  von  y  för  2  =  c  unendlich  gross  würde. 
In  diesem  Falle,  iwo  der  Nenner  von  p  oder  q  den  Nulfweftk 
passirt,  wird  im  Allgemeinen  auch  eine  plötzliche  Richtnngs«* 
Veränderung  von  p  oder  9,  also  auch  von  y  eintreten  und  der 
Znsammenhang  der  Werthe  von  y  vernichtet  sein.  Auch 
wenn  keine  Richtungs Veränderung  eintritt,  kann  man  den  Zusam- 
menhang als  getrennt  betrachten,  sobald  y  (fir  f  =  c  einen  un- 
endlich grossen  Werth  annimmt 

34.  Obgleich  nach  Vorstehendem  eine  allmähliche  Verän- 
derung der  Funktion  y  =:p-f  9i=r(m-fnt)  immer  besteht,  wenn 
auch  p  oder  q  komplex  werden,  so  nimmt  doch,  wenn  der 
letztere  Fall  eintritt,  sofort  sowol  der  Ausdruck  r  ßir  die  Quan- 
tität, als  auch  der  Anadruck  m-f  nl  fär  den  Richtungskoef- 
fizienten eine  andere  Form  an;  die  Funktion  y  ändert  also  ihre 
Konstitntion  oder  ihren  Charakter,  indem  die  Trennung  in  Quan- 
tität und  Richtungskoeffizienten  in  anderer  Weise  geschehen  muss. 

Dieser  Umstand  hat  auch  zur  Folge,  dass  ßir  den  Gränz- 
werth z=sc,  für  welchen  er  eintritt,  die  sonst  zusammenhän- 
gptnde  Reihe  der  Werthe  des  Dy^fferenzials  dy  eine  plötzliche 
Unterbrechung  erleidet,  indem  jedenfalls  die  Richtung  vom 
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4f  sich  abrupt  ändert,  dergestalt,  dass^die  durch  die  Endpuokte 
der  Vektoreo  y  gebildete  Linie  für  zz:zc  eine  scharfe  Ecke  oder 
«iiwi  Kni«k  erhält 


Die  wahre  Bedingung  für  die  Stetigkeit  einer  Funktion 
warn  Awm  gestellt  werden,  dass  die  Funktion  solche  pl9ta* 
liebe  St5rungen  in  ihrem  Charakter  oder  in  dem  durch  sie  reprä- 
eantirten  Gesetze  nicht  erleide,  dass  also  fiSr  keinen  endlichen 
Tl^ectfa  z^ie  die  Grösse  p  oder  q  komplex  oder  unendlich 
y^erde.  ^on  einer  solchen  Funktion  wird  dann  auch  der  erste 
Differenzlaikoeffizient  und  demgemäss  auch  der  zweite  und 
fiberhaupt  jeder  höhere  Differeiizialkoeffiaient  eine  ste- 
tige Funktion  darstellen.  Die  durch  die  Endpunkte  der  Vek- 
toren y  gebildete,  im  Allgemeinen  krumme  Linie  wird  mithin 
iiidit  bloss  eine  überall  zusammenhängende,  sondern  Auch 
Mse  solche  sein,  deren  Riehtang  sich  mir  allmählich  ändert» 
wdche  also  nirgends  einen  Knick  enthält. 

Für  das  Differensial  von  y  hat  man  nämlich  den  Ausdruck 
dy=^dp  +  dg.i.  Bleibt  nun  p  und  q  stets  reell,  so  muss  olfen- 
bar  auch  dp  und  dq  stets  reell,  das  Differenzial  djf  also  ste^tig 
rar  labe  I  bleiben.  Denn  da  der  benachbarte  Wertb  von  p  gleich 
p'i'dp  ist,  se  muss,  wenn  p  und  p  +  dp  reell  sein  sollen,  auch 
dp  reell  sein,  was  auch  für  dq  gilt. 

Wird  dagegen  von  x=c  an  p  komplex,  so  muss,  da  dann  p 
reell  und  p-{-dp  komplex  ist,  dp  komplex  werden,  was  eventuell 
ainch  von  dq  gut.  Wenn  nun  auch  die  Quantität  des  Differen- 
tials von  y»  welche  durch  STdp'^-i-dq'^  dargestellt  ist,  bei  dem 
Kpmplexwerden  von  dp  oder  dq,  als  unendlich  kleine  Grösse» 
welche  bei  genügsamer  Verkleinerung  von  dx  bis  auf  den  Null- 
werth  gebracht  werden  kann,  nur  allmählich  sich  ändert,  so 
wird  im  Allgemeinen  (ur  diesen  Fall  doch  der  Rieh  tun  gskoe  f- 
fiele nt  des  Differenzials  dy,  welcher  durch 

dp  ,  dq 


VrfpHrf^*      Vdp*  +  d^ 
dargestellt  Ist,    einen  plötzlichen  Sprung  machen,    well  das 
Verhältnias   ^  es  thun  wird. 

S6.  Zuff  Efiätteruiig  der  bdden  voni^ehenden  Neminem  mögen 
felgedde  Beispiele  dienen,  in  welchen  die  Funktie»  y  Immer  ia 
ihfe  Quantität  «od  ihren  Richtungskoef&aienten  getrennt,  also  in 
Um  Form  r(m+n£)  gcfcmcht  ist. 

11» 


1S6  Btktffief:   Veber  äa$  W$Hm  4ir  FmOUfmun^  in$k$$.  UHr 

a)  Die  FnnktioD  »=  V'3r=l(:^  +  :^V^)  wechselt  auf 

der  Grinse  x  =  3  ihren  Charakter»  indem  von  da  an  p  mid  q 
imaglnfir  werden  würden.     Jenseit  dieser  Gränze  ist  dieselbe  in 

die  Form  y  =  VT^  (""IJTg  +  ^72  ^^^}  *"  bringen.  Die  Quan- 
tität von  y  schreitet  für  2  =  3  allmählich  durch  den  Null- 
werth;  der  Richtungskoeffizient  wechselt  aber  pl5tzlieh« 
indem  sich  der  Drehnngswinkel  nm  90  Grad  ändert  Der  Dlle- 
renzialkoeffizient  ^ 

dz       2V^S=iV     V5      V2^      V 

wird  filr  2  =  3  unendlich,-  und  da  für  höhere  "Werthe  von  s  die 
GrSsse  V3 — x  imaginär  wird,  so  ändert  sich  mit  z=3  piStzUch 
seine  Form  in 

also  auch  seine  Richtung.  Man  erkennt»  dass  durch  die  End* 
punkte  der  Vektoren  jf  bis  zum  Gränzwerthe  z=3  die  um  45  Grad 
gegen  die  positiv  reelle  Axe  OA  geneigte  gerade  Linie  MO 
(Taf.  III.  Fig.  3.)  und  dass  über  jenen  Gränswerth  hinaus  durch 
die  Endpunkte  der  Vektoren  y' die  unter  dem  Winkel  von  135  Grad 
geneigte  gerade  Linie  ON  dargestellt  wird»  dass  also  die  ge- 
gebene Funktion ,  welche  ffir  z  =  3  ihren  Charakter  ändert,  den 
gebrochenen  Linienzug  MON  in  der  durch  die  Pfeile  ange- 
deuteten, einen  fortwährenden  Zusammenhang  bekundenden 
Fortschrittsrichtung  repräsentirt.  Hierbei  ist  die  WnrzelgrQsse 
stets  als  positiv  gedacht;  nimmt  man  sie  negativ,  so  kommen 
die  Verlängerungen  der  Linien  üfO,  ON  zur  Erscheinung. 

b)  Die  Funktion  y=  7;^==  (^  +  ;^  V^=nJ  wechselt  Oi 

1=3  ihre  Form  in  y  =  ^^==(;^-^  V^Hl).      Für    den 

Gränzwerth  z=3  wird  ihre  Quantität  unendlich,  während 
ihre  Richtung  um  — W  Grad  sich  ändert  Der  Zusammen- 
hang des  durch  die  Endpunkte  von  y  dargestellten  Linienzuges 
wird  also  ffir  2  =  3  zerrissen.  Während  nämlich  in  Taf. III. Fig. 4. 
für  wachsende  %  die  Funktion  y  die  Gerade  OM  in  der  durch 
den  Pfeil  angedeuteten  Fortschrittsrichtung  'darstellt,  ergibt  jen- 
seit der  Gränze  z  =  3  die  Funktion  y'  für  ebenfalls  wachsende  t 
die  Gerade  NO  in  der  durch  den  Pfeil  bezeichneten  Richtung^ 
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in  welcher  sie  mit  dem  ersten  Zweige  OM  in  keinem  Zutammeo- 
hange  steht 

c)    Die  Fanktioe  y  =  (2  +  VT=^)  (^  +  ^  V^^)    ^^^^^^ 

flir  2s=3  ihren  Charakter  und  nimmt  för  grossere  Werthe  eine 
Ferm  an«  welche  sich  durch  folgende  Rechnung  ergibt: 

/  =  (3+ vrrj  V^T)  (^ + Jj  ^^=1) 

=Vttt 


V  V^2(«  +  J)  ■^.V2(i  +  1)  / 


Bei  diesem  Uebergange  erleidet  zwar  die  Quantität  und  auch 
die  Richtung  nur  eine  albnfthliche  Veränderung.  Der  Diffe- 
rensialkoeffisient»  welcher  gleich  dem  von  q  aus  dem  Bei- 
spiele a)  ist,  wechselt  plötzlich  seine  Richtung ,  wesshalb  sich 
Ar  2=3  ein  Knick  in  dem  fraglichen  Linienzuge  ergibt.  Die- 
ser Linienzug   ist  der   durch  Taf.  111.  Fig. 3.    dargestellte,   wenn 

die  scharfe  Ecke  in  den  durch  2f  — ;»  -f  ttr  V  — l)     darge- 
stellten Punkt  transportirt 

d)    Die  Funktion  y  =  r  ( w=jf3^  +  Tr==  V^)    ändert 

ihren  Charakter  von  dem  Werthe  z  =  3  an,  flir  welchen  y=r 
wird,  während  sie  flir  grössere  Werthe  y  in  der  Form 


ganz  reell  bleibt.    FOr  den  W^erth  z  =  4,    ffir  welchen  y  =  Q=0 

wird»   tritt  abermals  ein  Wechsel  des  Charakters  ein,    indem  flBr 
höhere  Werthe  ff  rein  imaginär  wird  und  die  Form 

vr^-1 


-i^m^ 


annimmt 

Der  Linienzug»  dessen  Vektoren  die  Werthe  der  gegebenen 
Funktion  darstellen,  ist  der  Umfang  des  Quadranten  MNO  (Taf.IU. 
Fig.  5.)  vom  Radius  r.    Indem  jf  von  2:=  — od  bis  z=3  dem  Kreis- 
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lN>g«n  MN^   feiner  y'  fon  2  =  3  bis  s  ss  4  den  Radios  NO  ind 

j^^  von  z  =  4  bi«  z  =  90   den  Radios  Oilf  er^bt 

e)    Die  gewöhnliche  Gleiebang  des  Kreises  ist 

r 

worin  nach  den  gewöhnlichen  Prinzipien  der  analytischen  "Geoiile- 

trie  %  die  Abrisse  und  Wr^—ai^  die  rechtwinklige  Ordinate  be- 
zeichnet    l^rennt  man  darin   die  QnantitSt  vom  RichtangskoefB- 

-+ V  -7*1 

an.  Von  z=r  an  aufwftrts  und  von  z=— f  an  abwärts  ändert 
die  Gleichung  ihren  Charakter  und  man  er|iält  daf&r  den  Reellen 

Ausdruck  y'm— Vx*  — A  Hieraus  folgt,  dass  y  von  z  =  —  r 
bis  z^^-i^r  den  oberen  Halbkreis  MNP  (Taf.  Ol.  Fig.  6.)  >  dage- 
gen y  von  2=r  bis  x=^aD  den  Radius  PO  «nd  von  «pq^-^t  Us 
zs:-*QD  die  unendliche  VerULageraag  MO  des  Radius  OM  dar- 
stellt Nfanmt  man  die  Wurzelgrdsse  negativ,  so  stellt  die  Fnaktioii 
in  Ibaliciier  Weise  den  unteren  Halbkreb  und  die  Linie  MO 
und  PA  dar. 

36.  Bei  der  gewöhnlichen  Behandlung  des  Minuszei- 
elians  kommt  man»  wie  weiter  oben  schon  mehrfach  gezeigt  ist, 
leicht  in  die  Lage»  eine  Funktion  als  identisch  mit  einer  anderen 
anzusehen»  von  welcher  sie  in  der  That  sehr  verschieden  ist»  in- 
dem man  die  Ungleichheit  der  ganzen  Umwälzungen»  welche 
gewisse  GrOssen  in  beiden  Funktionen  machen  mfissen»  um  das 
beabsichtigte  Resultat  zu  erzielen,  unbeachtet  lässt  und  demzu« 
folge  unvermerkt  einen  reellen  Ausdruck  mit  einem  komplexen 
verwechselt 

Bei  der  genauen  Berficksichtigung  aller  Umstände  nach  dem 
ersten  Abschnitte  dieser  Abhandlung  wird  man  sich  immer  vor 
derartigen  IrrthOmern  schützen  können.  Ein  ferneres  Beispiel  zur 
Erläuterung  dfirße  indessen  nicht  unnütz  sein. 

Für  die  gen'uhnlichen  Koordinaten  der  analytischen  Geome- 

trie  stellt  y  =  VI?  die  Gleichung  der  Neil' sehen  Parabel 
dar.  Da  y  für  x  und  — x  denselben  Wertfa  darzustellen  schein^, 
so  nimmt  man  an »  die  beiden  kongruenten  Schenkel  OJIf »  ON 
(Taf.  lU.  Fig.  7.)  seien  das  Resultat  derselben  eben  genannten 
Funktion,  indem  man  darin  x  stetig  von  — od  durch  0  bis  -f  od 
varlireo  lasse. 

Bei  allgemeinerer  Auffassung  und  wenn  man  alle  GrSssen  auf 


Vieideuttgk.,  Vnb€$Umnuk.^  VerdndfrL,  Di/r^ren».  u.S4eti0JteU.lSB 

Ein  und  dieselbe  reelle  Aze  OA  besieht,  mfleste  man  der  GM- 
choDg  dieser  Kurve  die  Gestalt 

geben,  mnd  es  mfisstet   wenn  beide  Schenkel  MO,  ON  durch 


diese  Funktion  dargestellt  sein  sollten,    V x'^  sowol  filr  positive, 

wie  ffir  negative  x  reell  bleiben.    Die  hierin  liegende  Täuschung 

• 

erkennt  man,  wenn  man  beachtet,  dass  in  der  Funktion  V  or*, 
wenn  sie  stets  dieselbe  bleiben  soll,  die  Grösse  x  immer  nnr  mit 
derselben  Zahl  von  Umwälzungen,  also  entweder  mit  gar  keiner, 
oder  mit  Einer ,«oder  mit  zwei  Umwälzungen,  d.  h.  entweder  als 
*«•*,  oder  als  xe*^t  oder  als  xe^^  u.  s.  w.  gedacht  werden  darf. 
Jenachdem  man  die  erste,  zweite,  dritte  Annahme  macht,  ist 
dann  aber  auch  — x  oder  xe^  resp.  gleich  ore^,  oder  gleich  dre''^', 
oder  gleich  xe^^*  u.  s.  w.  zu  setzen.  Hierdurch  ergeben  sich  fol* 
gendo  zusammengehörige  Werthe. 

Für  keine  Umwälzung  von  x: 

i 

fkr  eine  Umwälzung  von  x: 

s  4/3    i 

X  =  J?«««'.  y  =  arlet^  =  Var«(— i  -  -^  V^— 1), 

—  x=z  x^^*,  y  =  a:le*^*=  Va:*; 

fdr  zwei  Umwälzungen  von  xi 

B  V3     /— 

»  4/3      . 

Die  Funktion,  welche  fSr  positive  x  den  Schenkel  ON  er- 
seugt,  liefert  also  für  negative  x  keineswegs  den  Schenkel  OM, 
ftondern  eine  ganz  andere  Kurve,  deren  Ordinate  y  nicht  mehr 
roell,  sondern  komplex  ist.  Die  Funktion  dagegen,  welche 
Ar  negative  x  den  Schenkel  OM  ergibt,  stellt  für  positive 
X  eine  ganz  andere  Kurve  mit  komplexer  Ordinate  dar,  und  tfber- 

liaiipt  kann  aus  Vx'^  für  negative  x  nur  dann  ein  reeller  Werth 
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herrorgeheo,  wenn  man  sich  ^x  als  mit  1  ad«r  4  oder  7  oder  10 
U.8.  w.  ganzen  Dmw&lzungen  behaftet  denkt 

37.  Ohne  BerQcksichtiguDg  der  geometriechen  Bedeutang  der 
imaginären  Grossen  und  der  Regele  des  ersten  Abschnittes  kann 
das  Wesen  einer  Funktion  ganz  an?erstindlich  werden. 

Ein  Beispiel  hierzu  liefert  die  Funktion  x^.    Fflr  negatiTe 

Werthe  von  x  nimmt    dieselbe    die  Form   y=(— ^)"*  =  ri7'-Ti 

an.  Lfisst  man  jetzt  x  stetig  von  0  bis  ao  variiren,  so  würde 
diessnach  der  gewöhnlichen  Auffassung  filr  y  immer  nur  dann 
einen  brauchbaren,  nämlich  reellen  Werth  liefern,  sobald  x 
einen  Bruch  mit  unpaarem  Nenner  darstellt.  Wäre  dagegen 
dieser  Nenner  paar,  so  wflrde  y  einen  unbrauchbaren,  nfanlich 
imaginären  Werth  annehmen.  Für  die  irrationalen  WeMie 
von  X  wtisste  man  aber  nicht,  ob  dieselben  als  Zahlen  mit  paa- 
rem  oder  mit  unpaarem  Nenner  anzusehen  sein,  oh  dieselben  also 
einen  möglichen  oder  einen  unm0glichen  Werdi  von  y 
lieferten. 

Die  durch  die  Vektoren  y  dargestellte  positiv  reelle  Aze  oder 
die  nach  gewöhnlichen  Prinzipien  mittelst  rechtwinkliger  Koordi- 
naten durch  die  Gleichung  y  =  -. r^  dargestellte  Kurve   wflrde 

hiemach  nicht  wie  ein  zusammenhängender,  sondern  wie  ein 
puiiktirter  Linienzug  erscheinen. 

Ganz  anders  und  verständlicher  gestaltet  sich  das  Wesen  der 
gegebenen  Funktion  bei  allgemeinerer  Auffassung  der  algebrai- 
schen Grössen. 

Denn  setzt  man  --x=ixe^*,  so  ergibt  sich 
5 =(— «)-*  =  —  e-*'»'  =  —  [cos(— «w)  +  sin  (^xn)  V"^]. 

Hiemach  stellt  ganz  einfach  y  einen  Vektor  dar,  dessen  Länge 
— ^  und  dessen  Drehungswinkel  — xn  ist    Die  Endpunkte  aller 

dieser  Vektoren  bilden  eine  Kurve  MN  (Taf.  IIL  Fig.  8.),  fflr  welche 
man  gleichzeitig  x^O,  y^=^ zce^  =  -f  oo  und  :r  =  od,  y  =  Oe^ *^ 
hat,  also  eine  Kurve,  an  deren  einer  Seite  die  Axe  OA  Asym- 
ptote ist  und  deren  andere  Seite  sich  in  unendlichen  Windungen 
um  den  Nullpunkt  schlingt. 

38.  Manche  Kriterien,  welche  man  für  die  Stetigkeit  einer 


midnM§k.,  Cnbeatmnik.,  VeränderL,  Dif^rtm,  M.Si$iHrMi.tBjJi 

FanktioD  aafgestellt  findet,  und  vrobei  aoMerdem  nor  an  den  epe* 
lielleD  Fall  reeller  Fonktiooen  gedacht  ist,  erweisen  sich  ala 
enauginglich. 

Weon  s.  B,  gesagt  wird,  die  Fnoktion  y:=:F(xy  bleibe 
an  der  Stelle  x=i  kontinuirlich  oder  erleide  daselbst 
eiae  Uaterbrechung  der  Stetigkeit,  jenacbdem  die  Dif« 
ferens 

mit  i  und  t  gleiebzeitig  verschwinde  oder  nicht,  der- 
gestalt, dass  f&r  gewubniiche  rechtwinklige  Koordinaten  die  GM* 
chnng  y  =  Fix)  ßr  or  =  |  =  O A  (Taf.  III.  Flg.  9.)  zwei  veracUa- 
dene  Werthe  RN  and  RP  liefere»  von  welchen  der  eine  RN  das 
Endglied  der  rückwärtsliegenden,  den  Abscissen  | — «  entsprechen- 
den Reihe,  der  andere  RP  dagegen  das  Anßingsglied  der  ver- 
wSrtsliegenden,  den  Abscissen  |-fd  entsprechenden  Reihe  sei,  so 
erkennt  man  nach  dem  Früheren  leicht,  dass  bei  dieser  Definition 
swischen  Zosamroenbang  und  wahrer  Stetigkeit  nicht  nn- 
lerschieden  ist,  indem  hiemach  auch  ein  eckiger  Zug,  wenn  er 
nor  nicht  zerrissen  wfire,  als  ein  stetiger  erscheinen  konnte, 
ferner  dass  zerrissene  Zfige  wie  die  in  Taf.  III.  Flg. 9.  fingir- 
ten  üfiV  und  PQ  durch  ein  und  dieselbe  Funktion  bei  stetiger 
Variation  von  x  fiberhau{)t  gar  nicht  dargestellt  werden  kön- 
nen, dass  auch  eine  Funktion  flir  gewisse  Werthe  von  x  nicht 
eine  grossere  Anzahl  von  Werthen  liefern  kann,  als  flir 
andere. 

Der  Werth  F(S-f  d)  kann  von  dem  Werthe  fYI— >)  für  ver- 
sehwindende d  und  e  nur  in  dem  einzigen  Falle  verschieden  sein, 
wo  beide  unendlich  gross  werden,  und  dless  ist  der  einzige  Fall, 
in  welchem  nach  No.  *Si,  der  Zusammenhang  der  Werthe  der 
Funktion  y  aufgehoben  wird.  In  jedem  anderen  Falle  sind  beide 
Werthe  gleich.  Wären  sie  gleich  null,  so  konnten  zwar  Ihre 
Richtungen  verschieden  sein;  da  aber  ihre  Quantität  gleich  null 
ist,  so  liefert  diess  doch  noch  keine  Trennung.  Ueber  eigent- 
liche Stetigkeit  sagt  also  die  Gleichheit  der  gedachten  beiden 
Werthe  gar  nichts  aus,   diese  Gleichheit  besteht  vielmehr  auch 

bei  nicht  stetigen  Funktionen,  z.  B.  bei  der  Funktion  VI—* 
llr  «=  1,  wo  dieselbe  imaginär  wird  und  eine  scharfe  Ecke  selgt, 

wogegen    doch    F(|  +  d)  =  VI— (!  +  «)=  V^^    und    fX{-t) 

SS  V  1— (l  — «)=: V«  üBr  d  =  0  und  e  =0  beide  einander  gleich 
werden. 

39.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  durch  beson- 
dere Festsetzungen  aus   einer   stetigen  Reihe  von  Grossen 


ftwisMJ  WertiM  tob  dar  aogvnblicUiebeii  Betraehtm^  «uMMhlie»- 
MD  InttD.  Hierdurch  kann  man  kinatlich  die  Stetigkeit  cAner 
Funktion  liesclirfinken ,  oline  jedocli  die  in  ilireni  wahres  Weeea 
liegende. natflr liebe  Stetigkeit  im  mindesten  zu  ändern. 

So  kann  man  sich  s.  B.  Tomehmen»  nur  die  reellen  Werflie 
einer  Funktion  in'e  Auge  zu  fassen»  wie  es  die  gewOhnlichM 
Lehrbfieher  der  analytischen  Geometrie  tbun.  Durch  eine  soldie» 
auf  Willkür  beruhende  Ausschliessung  der  imaginären  Werthe 
kann  eine  Funktion  von  einem  gewissen  Werthe  ihrer  Grund- 
grosse  an  pUtzlich  aufhören,  Werthe  su  liefern,  wies.B. 
die  Funktion  +  Vr«— o:*  von  d?=rr  an. 


Wenn  man  will,  kann  man  die  so  abgebrochene  Reihe  4tr 
Werthe  einer  Funktion  mit  einer  anderen  Reihe  von  Wertben  in 
Verbindung  setzen,  welche  diese  Funktion  liefert,  wenn  man  ihre 
Vieldeutigkeit  beracksichtigt,  also  die  Reihe  der  Werthe  von 

+  Vr*-T-a?«  fllr  ;p=— r  bis  ar=  +  r  mit  der  Reihe  der  Wertbe 

von  —  V^r* — j^  für  «=:+r  bis  j?s=— r,  durch  welches  Verfah- 
ren sogar  ein  Linienzug,  nämlich  der  obere  Halbicreis,  mit  einem 
anderen  Linienzuge,  dem  unteren  Halbkreise,  in  eme  ste« 
tige  Verbindung  gebracht  werden  kann. 

Durch  eine  derartige  Ausschliessung  .der  imaginären  Wertfie 
kanii  auch  ein  Linienzug  wie  der  in  No.  37.  in  eine  diskonti- 
nuirliche  Reihe  von  Punkten  verwandelt  werden. 

Noch  weiter  wird  die  kfinstliche  Beschränkung  in  der 
Variation  der  Funktionen  durch  diejenigen  Untersuchungen  ge- 
ti^eben,  welche  den  gewöhnlichen  Cregenstand  der  unbestimm- 
tfn  Analytik  oder  der  Theorie  der  Zahlen  ausmachen,  in- 
dem man  hier  nicht  bloss  die  imaginären,  sondern  von  den  reellen 
auch  noch  die  irrationalen  oder  die  gebrochenen  Werthe 
ansseUiesst  und  sein  Augenmerk  lediglich  auf  die  rationalen 
oder  gar  nur  auf  die  ganzen  Werthe  richtet. 

Solche  Untersuchungen  sind  offenbar  zulässig  und  au  ge- 
wissen Zwecken  sogar  sehr  nfltzlich;  man  darf  aber  darüber 
nicht  die  allgemeine  Natur  der  Funktionen  vergessen  und  eine 
willkürliche  Bedingung,  wodurch  diese  AUgemeinheit  beschränkt 
wird,  unvermerkt  als  ein  im  Wesen  der  Funktionen. lie- 
gendes Gesetz  betrachten. 
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Tm. 

AUg^ineiiie  Theorie  dw  Krunmiaiig  *der  Flachen  für 
jedes  beliebige  rechtwitiklige  Coordinatemiysteili. 


Von 

u. 

•  *.  fi * . ' 


dem  Heraasgeber. 


tn  einer  früheren  Abhandlung  habe  ich  die  Theorie  der  Krffm- 
nrang  des  allgemeinen  drSiaxigen  Elllpaoids  nach  einer  besonderen 
Methode  entwiekelt»  und  dort  zngleich  bemerkt»  daiis  die  gewdhn- 
liebe  Darstellvng  der  allgemeinen  Theorie  der  KHImmung  der 
Flächen  überhaupt  nicht  sehr  geeignet  sei,  um  von  derselben  diH 
Leichtigkeit  Anwendungen  auf  besondere  Arten  der  Flächen  su 
machen,  weil  dabei  meistens  eine  grossere  Ansahl  von  Transfor- 
mationen der  Coordinaten  ^n  Anspruch  genommen  worde,  wenn 
auch,  in  dieser  Beziehung  namentlich  in  dem  bekannten  Werke 
▼on  Motgno  allerdings  schon  einiges  Verdienstliche  geleistet 
worden  sei.  Ich  werde  daher  nach  einer  ganz  ähnlichen  Methode 
wie  die,  durch  welche  ich  in  der  vorher  erwähnten  früheren  Ab- 
handlung,  wie  ich  glaube,  zu  manchen  sehr  bemerkenswerthen 
Resattaten  in  Betreff  des  allgemeinen  drelaxlgen  EIKpsolds  ge- 
lingt bin.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  die  Theorie  der  KrläiA 
mnng  der  Flächen  ganz  im  Allgemeinen  in  einer  solehen  Weise 
entwickeln,  dass  die  aus  dieser  Entwickelung  sich  ergebenden 
Formeln  ohne  Irgend  welche  Transformation  der  Coordinaten  eine 
unmittelbare  Anwendung  auf  alle  besonderen  Arten  der  Flächen 
gestatten.  Die  Gewinnung  solcher  ganz  allgemeinen  Formeln  ist 
das  Hauptziel,  welches  diese  Abhandlung  zu  erreichen  sucht ,  so 
dass  Ich  mich  also  in  derselben  auf  die  Entwickelung  HNincber 
allerdings  sehr  interessanten,  aber  meistens  schon  bekannten  R»- 
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lationen  swischen  den  KrOmmangsbalbmeweni  Terschiedener  ebe- 
ner Schnitte  der  Flfteben  aosfllbrlicher  nicht  einlassen  werde. 


I. 

Indem  wir  immer  bloss  rechtwinklige  Coordinaten  zu  Grande 
legen  nnd  die  yeränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  durch 
Xt  Y,  Z  bezeichnen,  sei 

nX,  F.  Z)  =  0 

im  Allgemeinen  die  Gleichung  der  gegebenen  krammen  FISche. 

'"  ttn  Veliebiger,  aber  besfimmter  Punkt  dieser  knäbmefl-Pllelie 
*^  QW)»  ;«Q;  da«!  also  auch 


.f 


ist ;   wenn  aber  f(x,  y»  x)  im  Allgemeinen  als  eine  Function  dreier 
▼erinderlicher  GrCssen  betrachtet  wird,  so  soll  im  Folgenden 

U=zf(jp,  y,  x) 

gesetzt  werden.     Alle  im  Folgendem  Torkommenden  Diferential- 
quotienten  von  u  sind  partielle  DilTerentialquotienten. 

Die  Gleichung  der  Berfihrungsel»ene  der  krummen  Fliehe  In 
dem  Punkte  (oryz)  Ist  nach  den  allgemeinen  Lehren  der  analjrti* 
sehen  Geometrie: 

Die  Gleichung  einer  beliebigen  durch  den  Punkt  (xyx)  geleg- 
ten Ebene  sei 

A(X-'x)  +  B(r-g)  +  C(Z—x)=iO. 

Dann  sind  die  Gleichangen  der  Berfifarenden  der  Corre.  in  wei- 
eher  die  FUche  von  ^eset  Ebene  geschnitten  wird,  in  den  Pnnkte 
(xjft)  dieser  Cnrre: 

JiX-x)  +  B(r-g)  +  C(Z-x)  =  0, 

|(Jf-;r)  +  |(F-,)  +  g(Z-,)=0. 

Ans  diesen  beiden  Gleichungen  folgt,  wenn  G  einen  gewis- 
Factor  bezeichnet: 


dao  sind 


/Vr  /Mbt  MtMt«  redUmttUtge  CmmMntfttm.  <      HB 

oe  cy         d:r         02         oy         oj: 

die  Gleichungen  der  In  Rede  stehenden  Berührenden,  wobei  wir 
gleich  bemerken  wollen  ^  das«  wirdieCurve,  in  welcher  die  durch 
die  Gleichung 

charakterieirte  FlSche  von  der  durch  die  Gleichung 

il(2r-^)  +  J?(F-y)  +  C(Z~z)=0 

charakteriairten  Ebene  geschnitten  wird,  im  Folgenden  der  Kfirie 
wegen  überhaupt  den  Schnitt  nennen  werden. 

Ist  nun 

il'(j:— ar)+J?'(F«y)+C'(Z-z)=0 

die  Gleichung  der  Normalebene  des  Schnitts  in  dem  Pnnkte  (xf»), 
so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

A'  B'  O 


^^""^^    ^ai""^&    ^5^-^s 

und  folglich 

<»^-^|)<^-'> + (^S-^s)^''-^)  +(^|-i'S><^-»)=o 

d}e  Gleichung  der  Normalebene  des  Schnitts  in  dem  Punkte  \xy^ 
desselben. 

Also  sind 

il(^-.«)  +  B(F-.y)  +  C{Z~x)=0, 

die  Gleichungen  der  Normale  des  Schnitts  in  dem  Pmikte'<j^). 


IM    Grum^in\'   iU§mfm9  fjünto  der  ititimmm^  4tr  Fi§fken 

Aas  dieseo  beiden  ^Ipichmgeo  folgt,  ireon  G'  wieder  einen 
gewissen  Factor  bezeichnet: 


oder: 


80  dass  also 

* 

die  Gleichungen  der  Normale  des  Schnitts  in  dem  Punkte  (rys) 
desselben  sind. 

■ 

Fflr  einen  sweiten  Punkt  (^lyi^^)  des  Schnitttu  wo  aläo 

nnd 

il(a:-«i)  +  Ä(y-y,)  +  a«-«i) =0 

\§(i^  .sind  die  GtotehoBgen  der  Normale  des  Sebnitts  eben  so: 


1=2! 


_       z=s 5_ 

Setseil  wir  also  der  Kürze  wegea 

F=/.(^|+2l|+c|)-(^+fi-+C)|. 


und 


SO  sind  die  Gleicbangen  der  beiden  Normalen  des  Schnitts  in  den 
Ponkten  (jryx)  and  (^i^iZi): 


Th  =  Ft S^*" — 

Ans  diesen  GleichnngeD  erb&lt  man,  wenn  X,  T,  Z  die  Coor* 
dinaten  des  Dnrchschnittspunkts  der  beiden  Normalen  i>ezeichnen : 

X-a?    _Y-y_Z  — t       Fi(ari--J?)--0|(^~y) 

V     -     V  -    W    -  C7Fi-FÜ,  '  .. 
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oder»  wie  man  nach  einer  leichten  Transformation  des  Bruche  anf 
der  rechten  Seite  sogleich  findet: 

Ä— «        «— Sf       * — «  «1—«  '    ^    '        'Xi—X 

Nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze  ist 

wo  R  eine  Grosse  bezeichnet»  die  in  Bezog  auf  die  GrCssen 
Xi — Xf  jfi — y,  zi*-«  von  der  zweiten  Ordnung  ist  Weil  aber 
af| — ussO  ist,  so  haben  wir  die  beiden  folgenden  Glelchnogen: 


il(a:i-x)  +  J?(y,-y)  +  C(ii-i)=0; 


oder: 


8tt     8tf  yj— y      8tt    i|— i R^ 

5i  •"Sy'ÄTi — x'^St* Xi-^x         a?!  — 

d?l  —  X  Xi  —  X 

ans  denen  sich  leicht: 

8t<_    aii  CR 

yg— y         3dr         5i  .       ^gj— ar 

.du      „dtt  AR 


g|  —  1 8y         8 j?         aTi^-jT 

dz  ^         ds  dy 

ergiebt.  Weil  R  in  Bezug  auf  Xi—x,  9i  '"'  y »  'i  — '  ▼^  '^ 
zweiten  Ordnung  ist»  so  nähern 

JBR  CR 

sich  offenbar  der  Null»  wenn  Xi — x  sich  der  Null  nähert;  also 
ist»  immer  unter  der  Voraussetzung»  dass  Xi^x  sich  der  Null 
nähert: 


C^^A—                          i4  — —  Ä  — 
Liin^=^ — ^=s — 5 57.    Lim-* ss — & 37- 

.  dx  dif  St         ^ 

Fenier  ist  nach  dem  Obigen: 

Nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze  ist  nun 

dtCt      du      3hi  S^u  3Hi  _ 

dtfi      dtf       d%i  SHi  S^u 

3iii      3t#       3hi  Shi  8*w  _.— 

wo  die  Grossen  RS  R^,  R"'  in  Bezug  auf  oti—- ar,  ^ — y,  2|— z 
TOD  der  zweiten  Ordnung  sind.    Weil  nun 

dui  ^du 

Sxj      dx 8hi       8hi     yx — y       S^u    JäJI^  j  _^'_ 

dai,       dti 

^^i 8y^  8%t      8hi   yi—y       8«tf     i,-»         R^ 

ftt,  '^81  _^  Shi       Shi^    Vx—y  ,  8%<     i|— »  ^    R*^ 
jfj— j?    "~&Sir  ■"8ySz*ari  — jr      82* 'o?!  ~ar      J^i  —  jp 

ist,   und  die  GrOssen 

R'  R''  R» 


» 
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190    Grumtri:    Ul$mmme  TM^öfU  äer  KHttmmmg  9er  näehen 

sich  det.1^11  allieni»  wenn  jr|  — jrsicb  der  PIull  nähert,  so  ist, 
immer  «iit^r  der  Vöraasset2ung,  das»  Xi — x  sich  ^erJNall  nähert: 

Xi-^x       ax^  "  oxoy        Xi — x     max        Xi—x 

Xiim  *?i*^^  ==lßr!r  +5-5^110** — ^  +  !r^'^"mr — r» 

Xi — X       o2roy     o^        a?i — x     dydt        Xi  —  x 


':'  V 


dtfi     9tt 
Lim— i =  g-—-  ^  •-_  Lim  ^^ 7.  +  -^-m  Lim > 

i  .   1  ,  .  .  • 

also  nach  oem  Obigen: 

_ .    öj?!      dx     8*a  .   8*u    .    Bx        Bz 

dz         9y 

r 

dz  dy 

.     .du     „8« 

8««    Z^Z-E; 
^ySl'     du     f,du 

i        ■      .     . 

8111      8t«  ^8«         8m 

_.    S^~dx      3ht       Shi    l8£_Jl& 
"-»" -jp=F  -  8*8«  +  8y8*  •  r8ir~T% 


8*a        8y'^''8ji 
+  ^'    ^du      ^hu' 


^5-% 


'        '    . ' 


II.    •     • 


<  /Vr  jtidit  HJietUft  reeJUwinkUffe  CoeräiwaienspMi&m.         |71 

Hiernach  erhalten  wir  nun  nach  gehuriger  Substitution mttiltt 
leichter  Rechnung,    wenn  der  Kürze  wegen  ^ 

o.=,^+«HC,|(g)%©'+^)-i-(.|+«|+c|,. 


und 


3*11    du         du 


gesetst  wird : 


r-PLim^Ö^-2t== 


CQ^ 


dz         cy 


nnd 


.  V\  — «  a?|  —  X  ^cu      Jörn 

dz  Sy 

Weil  nun  aber  bekanotlich  der  Mittelpunkt  des  Krümmung»* 
kreises  des  Schnitts  io  dem  Punkte  (xyz)  desselben  die  Gränze 
ist»  welcher  der  Durchschnittspunkt  der  beiden  den  Punkten  (xyz) 
und  (xiyiZi)  entsprechenden  Normalen  des  Schnitts  sich  nähert, 
wenn  der  Punkt  (xiyi^ii)  dem  Punkte  (xyz)  immer  näher '  und 
näher  rückt,  also  Xi^x  sich  der  Null  nShert,  und  unter  dieser 
Voraussetzung  offenbar 


172   Cruneri:    AU§emeHu  Theorie  der  Krümmimg  der  Piäeken 
also  Micb 

»iiii(üi  -  l7).Liin  *^^^  =  0 

iat;  so  ist  wegen  der  aas  dem  Obigen  bekannten  Formel 

X-a;_  Y-y      Z— » 
V     —     V    ~    W 


_  ^-'^^:ri+<''«-'')-<^i-^)§= 


X 


X\  —  Jf  Xx—'X 

m 

weon  von  jetzt  an  X,  T,  Z  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  de» 
Krfimmungskreises  bexeicboen,  offenbar 

Y             V             ^                     F-C7Lim^^i-=^ 
X^-j? Y  —  y Z—t X|  — X 

"^"     »^    "   »^  -t7Limll^^-FLim5^i=^' 

also  naeb  dem  Vorbergebenden : 

X->jr       Y>-y      Z— I Q« 

ü     -     F     ^     W    ""(il«+Ä»+C«)e* 

Wenn  iZ  den  Krümmungsbalbmeaaer  bezeicbnet,  so  ist 
also: 

Nan  ist  aber,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet, 
also 

und  folglich 


fi=± 


das  Zeichen  so  genommen,  dass  R  positiv  wird. 


AKT  Jed€9  MieM^e  redUwHM^e  CoardHuUemptUm,         173 


II. 

Wir  wollen  nun  die  Normalschnitte  betrachten. 
Wenn  die  durch  die  Gleichung 

A  (X^x) + B(  F—  y)  -f  C(Z  — i)  =  0 

cbarakterisirte  Ebene  einen  Normalschnitt  bestimmen,  also  anf 
der  durch  die  Gleichung  ^ 

^(Jf-*)  +  |(F-y)+|(Z-x)=0 

cbarmkterisirten  Berflbrungsebene  der  krummen  Fläche  senkrecht 
stehen  soll,  so  muss  nach  den  allgemeinen  Principien  der  analy- 
tischen Geometrie 

.     "■  Sa: +  ^S^ +*'&-" 
seio.    Deshalb  ist  nach  I.  in  diesem  Falle 


und    « 


«.=<^+B.+  Cl®)%(|)%©-i, 


also: 


X— -.— ß 


Y-y 


174  Grum^ft:  .  iMitm$iM  TIMrie  der  iCrükmmikg  rfrr  PtUken 
and 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  ^er  Nonuaischtiitl  doröh  dKe  durch 
die  Gleichungen 


cosd  COSO)  COSCü 

charakteriairte  gerade  Linie  beatimnit  werde,  so  ist 

^cos  04  ^cos  o>  -f  Cco8  S  =  0 
ütod  flatürlioh  ^wle  voriier  anraerdeni] 

Also  kann  man  offenbar  setzen:  . 


.  du  ^dtf 

il  =  cos  0)  ^  •— '  oos  S  ^  9 

Ol  oy 

0=;CO6G>o COSÖg-» 

^             '     Ötl  8fl 

C/  =  C08dö COSWk-» 


woraus  sich 


ergiebt.    f^ebmen  wir  nofi  aber  an,  dass  die  dnrcb  die  Gleichungen 

X-x^  F-y_Z~g 

cosd       cos»       coefO 

eharakterlsirte  gerade  Linie  in  der  Berübrungsebene  liege,  lio  ist 

du  du  t--9u     .^ 

CO»  ög— +  cesMög- +  cos  5  g- =11, 

also  nach  dem  Obigen : 


1    1 


y— y= :'•    ß ' 

Nun  ist' aber,  wi«  mair  mit  Rflcksicfat  aof  dfe  Gleichung 


I      I 

f 

und 


Su  du  ^  8u      ^ 

C08  ^  g~  +  CO«  fl>  5-  +  cos  0^=0 


leicht  findet: 


also  nach  I.,  wefiQ  diov  KSrze  wegen  . 

c^  3*tt       ^  3*t«  _         8*11 

+  2co8dcos<x)g-g-  -ficosoocosSg-Ä- -f-^cosocosdg-ö- 
geaetzt  wird: 

«-«!(!)• +(!)■*  (DT- 

und  folglich  :  . 

9tf  8t£  du 


m  Crmmwri:   MfmHmw  TMmfU  ämr  gfUmm0  äer  ßUMem 

ODd 


III. 


Wir  wollen  jetst  swei  Nonnalsehnitte  betrachten,  die  «nf  ein- 
ander senkrecht  stehen.  Indem  wir  annehmen,  dass  diese  bd- 
den  Noimalschnitte  durch  die  Gleichungen 

zr  = ^= ^    und  3r=: ^= =" 

cos  (9         COS(0        coso  COS(9i        COSIOi       C0SO| 

liestimrat  sind.    Dann  habon  wir  die  Gleichungen: 

du  du  du       ^     ^ 

gjeo8«  +  ^co.  •  +  gj  co.«=0. 


und 


CO«  ö*  +  cos  a*+cos  5*  =  1 


die  Bu  Bu       ^      ^ 

K-  COS  dl  +  g^cos  »1  +  ^  cos  G>i  =0  > 


COS  öl* + COS  »i*  +  cos  Oj* = 1 ; 
und  ausserdem  die  Gleichung 

cosöcosöi  -f  eosi»coB»i-f  cosöcosöi^O. 
Also  ist/  wenn  Gi  einen  gewissen  Factor  beseichnet: 


(du       ^      Bu         \ 
g^COSO-  g^COS«^, 

(du  du       ^\ 

gjCOSÖ  —  g^c<>«<^J> 

(8«  du        \    ' 

g^cosa  — ^cosö^; 


WO 


(du  du       _\* 


also»  wie  mao  sogleich  fiber sieht:  •  \ 

und  foigiich  nach  dem  Obigen: 


^.=(1)- +©•+©• 


Weil 


du  .  du        _ 

cos  w  4'  är  coB  a 

cosd 


^^^^"^  ^  ^ 


8t« 

dar 


du       _   .  3ti 
cos  »  =  — 


^coso  +  g-COSÄ 


^ 

du  dtf 

K^-COSÖ  +  g-COSO) 

cosö=_-5^ ^52? 

dl 


ist,  so  ist: 

(8»\*  -  —      /du  du       _\*     /ö«\' 

äjj  (co«»«  +  cosc.?)+(^^cos(o+^cos5J  =(^g^j  , 

{y  (co«o«+cos«»)+(^^cosc»+g^cosflj  =:(^g-^  , 

also,   wie  mao  sogleich   übersieht»   wenn  man  die  Quadrate  ent- 
wickelt: 

*  fö)"+  ©  +  ©'  *  <"»«"*+«°^")-  ^"^S"")' 


woraus  sich  unmittelbar  di$!   folgenden^  sehr  .bemerkenswertheD 
RelationeD  ergebet:    -       /  \ 

(gcosö-  ^coss)'»)  (I) +(|)'+(^)'|  sin««-  (|y. 

(gcos»  - 1  €0.«)*=  ^g) +(|) +(|y  ^  «In5'-(|')*- 

Ferner  findet  niaB»  we^n  tnai»  die  nachstehenden  Prodocte 
durch  gewöhnliche  Multiplication  entwickeit»  und  in  denselben 
nach  der  Reihe 

Su       _         /du  du         \ 

gj  cos  o  =  -  ^g^  cos  *+ j^  cos  »^ . 

du  /du  du       _\ 

g-co«d  =  —  I  g- cos©  +  g-co«o  1, 

dtt  /du       ^    du         \ 

i  *       • 

setzt y  ohne  alle  Schwierigkeit: 

<  , » 

/8ui     -^      Su         \/ft«       ^     du       ^\\      ' 

f^eOSCD  — g-C08<Ä  1  I  K-C08Ö  — ^COSO  1 


(dtt  du        -\/dti  du         \ 

g^  cosö-g^  cosoj^g^cos  »- ^cosej 

(du  du       ^\/Btt      _     du         \ 

j^co.«- j^ cosöj  (^cos«^ j^  coa,; 


■  »-   1 


Also  ist  nach   dem  Obigen:  ^  < 


{ 


m'^  (i)>  (s)''««--  ~^ 


und  .«•:..« 


C0SI»| 


./eta\». /a»v_. /^aMV.  _    3«  3« 


oder : 


i-.i: 


(S)'=i(l)'0**^)''<-'^-r9<-' 


I'»  *r 


erumttlt   IUIt$mtliu  TUerU  4tr  Krimmtm§  4tr  Pläeken 
und 


du   du     ./du\*.  /du\*.  /du\* 


~  ^•a?  =  '(8i)*+  (5)*+  ©'  ' (™»»e«'S  +  CM«, C0.5,), 

Setzen  wir  nun 

Äj  =  CO«  Öl«  g^  +  CO«  »i«  ^ + cos  Oi«g-j 

t 

+2cO«öiCO«00ig-g-  -f  2c08CDiCOS€^g-^4-2cO«Ci>iCO«öt^Ö~~  » 

«o  tat  nach  den  vorhergehenden  Formeln,  wie  auf  der  Stelle  er- 
hellet : 


\ 


®)"0"+(s)''«. 


./du\*    /du\*    /du\*  ]  Sht      ^  _3»ii 

=w  +w  "^U^)  n  -2*"«»«~»äi^-2«»"«»»ö^ 


—  2c08OC0«6 


^VSSy  '8»*""V5y/  •%'"Vax/  '8i* 

o?ü  ??    ^*^      9??  ^    8«tt      ^8a   &u    8«tt 
ftr '  3y  *  S^ßy         8y  '  8z  '  dydz        8z  '  dx*  dxds  * 

und  weil  nan  bekanntlich 

8*11  ^8*tt  -_.8*iic 

Ä  =  cosfl«  gp  +  co.««^  +  CO«  c»>gj5- 

8*ti  8*ti  _  8*11 

+2co«eco««i^+2co«aicA5^^+2ce8üco«Ö^gj 

Ist,    «o  erhält  man  aof  der  Stelle  die  folgende  «ehr  bemerken«« 
werthe  Gleichnng: 


tir  JeäBM  MMt§0  re€kiwimU§§e  Cmi  ^äimien9§mmmi         18t 


9>tf 


oder: 


dx' dg' Bxdy  *~   ^ * Sx  * dydz        Bi  'dx' BtBx * 

\dij  '^  +  \^J    V"*"  w  'S? 

^8u   du    Shi      ^du  Bu    dlhi  ,  „^  ^    ^ 


Bx  By  BxBy ^    Bg  Bz    B^fSz^   Bx   Bx ' BxBx 

Aas  dieser  Gleichung  erhellet»  dass  die  Samme  i2  -f  «^  eine 
coDStaote  Grosse  Ist,  und  dass  ^  aus  i2  ironier  leicht  gefanden 
werden  kann.  f 

Znr  Bestinimang  von  Xi ,  Y| »  Z^  und  IZ| ,  wo  die  Bedeutong 
dieser  Symbole  ohne  weitere  Erläuterung  sogleich  von  selbst  er- 
bellen wird ,  hat  man  nach  II.  die  folgenden  Formeln : 


Bu  Bu  Bu 


und 


IV. 

Hiemach  wollen  wir  uns  nun  mit  der  Bestimmung;  der  Nor- 
malschnitte der  grossten  und  kleinsten  Krfiromung  beschäftigen. 

Zwischen  den  Winkeln  6,  cd,  15   haben  wir  bekanntlich  «Mir 
swei  folgenden  Gleichungen : 


181    €rumw^t:   äUnmein^  fimmrit  dir  KHtmmwm§  ä$t  Ftd€ken 
/  >»  «      co90*4-  CORO»*  ^•  cos Q*  :i^  1 ;  \ 

V       -.  ■  f  \  }  '  '  '  '  ^^ 

aus  denen  durch  Differentiation  erhalten  wird: 


^«   ."        Sil  8cosÄ     d«   ?cosS^     '!. 
sin  0  cos  ^—- cos  CD — jsg — t-coso  — gr —  =  ü. 

I 

Aus  diesen  Gleichungen  ergieht  sich  sogleieh : 

du  —Sil 

\  8co«  <»  .  ^         ^  oj? 

90  ^cu  du 


i 


'-»"  • 


du  du 

8C08S      . ;  «**"g-^*^ 

COSOg-  — C0«l»^ 


Wenn   man  aber  den  Ausdruck 


VI';  1 


8*11  ö%<  „  8*11 

^  =  cos  Ö»gp  +  cos  «»«^  +  cos  ü«g^ 

%  8*tt      -.  _  8*11     ^       _  dhi 

+  2(5080 cos  (D  g~öT  +2C0S  09  COS  O  g-g-  +  2 COS  ö  COS 0g-g- 

differentijct,  so  erhillt  man: 

8Ä  «.  .    ^       ^8*u    .  rt  8cosa)  8*i«  .  ,«       ^dco8c3    dhi, 

-g^  =- 28in  ö  CO. «  g^  +  2 cos  » -gp  .  ^  +  2C08  O -^^  .  -g^, 

ftcosco    8^ 

-2(slDeC08»-C08e-g^)  g^^ 

dcosö.        _öco8«.  8*11 

+  2(C08»-g^+  CO.  O  -^)  pi 

8cosQ    8*ti 

—  2  («In  *  cos  0  —  cos  0-^^^)  gjgj , 

I   ■ 

afelo  tiaefc  geUriger  Siibstitotion  mittelst    des  Vorhei^ehenden, 
wie  sieb  durch  leichte  Rechnung  sogleich  ej^iebt: 


-du         du. 

'isind  80 

^,       -du  8uJ»%    ( 

=  -CO.Ö  (C0«ö  ^    -  cos  »  g-p  g^      \ 

,      ^du  _  au.  8»«  , 

-C08»(CO»6   ^  — C08O  g;^  ^ 

—  cos O (cos CS  g *"*"§«' ^ 

8«  8«       -         '        8h  'du     8*it 

—  tC0Se(C08Ö  g^  — COSC  ^  +  C08«(C085^  — COS»gj)}gj^ 

_        _9^  Om  'du  da»     9*tc 

/Ott    a%t      8m     8%<^ 

./8a    8%«      8«     8^\ 
+  ^««'U^55^^8S^8^i>)  ^ 

-«/8u     8*M   .  8a  .  8»a\ 
+  co80«^g^.p-^^g^.g^; 

da/8^      8%i\      /8a    8«a      8a    8«a\    * 
_  8a/8*a     8*a\      /8a   8*a       8a    8*a\, 

^  ,8a  /8«a     8%t\      /du    Shi     du    3hi\ 

i 

und  weil  nun  die  geniein8cbaftUcbe  Bedingasg  des  MazimaiiM 
oder  Hiolmonis  ▼•d  Sl  oder  R  bekanatllch 

t  < 

i8t,  80  haben  wir  «ir  Bestimmong  der  Winkel  6,  co,  Ö  für  den 
Nonnal8cbDitt «  welchem  eio  Maximam  oder  MiDimam  de8  Kriim- 
iDang8halbme88er8  entaprlcht,  die  drei  folgeadM  OeiehaiqpB: 


I  ' 


184   Crum§n:    Ai^r§mHne  Tktmrte  fkißKrltmmwHf  äo"  Fiächen 

fdu    dhi      hu     dhi\  \ 

,  /8a    8«ii      du    8%i\    '     ^ 

/Sil     8*11      8a    8*11  \ 

du/3hi      8*a\      /8a    _Ät      8a    8%t\ 
+  *8z  W -^V""  V8x ' 8iaar""8y  •  ^ly 

8tt/8*a     8«a\      /8a    8»a       8a     8*a\^ 

.Su/Shi     8hi\      /8a  ^     8a    8fi«^\ 
+  '8yV,8z«"'S^y""V8t*^8i""8ar*8a%y 


=0, 


iGOHdcOSO» 


IcoHQcoaß 


cos  ö*+ cos  CO*  +  cos  o*  =  1. 


Wenn  die  Winkel  6|,  cdi,  c5|  einem  aof  dem  doreh  die  Win- 
kel 6,  m,  Q  bestimmten  Nornialschnitte  senkrecht  stehenden  Mor- 
malschnitte  entsprechen,  so  ist  nach  III.  das  Prodnct  der  Grösse 


©•O'+^y 


in  die  Grosse 


/du 


8a    Sßu  ^8a    8*a  V         ^ 
dy '  BzBx     S  '  SxSy/  ^     * 

.  /8a    dhi      du    8»a\  . 

+i,8i-g];^-"85-^>/^^«"» 

/|h     8*a      8a    8*a  \ 
+  V8i%S"-5;&8i;^'*"^* 

dufSht     8*a\       /8a     8JH«^       Su    8*a\ 
+  '8i  W""8yV       \Bx  '  dzBx  ""  iy'hyS't) 

,du /3hi     8*a\      /8a     8*a       8a    8»a  \^ 
,8a/8*a      8*a\      /8a     8*a      8a     8*a\^       _ 

+'%(,§?  "8i5;--l8;-^z"^8ia^V'^^^^^*^' 

wie  sosleicb  erhellet : 


)C0S,(^tC08Oi 


/ttr  Jedei  ötUMff^  redUmMOige  CaordimUenip9imm.         186 

,  8«  /8*u     8hi\     /3m    8«u      ^    3^"\i 
~  *  S«  Vay«     3**/ ~ V8»  *  S^~dz  ■  Siäi/  < 

^u/3»tt     8«tt\      /du   a^     3«    8«««  \ 
~  f^\8z*     dx*)~\dz   difit~dx'dx§y)  » 

-r/3tt\*      /3tt\*     /8tt\*n       _       „    3«  3«  .  ' 


uod  setzt  man  non  hierin  statt 

sin  0* ,    sin  o^ ,    sin  ö* 
die  Ausdrücke 

1 — cosö*,      1— cos»*,      1— cosö* 

Qod  berücksichtigt,  dass  dann  nach  dem  Vorhergehenden  das 
Aggregat  aller  Glieder,  welche  die  Winkel  9,  09,  o  enthalten, 
offenbar  verschwindet,  so  wird  obige  Grosse : 
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186   Brumtri:   JUi0€9t§me  Tk&&rt€  der  MHlmmumt  äir  Ftäekem 


8%» 


ßu 

/Bu    8hl      Bu    8hi\{  j/OuV  .  /Buy  ,  /öttVi 

/Bu    dhi  _Bu    Bhi  Y/8«Y 
\3y'Si5i      3z  '  BxBy)\Bx/ 

(Bu    Bht      Bu    8hi\/8jiy 
B%  '  B;rBy      Sor '  ByBz)  \Bif) 

(Bu    8^_8»   8*tf  \  /S^y 
Bu  Bu  Bu{  /B^u     8*ii\      /a^     ö||m\      /8%     8*tt\ ) 

■*'  8ar'ay  V8^'SSär"^8y*%Si/ 

8tt  8tt/8tf    8»«       Bu   dhi  \ 
^  ^'  8x  \c^  '8j:8y      8z  *  BJbx) 

Bu  Bu  /Bu   B^u      Bu    Bhi  \ 
^  Bi'Bx\Si'S^z^Bx'^^J' 

und  verschwindet  folglich  offenbar.    Daher  let 


(8tt    8»u      8tt    8^  \ 


\ 


(du    Sht      8tt   d>u\ 

(9u    Bht      du    Shi\ 


s 


1 


-0, 


e«fl  »I OM  Ol 


8u  /a««     8«a\      /du    Bhi       du    8Su  \ . 
.   ^du/dßu     8ht\     /du   8hl      du     Shi\.        _        ^     | 


woraus  maa  ganz  auf  ähnliche  Art»  wie  in  der  frfiheren  Abhand- 
lung (Nr.  I.)  über  das  dreiazige  Ellipsoid«  schliesst,  dass  die  Normal- 
schnitte,  denen  die  grossten  oder  Ueinsten  Krfimmungshalbmesser 
entsprechen,  jederzeit  oder  bei  allen  Flächen  auf  einander  senk- 
recht stehen. 

Es  ist  nun  noch  nothig,  den  zweiten  Oifferential^jiw^tiieftfen 
▼on  Sl  zu  entwickeln,  mit  Rficksicht  darauf,  dass  der  erste  Diffe* 
rentialquotient  dieser  Grosse  verschwindet. 

Zuerst  findet  man  mittelst  der  oben  angegebenen  Dtfferential- 
quotienten  von  cos  m  und  cos  o ,  mit  Rficksicht  auf  die  Gleichung 

^9u  du  ^du     ^ 

cos^<^ — h  cosoo  g- +  COSÜ  ^=0, 

leicht  die  folgendeo  «legwten  AnsdrScke: 

Jg(C08Og--C08«^)  =  8ineC0«fl -J^ ^   , 

dy  St 

COSQö COS  00^ 

•  'i  . 

COSOk COSOk- 

und  entwickelt  man  nun  den  Differentialquotienten  des  oben  ge- 
gebenen Ausdrqeks  von 

coso^-cosco^  aa 

"IsSef M' 


0O  erhält  man  nach  gehöriger  Substitution  als  Aeadkuck  iKesee 
Differentialquotienten  das  Product  von 

18' 
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C08  ü  g COBOk- 

io  die  folgende  Grosse: 
(cas5g-^-cos«g^)«g^ 

+  (cOSÖg^-COSOg^«^ 


+  (C08ö>gj-C08Ö^>g^ 


+2(C0SO^-C08IDg~)(C0SÖgj-C0SOg^g^ 
+2(C0SÖg  -C0SOg^(C0SC»g^-C08d~)p^ 
+  2(C0Sa>g--C0Sd^)(C08Ogjj^-C08C«g-)g^ 


,^8*11  «8*t«  — o8*ti 


~W  "•'W  "'"W  n+^^o^ö^-'^äSä^+^^o'-^söä^ 


^  8*iic 


Nan  ist  nach  dem  Obigen 


^•8*w  «8«t«  «„8^ 

Ä  =  C0s6«g^  +  C0Sfl}«^  +C0SO«g^ 

+  2cosöco8  CO  K-g- +2co8  CO  COS  ög-g- +2cos  Scosöp^ 
und,  wie  man  leicht  findet: 


..»^ 


I  I  »■ 


»i:       '! 
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=        (C08O^-C08«,g^)«g^ 

du  du  du  _du    d*u 

n  dtt  du  du  du   dhi 

+  2(co8d^  -co«5^  (co.a  jg-co8Ö^  p-^ 

+  2(C08a)g^-C08e^(C08O^-C<»«>^)ggj, 


■I  ■ 


\ 


also  ist  obige  Grosse: 


COSQk-  — cosw^ 


iMfe^biitiirt  man  jetzt  die  Grösse 


:i 


cosQ^--cosa>g^    g^ 
26iDd  '  dd 

mit  Rflcicsicht  darauf,  dass  der  erste  Differentialquotieot  von  Sl  ver- 
(iwlpdet,  und  setzt  den  erhaltenen  Differentialquotienten,  wie 
erforderlich  ist,  der  vorher  entwickelten  Grosse  gleich,  so  er- 
giebt  sich  die  Gleichung 


easa>gj^-cosa>^    ffla       .XVa:)  +  UJ  ^  UJ  .o        a, 

cos  O  Ä-  —  cos  00  5 — 

oy  dz 

r 

SOS  der  man  femer  sogleich  den  folgenden,  jedenfalls  sehr  be- 
mericenswerthen  Ausdruck: 


6ru»»*4r  MfimtlMe  MMrür  rier  CfüMMnv  ilr  /MUc» 

3^=28infl«  _3^ g—  («1  - ß)  . 

(ciwöj-— cose»^)« 

ableitet;  nnd  da  nno,  me  ans  aliem  VorhergeheodeD  auf  der 
Stelle  ganz  unzweideutig  erbdlet,  «atflrlicb  ftaa  eben  so 

gff  =2Mne.«^       _  ^^    ■     V.  ^    ^^^ 

(coeoi^-co««,^)« 

iüt,  80  Ist  ftlA»,,  data 

immer  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben»  also  die  eine  der  bei- 
den Grossen  Sl  nnd  ^  «lets  ein  Mamnnm,  die  andere  ein  Mini- 
mom  ist  Was  6lc1i  hieraud  in  BeisOg  auf  Ad  Krilnittinngshalb- 
niesser  JZ  und  Ri  schliessen  Ifisst,  will  ich  nicht  weiter  erUntem, 
da  dies  bekannt  genug  ist. 


V. 

Die  drei  Gleichungen,  welche  wir  in  IV.  zwÜBchen  den  Cosi- 
nussen der  Winkel  6,'m,  S  gefunden  haben/ müssen  wir  nuq.afrf- 
lösen.    Diese  Gleichungen  haben  im  Allgemeinen. die  Form: 

*  ■   •    .  •    . 

Gleichungen  dieser  Art  können  aber  immer  auf  ibigendie  Art 

aufgelost  wetxlen. 

Man  bringe  die  beiden  ersten  Gleichungen  auf  die  folgende 
Form : 

(aix  +  diy)x  +  (b^y  +  e,  z)y  +  (cii + /;ar)x  =  0 ; 

dann  ergiebt  sich  aus  denseibeo,  wenn  G^  eise«  ^wissen  Fader 
bezeichnet: 


^^^9     q^^N^W    fl^vV^^^^pFv     V  ^^wWv^P^^WffP^^v     w^^PvvPVV^VPvW^^^WVI^Vto 


3fÄG,|c(ai*+di3f)« 


■«(*iy+«i*)l» 
*(«i^+di3f)l; 


oder: 


also 


(1— aei€rt)2:=€rt{(a6| — 6i{|)y— 6aiJ?}; 


c6iG«J-"(6c,  -ce,)G,|=-.(l-6/iC,), 


(l-eii|G,)| 


+  «M?iG,-=     (cui— oA)Cra, 


Hat  man  oun  zwischeo  zwei  GrSssen  9,  «o  im  Allgemeioen 
die  drei  Gleicbaogen: 

iii'e+6i'i©at=«j, 
■o  folgt  aus  denaetben  immer  die  Gleichimg: 

Weodet  man  dies  anf  die  drei  vorhergeheDden  Gleicbangen 
swiscben  den  zwei  Grossen  «^  und  —   an ,   so  erbält    man   nach 

X  X 

Ansfflhrang   aller    nOtbigen    Reductionen  -zur    Bestimmung    der 
Grtese  G%  die  folgende  Gleicbung  des  zweiten  Grades: 

Ga=0, 


1— a«! 

G«  +            a*«i  A 

-Vi 

-1-            acdiBi 

— ^di 

+            bcd^fi 

+  aci(a6i— 6«^) 

+  c6|(cai-a/i) 

+  6ot(6e|  -  eei) 

welche  man  auch  unter  der  folgeii4ea  Form  darstelleD  kaoo : 


1 — ae^ 


G«  + 


+ 

Hat  man  aber  auf  diese  Weise  G%  gefunden,    so  kann  man 

ft  z 

die  Quotienten  ^  und  —  mittelst  der  drei  obigen,   zwischen  den- 

selben  Statt  findenden  Gleichungen  auf  verschiedene  Arten  aus- 
drucken, etwa  mittelst  der  swei  ersten  dieser  drei  (Gleichungen 
auf  folgende  Art : 

X  acbiCiG%'{'{bci — cei)(V — cdiG%i 

t  _  cbi  (coi  -  afi )  G,  H-  (1  -  bfi  G^  (1 — edi  C,) . 
X  acbietG%+(bci — cei)(l — cdiG^        ' 

und  diese  Quotienten  führen  dann  mittelst  der  Gleichung 

leicht  zu  der  Bestimmung  der  GrOssen  x,  ^,  .2  gelbst,  was  sieht 
weiter  erläutert  zu  werden  braucht 

Für  so  bemerkenswerth  ich  auch  diese  Auflusungsmethode  an 
sich  halte,  so  würde  dieselbe  doch,  wenn  man  sie  auf  die  drei, 
zwischen  den  Cosinussen  der  Winkel  6,  »,  o  Statt  findenden 
Gleichungen  anwenden  wollte,  zu  sehr  complicirten  und  nicht  sehr 
symmetrischen  Ausdrücken  fiShren,  was  eine  andere  AuflSsnng 
wünschenswerth  macht,  die  wir  in  den  folgenden  Nummern  geben 
wollen. 


VI. 


Dieser  Auflösung  muss  zuerst  die  folgende  allgemeine  alge- 
braische Betrachtung  vorausgeschickt  werden. 

Man  habe  zwischen  den  Grossen  x  und  y  die  drei  folgenden 
Gleichungen : 


Denkt  man  sich  dano»  was  offenbar  möglich  ist»  die  iwei  GrSssen 
Ut  V  so  bestimmt,  dass  ■  > 

ist,  so  ist  wegen  der  drei  voraosgeset^ten  Gleichungen: 

.  •  5  ;  J  •  *      'k 

Hiiltipliclrt  man  diese  drei  Uleichnngen  nach  der  Keihe  mit 

6iC«— C169,    b%c^c^{biu+b^v),    (biu-i-b^v)ei'^cbi; 

80  erhält  man  darcb  fernere  Addition  der  drei  Gleichungen,  well 
identisch 


•    •!»•       '«»i.:      »."Ml 


und 

c(biC^  —  C|6a) 

+  Cal(6tu+4i|ü)  Ci -r  c6i } 
ist,  die  Gleichung 

welche  man  nach  einigen  Reductionen  sogleich  auf  die  Form 

(ai6»— aj6i)(ciU+Ctt>'— c)=0 
bringt,  woraus  sich  im  AHgemelnea 


j>i 


4  • 


ergiebt.    Wenn  maB  also  drei  Gleidiongen  vod  der  Form 

a  -t-bx  -t-cy  ssO» 

hat»  80  ist  fanmer  sugleich: 

was  dch  oft  mit  gh>8aem  Vortheil  anwenden  Uaat,  wie  anch  die 
folgenden  Redinangen  im  Torliegeoden  Falle  aeigen  werden.  . 


Blan  fllhre  drei  HüUsgrOsaen  X,  Tf,  S  ein»  welche  durch  die 
Gidchnngen 

2=JicoB0,    yttsJScoaUy    SslIcoaQ 
bestimmt  sind;  dann  Ist 

COS(9=^9     0080  =  2»     COSQs^; 

nnd  folglich»  weil 

i2=:COS0*^  +  OOSCD"g-3 -f  cos3>^ 

+  2co.«co.c.g^  +  2co»»co«o^+2co.©co.«^ 
ist: 

Nach  IL  ist  aber 

««=±V(S)-+(|)V©'. 


aUo  jiaoli  d^m  VoriMitgebeiidai.r- 


± 


«v(i)V0*^)- 


.■/    • 


\  I       '.7     '  ■     ■ 


'•■l 


JM  >.  •»!•• 


Well  bekanntlich  '      '"  '»■•  j 


dtt  du  .die     A 


M,  80  ist 


■  ■  i 
I 


.\ 


:  \ 


und  «nseerdem  ist  nach  dem  Obigen: 

Hlerans  siebt  man,  dass  zwischen  den  GrOssen  M,  Jf,  S  zwei 
Gltt0hiingeo  bestehen,  imd  dass  also  imner  oiur  4ilnie.  d^r#e{lKll9i 
als  unabhängig  variabel  betrachtet  werden  kann,  wozu  wfUJfßi 
Folgenden  die  6r5sse  X  wählen  wollen. 

Aus  der  Gleichung 
folgt  durch  Differentiatioa  naeh  Xi 


»+»g+4-«f- 


und  da  nun  fClr  das  Maximum  oder  Minimum  des  KrCUnmungs- 
halbmessers 


MtAa  muM,  so  bt 


I+Vj|-|-S§=0    oder    XdX-fVdy-f SaS=0*    '"<•  na 
Aus  der  Gleicining 


Bhi  3hg         3hg  8hi  '    8%i  JSIhg  ^^ 


ergiebt  sich  ferner  durch  DifferentiatioD  nach  derselben  unabhäo- 
l^en  veränderlichen  GrSsse: 


2^,«+2p»+4p5 


.    ■■ 


♦'■»■ 


^  3hg        ap 

m 

alse^  weil  flif  das  Hazimum  oder  Mlnimiim  des  KrQmmätkgiiKalb- 
iMisefs    •'        •   • 


Ist: 


-;.»' 


=?0. 


oder,  wenn  man  nach  den  Differentialen  der  verftaderiicfaen  Gr5s- 
sea  ordnet: 


mr  Ml€i  ^eUM§€  rukiwmkttge  CmräHmimm^tm^. .      Ult 


1 1    » 


'3H»  Shi  8*u    \^ 


»I 


...+  (^'+0»+&>=». 


WOZU   noch  «die   ans   dem    Obigen    schon    bekannte    Gleichung 
XdX+TfB}p  +  SB8=0,  und  die  unmittelbar  ans  der  Gleichung 

sich  ergebende  Gleichung 

kommt. 

Wendet  man  jetzt  auf  die  drei  vorhergehenden,  zwischen  den 
Differentialen  dM,  dV»  ^S  Statt  findenden  Gleichungen  den  in  VL 
bewiesenen  Satz  an,  so  erhält  man  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

8*1«  „   .     3*1«     ^    .     8*«  «,       «.rr  .  2**   17 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
X»  9,  5  und  berficisichtigt  die  beiden  GleichuilgeD 

so  erhält  man  die  Gleichung: 


I         ■    .1  t 


^  3*fi  --«.  .  «8***  MA'  .  i%  vU  ^-,  I    . 

weldie,  nüt  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichnng    <^  =  '  ' 


i>  < 


+»^»+«^»s+-»^s*:„.:„,:,i;h: 


▼erglicheD,  auf  der  Stille  rä  der  GMehnog.  O^Sl  flUirt»  wes- 
halb wir  TOD  jetit  an  kn  FeigendeD  ffet  U  imoMr  A  scbrelbeD 
werden. 

Dies  voraosgeeetstA  kana  man  die  drei  oMgen  Gleichnngen 
swischen  ü  «od  P  anf  (bigeade  Art  schreiben: 

and  nimmt  man  hierin  noch  die  Gleichung 

SO  hat  man  die  vier  folgenden  Gleichangen : 

Su    X     du    Jf     au  5 

^      n\'^^>^     V  ^   Sht    9     du 
W~"^F+S^F  +  SSiF=Si* 

SS^F+W~"AF+^    F-V 
aas  denen  sich  die  drei  GrSssen 


■» 


^     V     s 

▼oUstftndig  eiiminiren  lassen,  was  zu  einer,  bloss  noch  Sl  als  un- 
bekannte Gritae  enthaltenden  GMcbmg  flArl. 

Ffibrt  man  dieee  Elimination  nach  der  von  mir  im  Aroklv 
Tbl.  XXUL  8.286.  gelehrten  Methode,  namentlich  nach  der  dort 
S.  S87.  gegebenen  mevkwOrdfgta»  gans  allgemeinai  JFormel  ans, 
so  erhftit  man  mit  der  grSssten  Leichtigkeit  nach  einigen  gana 
einfiichen  RedncÜonen  zur  Bestimmung  von  St  die  folgende  schon 
frOher  bekannte  €Ueicbnng  des  zweiten  CStades: 


t'.    i-:iii 


•=  ©■t©-»)^-»)-(^)T 

"*"  ^a«  •  ^  I  aya»  *  8iax~a«%  1,5?  ~  "/ 1 

■ 

j,o^  3m)  ö%«    8%i       8«M  /8%«        Vi 
,  ^8tf  8m  }  3«t<     8%«       Bhi /SHi      ^\l 

oder  nach  gehöriger  Entwickelang  and  eioer   teichten  Transfor- 
matioD : 

I      /8t«  \«  8%i      /duy  3hl     /duy  8^  (  Q 

_^   8a   8tc    2^  du  du    Sßm  ^    du   du    8hi 

dx*^' S^8^        8y  * Si ' 8y8s        S  *  5i ' 

.  /dny  [dhi  dhi      /8^  V  ( 

/8ttyi8%«8^    /a^v*i 

du  8tf/8*tf     8%«       Shi    3h»\ 
+  ^SS*^V^*8iJ&""8S5j;"W 


'x 


du  du  fühl     8*M       8%«    ?^u\ 
+  ^^'8?V,SSiSi^"~^'£?>^ 

.du   8»/ 8%«      d%ft      Mi    a*ii\ 


\ 


MO  erwm^ft:   Ml^mme  TkimU  4er  Ktümmmt  der  näOen 
and  setien/wir  dqd  ^  Kflne  wegen 

.du    du    3hl         du  du   Shi        du  a»    d>K 

/8uyja%«8%«    /8hiyi 

3u    du/8hi     3hi        8hi    Shi\ 

■     Bf'dxyßiSx'Sxdy     3y&  *  3ä*/ 

+  ^8x  •aAs^Sy "pi""8*8^  *  3yV  ' 

•       ■ 

ond  bezeicbnen  die  zwei  Werthe,    welche  Sl  haben  kann»   wie' 
frfiher  durch  Sl  nnd  Sl^,  so  ha^en  w)r  zor  Bestimmang  •  dieser 
beiden  GrSssen  die  Gleichungen:  ' 

dnrcb  deren  AnflOsang  man  l^icbt,  mit  Beziehung  der  oberen  nnd 
unteren  Zeicben  anf  einandibr,  erbSit:  .  , 

it  —  — — 2 ■' 

«1=4 ' 


tir  JedeM  bettebige  rechiwinkUge  Coordittaiensgiiem,'        29If 

mittelst  welcher  Formeln  Sl  und  i2|  ganz  im  AUgemeioeo  fBr  jede 
beliebige  Fläche  bestimmt  sind  und  berechnet  werden  kSnnen. 

Weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

g(:!:-.)  +  |(F-,)+^(Z-,)  =  0 

die  Gleichung  der  Berfihrungsebene  der  krummen  FiSche  in  dem 
Punkte  (jnyz)  ist,  so  ist,  wenn  P  das  von  dem  Anfange  der  Coor- 
dinaten  auf  die  Berfihrungsebene  gefüllte  Perpendikel  bezeichnet, 
nach  den  LeBren  der  analytischen  Geometrie  bekanntlich: 


/    3m  .     du  .     3tt\* 


also: 


/  &«       du      duy 

was  sich  auch  in  die  obigen  Formeln  einfBhren  Hesse. 

Repräsentirt  Sl  nun  wieder  die  beiden  so  eben  durch  Sl 
und  Sil  bezeichneten  Werthe  dieser  Grosse,  so  lassen  sich,  nach- 
dem man  Sl  gefunden,  durch  Auflösung  <}er  drei  Gleichungen 


auch  leicht  die  drei  Grossen 


?       V       5 
F'     F'     F 


bestimmen. 


Setzt  man 
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SM  Brumeri:   JUinmümB  TkBorie  am  Krümmmn  4»  n^tken 


N=^2 


oder 


Kz=z 


^dy  I  dydz  *  diBx     dxdy  \^ 


-«)i 


^  j  8»»     8«i»       3»«  /8««      ^\J 
S»«  I  8«u      8H»      SH»   /^  \) 


oDtl; 


a^    a%t  8«M  .  /a»M     o^/'^^     o^/'^ 


djrdy '  hySz*  Sidx 


-  ^i©-»)©--)-(©i 

du  (  d%i     d%c        3*u  /8«t4  \ ) 


Si  )  dy^ '  dzS^       d^9y 


Ai  l  S%«     a^       8hi /8ht  \j 


—  ä) 


iit 

*_:*■      ?._^      ^_^ 

folglich : 

^     iUV         ^     JU'V         .      M"V 

Weif  beknntiidi 

n  -r ^. 

is(,  g6  Isf,  vd^  matt  sogleich  iibersiöBt: 


wid 


fi«""ilf«+ilf'«+ilf"*' 

Nach  dem  Obigen  ist: 


also: 


€08  0=12»        eosci=-g>        cos(d=-|i; 


^'   il    F  M'    r  ^     M''    V 

COBO^-J^'TS,        COBa>^=  J^  •TSf        COS  Cd  = -JR'  • -g $ 


folglieb  offenbar  mit  Beiiehnng  der  oberen  und  unteren  Vorzei- 
chen anf  einander :  • 

14* 


VlP+üf^+if'* 


Zur  Bestimmang  der  Coordinateo  X,  Y,  Z  des  Mittelpanktee 
des  Krfimmangskreises  hat  aan  endlich  nach  IL  die  Fonnein: 

du  Su  du 

"-^=-^'      Y-.y=-^,     Z-a;=--^» 

so  dass  also  jetzt  in  ganz  allgemeinen,  ffir  jedes .  rechtwinklige 
Coordinatensystem  geltenden»  vSllig  entwickelten  Formeln  Alles 
bestimmt  ist,  was  irgend  zu  bestimmen  verlangt 'werden  kann. 

Mit  der  Entwickelaqg  gewisser  merkwürdiger  Relationen,  die 
man  durch  die  bekannte  Specialisirubg  des  Coordioatensystems, 
dass  man  nämlich  den  Punkt  {xyz)  selbst  als  Anfang  der  Coordi- 
naten,  und  die  Berübrungsebeoe  der  Fläche  in  demselben  als 
Ebene  der  xy  annimmt,  sehr  leicht  erhält,  beschäftige  Ich  mich 
hier  nicht,  weil  ich  dabei  nur  allgemein  Bekanntet  wiederholen 
mfisste.  Mein  Zweck  ist  vollkommen  erreicht,  wenn  es  mir  ge- 
lungen ist,  zu  ganz  allgemeinen,  vollständig  entwickelten  Formeln 
zu  gelangen,  die,  ohne  irgend  welche  Transformationen  der  Coor- 
dinaten  in  Anspruch  zu  nebmeh,  eine  gunz  uiunittelbare  Anwen- 
dung auf  alle  besonderen  Arten  der  Flächen  gestatten. 


M^M^nifgwr:  IMrr».  «»•  d.  Wuf.  «Ai.  MfM. A  mmermf^„Wl  MB 


Untersuchung  über  die  Theile  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  des  nten  Grades,  nebst  deren  Anwendung 
auf  die  Auflösung  der  Gleichung  des  vierten  Gradies. 

Von 

Herrn  L.  Mossbrugger, 
L«hr«r  der  Mathematik  an  der  Kantontschale  m  Aar  au. 

H  

I.    Ist  allgemein 

eine  Gleichung  des  nten  Grades»  und  sind  «i,  e^,  t%y  ••••eii 
die  Wurzeln  dieser  Gleichung ,  so  kann  dieselbe  bekanntlich  als 
ein  Produkt  von  der  Form 

(a?— ti)(ar— ©aXd? — t>8)....(ar-r-f?«)=s0 
betrachtet  werden»  und  es  ist  für  ein  gerades  n: 

und  fir  ein  ungerades  n: 

01  =  —  Ci  (t?|M..O|i) 9     0^=  C%(Vi .  —ü«)  »      ^9  ^  ■"  ^  (^1  ••••f>n)f 


2) 


3) 


IL    Setzen  wir  jetzt  in  der  Gleichung  I)  Nr.I.  n:=2m  und 
bezeichnen  mit  fh»  f*s»  fh«*  •••!%■  die  Wurzeln  der  Gleichung 


SchaiTeii  wir  auf  gewöhnliche  Weise  das  zweite  Glied  aas  dieser 
Gleicbang  fort,  so  wird  bekanntlich  die  traosformirte  Gleichang 
folgende : 


2) 


wonn 


(•*-«)  / — II,  \  (*"-3)  /— 


dfca|oiig<ii  IVioktietteB  bezeiohneB»  welche  ina«  ethSit,  weoD  Mao  Im 

die  (2iit— 2)te,  (2m— 3)te  u.  s.  w.  Ableitung  von  f{x)  die  Grösse  ^^^ 
statt  0?  substitoirt. 

Sipd  91IS  fiit,  fiB«  fiif '«••  fis«  die  Wnrseln  der  Gleififanng  2), 
so  finden  zwischen  diesen  und  den  Wurzeln  der  GleichongK)  be* 
kanntlich  folgende  Beziehungen  statt: 


'*»='*'+2^'    ^=^*2ia'    ^^^-^-^n' 


3) 


Sind  endlich  Z|,  %,  zj, ....  zsm  die  Wurzeln  der  GletcbuDg 

z^r^l:;s^O^,  4) 

so  dass  also,  wenn  t:»V  — 1   gesetzt  wird: 

2^^  2is  49K  4>9 

29B  29K  4?K  49K 

(2m— 2)»  ,  ,  .  (2m —2)» 
.    .         ^n^K     .  ,  (2»-.,2)ai. 

**-    =•?••— äiT — "'"-ST"' 


») 


0§eMmn9  4e9  «/im  4raäm,  möm  ätnrn  äMm§m1mm  '^i»*      Wt 


80  werden  wir  bewekieo,   dass  die  WiiraelD   der  GieielniBg  9 
nDmer  noter  eachstelieode  Formen  gebraelit  werden  lifoneli: 


i 


II 


i 

+ 

f 
X 

+ 

I 

9 


TS 

I 

II 

+ 

I 


5 

9 


+  + 

?  ? 

+  + 

+  + 

1  I 

i  X 


li 


X 

+  + 


? 

I 

M 

A* 

+ 

a 
.1 

y 

3 

I 


a 

d 

I 

ff 

+ 


+  +  + 


? 
j« 


+ 


? 

I 

9 

M 


+ 

?  ? 

I 

w 

•r 

+ 

•a 
1 

i 

9 


1 

I 


a 

I 


o» 


+    + 


+ 

i 

+    + 

?  ? 

T      •     I     i 

^  fc«  N»  ^* 


I 
M 

9 

i 

1 
I 


9 


9 
9 


«r   ^ 


Die  Anordnung  der  %  i«t  leicht  zu  erkennen.  Es  nwse  n&m- 
Kch  iü  jeder  Tertikai  reibe  die  Summe  der  durch  Hie  z  darge» 
stellten  Coefficieoten  von  pi^  p^,  /isj  ....  piM-i  immer  gleich 
ri-f  %-|-f|..--f  22ai-a+zifii  sein;  ferner  darf  in  keiner  Horizontal^ 
reihe»  mit  Ausnahme  der  ersten ,  irgend  einer  der  CoefBcienten 
hf  Hß  9s»— •2!9fl»*^i»  ^^9«  mehr  als  einmal  vorkommen;  endlich  sind 
Pf,  Pf,  p^9....ptm^t  noch  zu  bestirameiide  Funktionen  von 
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^    \^)     J_\^A      _V^/    ^(z!^\   J^UhS 

1.2....(2m— 2) '      l.2....(2m— 3)  '*"       1.2      '   ^V2m/  '\2mJ' 

III.    Ist  ft   eine  aogerade  Zahl,    also  ii=:2fii-f  1>   und  sind 

fi»  «'s»  ff  — •  fsm»  vtm\i  die  Wurzeln  der  Gleichung 


80  erhalten  wir  aas  dieser  Gleichoogy  wie  in  II.  Nr.  2),  wenn  wir 
das  zweite  Glied  wegschaffen,  folgende: 

2) 
/(a)_a!«»fr+  l.2....(2m-l)   '^        +  1.2....(2m - 2)  "'^  +" 

.  ^Viürn j  ., .  f\M+~i)L  .^/  -«1  \_A 

•  ••  +  —1:2 *  +  — i *  +''^(äM^V=ö 

«      I       «  *        t 

Sind  nun  «i,  v^y  fs»  ••••  t?2m»  vam^-i  die  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung, so  finden  zwischen  den  Wurzeln  dieser,  and  den  Wurzeln 
der  Gleichung  1)  bekanntlich  folgende  Relationen  statt: 

}   3) 

Bezeichnen  wir  endlich  mit  j^|,  j^^,  2^3, ....  j^  j^-fi  die  Wur- 
zeln der  Gleichung 

wo  bekanntlich: 

5) 

(2m-3)»  , .  .  (2m-3)»     .  (2m-l)»    . .  (2m-l)w 

.  (2m-3)w    . .  (2m-3)«    ^  (2»i-l)»    . ,  (2m-l)» 

^-»==*"-2^Hi--«»"-2Mnr'^^»=''*«i5irrr-"'"-äs+r' 


80  werden  wir  ebenfall»  zeigen»  dase  die  Wandeln  der  Gleichung 
2)  afif  nachstellende  Formen  gebracht  werden  kOnnen: 


«         «         «3         « 
«»  ».  ^         ^ 


3 


% 


3 


r  r 


\ 


ir  II   II   II 

;?  5  s  5 

5»     !S.     ^     SS< 


+     + 


1 


+     + 


+     + 

F  r 

IM 


+      + 

5-    1^ 


ii 


+  + 

+ 

+    + 


«  «  O^        «^        «^ 

O«"       1^"*      »"*      !•"■      *-" 


11     II     11     II     II 

^  ^  lh  *  ^ 


i  i 


+  +  +  +  + 
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In  dleiM  Giekhaageo  ist,  wie  io  jene«  IL  Nr.  0)  die  Folge 
der  y  leicht  zu  erkennen.  Eis  moee  ninKch  in  jeder  Ver tlkal- 
relhe  die  Summe  der  durch  die  y  dargestellten  CoefBcienten  von 
Pi>  P%f  Ps'-P*»  Immer  gleich  yi+y^-fSft-f  •••«-!- y«m-|-yB»fi 
sein;  auch  darf  In  keiner  Horlsontalreihe»  mit  Ausnahme  der  ersten, 
einer  der  CoeflSeienten  y^^  y^,  ysy--9*M*  yiai-M  n^^'  ^^^  einmal 
vorkommen;  endlich  sind  ebenfolls  pi,  p^,  p^f**'P9m  noch  zu  be- 
stimmende Funktionen  von 


l.«....^iii-|)  '       1.2....(2fii-8)  '•••• 

••••         L5        '  i         •    ^\2;Mhl/* 

IV.    Um  die  Gleiehungen  6)  In  Nr.  IL  und  III.  anschauHcher  ^ 
zu  machen,  nehmen  wir  an»  es  seien  ^i»  ^o  ^»  ^4»  ^5»  ^«»  ^r 
Wurzeln  der  Gleiehung: 

also  ^|,  ^9,  ^9»  ^4,  ^5,  ^09  ^  die  Wurzeln  der  Gleichung: 
*^+   I.2....6    ^+    L2...U    *^+     1A3    *^+      l.ä     '^f  ^) 

80  Ist  die  Form  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  nach  HL  Nr.  6): 

^i=Piii  +Pf3h  +Mi  +P4jfi  +P^i  +PA 
K=PiS7  +  AÄ  +  Al>5  +P4J^4 + Prf?8  +  P«^s 

^a  =«^4  +Ptl8i  +  W?a+P4iV  H'/'rf^ö +P«Jf5 
^«  =PiA  +  Al^a  +  P^  ^P^t  +  PaÄ  +P4J^4 


€UMmmäe9  müm  €radM,  möm  tlirm  AnuBmkm§  H€.     ttl 


s 


In  dieseo  Gleichungen  wird  A»  ikf^'tr  ^^  Wnnele  der 
Gleichung 

1^+1=0.  4) 

Die  Gröesen  px^  p^,  ••••Po  ^^^^  *^  bestimmende  Funkttooen 

zwischen  den  Warzaln  der  Gleichung  1)  und  2)  finden  die  Rela- 
tH>iMn 

statt. 

Ganz  auf  gleiche  Art  wflrden  nach  diesem  durch  die  Gleichun- 
gen IL  Mr.  6)  ausgesprochenen  Satze  die  Wurzele  4i»  ^»  i^»  4f9    ' 
^jp  1^  der  aus  der  Gleichung 

% 

d«rfA  Hiovregs^baSfing  des  sweiton  Gliedes  abgeleitetmi  Gleichaeg 


j?«+ 


1.2,3.4    *  +     1.2,3     *  +      1.2      '^^       1      *  J  ej 

nachstehende  Form  haben: 

i?i  =PiH  +P%H  +  PzH  +  PA       •*!     \ 
«?«= Pi«ö  +  Pa*6  +  Pi*4  +  P4H  +P5% 

«to  =Pl«ft  +  Pt*4  +  P8*8  +  PÄ  +Pft«« 
<?4=Pl*4  +  PÄ  +  PS««  +  P42«  +P*«» 
'?5=Pl«8  +PÄ  +  Pt2«  +P4«5+P*af4 
V6=PlH  +P^  +PbH  +P4a^4  +P»«8      ' 

Die  Co^fficlenten  xi,  z^ ....  2^  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 


7) 
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Pi»  fH>  ••-  Pi  *^nd  FunktiooeD  von 

■'cm  ^(^)   ,r^.v 

1.2.3.4     '         1.2.3      '  ••  •  'y.  6   J' 

zwischen  den  Warzeln  i^i,  i^, ifg  der  Gleichang  6)  und  den 

Worzeln  iji,  ii^....ff^  finden  die  Beziehungen 

stutt. 

V.  Um  die  Richtigkeit  der  Annahmen  der  Gleichungen  6) 
Nr.  n.  und  III.  zu  beweisen,  bemerken  wir,  dass  bei  den  Gleichun- 
gen 1)  und  2)  Nr.  II.  folgende  Relationen  zwischen  den  Wurzeln 
derselben  vorkommen  mfissen;  und  zwar  bei  der  Gleichung  1): 

b^  der  Gleichung  2): 

jedoch  iSsst  sich  die  Gleichung  1)  zufolge  der  Gleichungen  3) 
Nr.  11.  auf  die  Gleichung  2)  zurfickföhren,  daher  wir  nur  die  Rich- 
tigkeit dieser  letztern  zu  zeigen  haben. 

Addiren  wir  die  Gleichungen  6)  Nr.  IL,  so  erhalten  wir: 
p^(h  +  H•¥H  +  ""  +  z^m)+p^(^l  +««  +  «8 +  ••••  +  «*«) 

+Ä(^ +^  +  *8 +  ••••  +  *««)  +  •••• +P««ii-1  (2i  +  2ä  +  *8  +  •-.  +  »«) 

«  /  /  / 

oder 

(2i +«1  +  2^ +  ••••+»«)  (Pi +P«+ft+"  •  +^««-1) 

Nun  ist  bekanntlich  bei  den  Gleichungen  4)  und  5)  Nr.  IL 
wodurch  auch 

wird;  folglich  wird  durch  diese  Annahme  der  Wurzelfonn  der  in 
der  Gleichung  2)  ausgesprochenen  Bedingung  genflgt,  und  mithin 


aach  der  in  der  CHeichnng  1).    Da  fanier  die  Gleicbiing  2)  Nr.  II. 
durch  dlui  Produkt 

dargestellt  werden  kann»  und  bei  gehuriger  Entwickelang  and  Iden- 
tificiruDg  mit  der  Gleichung  2)  Nr.  IL  gefunden  wird,  dass 


(««-«)•«.  Ol 


r(^)  _ 


4    t 


.'.«. 


1.2. ...(2m— 2) 


ZIö\=     Q((hfHi—-JÄi), 


l  .2....  (im— 3)-~  ^^»^»^  ••••  *^f' 

'     V  2m/  '  '  '  V  Vi 


1,2... .(2m— 4) 


^^=_ 


tf      / 


CBm-aCfhfls....  fftSm)» 


ferner    bei  jedem    der  in  6)  Nr.  II.  dargestellten   Ansdrficke  fSr 

die  Wurzel  f^y  fi«,  fig,....  fi2m  jede  der  Grossen  f']»  p»»  Ps»«-- 
....pam— 1  vorkommt,  so  erhalten  wir  bei  gehuriger  Entwickelung 
der  Gleichungen  3)  zur  Bestimmung  der  Grössen  PuP^tP^y  •—  psM-i 
2ift — 1  Gleichungen,  welche  zu  diesem  Zwecke  erforderlich  ■  und 
hinreichend  sind.  Aus  diesem  geht  hervor,  dass  die  in  6)  Nr« IL 
dargestellten  Wurzelformen  der  Gleichung  2)  Nr.  IL  allcD  Anfpr-: 
derungen    genügen;    zugleich    geht   auch    hieraus  hervor,   das«: 

keine  der  Wurzein  f«|,  fisy-  weder  aus  mehr,  noch  aus  weaiger 
Theilen  j9|,  p^,.... J99IIH-1  bestehen  kann.  Denn  im  ersten  Fall 
würden  die  2m  — 1  Gleichungen  in  3)  zu  deren  Bestimmung  nicht 
hinreichen,  und  im  anderen  Falle  hätte  man  mehr  Gleicbungen  ala 
zu  bestimmende  Grussen.  Es  musste  daher  zwischen  ,  diesen« 
also  auch  zwischen  den  Wprzeln,  eine  Beziehung  stattfinden,  was 
nicht  angenommen  werden  darf.  Ganz  auf  gleiche  Art  wird  das- 
selbe in  Beziehung  auf  die  Wurzelformen  in  6)  Nr.  ID.  der  Glei- 
chung 2)  Nr.  in.  bewiesen. 
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DOD  gemacht  werden  mOssen,  wenn  mehrere»  z.  B<^  k  gieiebe  Wit* 
sein  in  einer  Gleichnng  des  nten  Grades  vorkommen. 

In  diesem  Fadfe  kann  die  Crfeicbong  als  ein  Produkt  von  der 
Fom 

(«—«)*(«— f»i)(«—fia)(ar—fi,)....(a;—fi«-»)  =  0  4) 

betrachtet  werden.  Wird  das  Produkt  i^  ungleichen  Faktoren 
entwickelt»  so  bekommt  die  Gleichung  4)  die  Form: 

Bezeichnen  wir  die  Gleichung  6)  mit  F(a):±rO,  so  ist  bekannt, 
dass  eine  aus  den  Wurzeln  der  (t^  l)teD  Abieitang  von  F(x)  gleich 
a  Ist;  die  (i^*-])te  Ableitung  von  IXx)  ist  aber  eine  Gleichnng  vom 

(ft— (£ — l))ten  Grade.    Wenn  daher  zi  j»  % zii.(ib~i)  die  Wur- 

asbi  der  Gleichung 

jn-tf-l)  —  1  =  (> 

sind»  so  bektmmt  a  eine  von  den  in  6)  Nr.  IL  oder  HI.  dargestell- 
ten Formen^  wenn  wir»  im  Fall  n — (k  —  1)  eine  gerade  Zahl  ist» 
dort  n  — (£-^I)  statt  2m  setzen;  ist  aber  ^—(£-^1)  ungerade» 
so  setzen  wir  in  6)  Ili.  n^(k^l)  statt  2ni-f  I. 

Da  aber  aus  5)  zugidch  hervorgeht»  dass 

so  erhallen  die  Wurzeln  dieser  Gleichung»  jenacMen  n-^k  §^ 
rade  oder  ungerade  ist»  Formen»  die  im  ersten  FaH  nach  6)  11«^ 
Im  anctern  nach  6)  HL  bestimmt  werden»  indem  wir  dort  respek- 
tive n — i  statt  2m  oder  statt  2m-|-l  setzen. 

VI«  Wir  sehen  aus  den  Bestimmungsgleichangen  $)  ffr.  V.^ 
di$s  die  symmetrbehen  Funktionen  ato  ein  RauptftMfsmtftel  ittr 
Bestimmw^g  der  Grossen  ^»  /s%»  /ig»  •...»  ame  aoch  zur  Be^fikiK 
onng  der  Wurzeln  der  Gleichtfttg  nten  Grades»  Aenen  trerdm. 

Nefame»  wir  diese  Untevsacliung  bei  dez  GtsMueg 

«*  +  Ou3?'+öt«*+<V?  +  «ia«*^  1> 

im  iHm  CArndes  ver»  w«lehe nach  WegsübaSuog  deif  ztieüfen  Ölte- 
de«  ttergeht  In: 


euiclmm  4$$  nie»  eraäet,  neM  4&rm  AMmmimi^  Hc.     a|ft 


BMmbmi  wir  ott  <i ,  i%^  d»»  J«  die  Worieln  d«r  GleidiuDg 
1>  md  mil;  ^'.  da\  V»  '4  ^^  WurBelu  dei  Glekbmig  2)»  •• 
mflssen  diese»  wie  Mcb  Ihie  Form  beeehafaB  teiA  mag«  wie  wir 
in  y.  gesehen  haben «  vor  Allem  folgende  zwei  Bedingungen  be- 
friedigen : 

^  +«i  +  4t  +  *«=-fl|» 3) 

« 

Da  aber 

V  =  «i  +  J.    V=*a+T'    V  =  ^+J»    «4'=»4  +  ?5 

•o  wird  die  GleicfauBg  3>  befriedet»  wen«  wir  den  Warsein 
V»*  Vi  ^* *  V  ^^'^^  Wertha  beilegen,  dass  der  Gleichang  4^ 
Q^nfige  geleistet  wird.  Um  dieser  Fordemng  zu  entsprechen» 
nehmen  wir  die  Hfilfsgleichung 

x«-.l=:0  «) 

an,  deren  Wurzeln 

s,s:coe A  4^ tsiRo  "=  4^  > » 


24= cos  2  —  tsin5":=— "t 
sindy  und  wo 

Q(zi  ....'I4)  =  (i(a^  ....  1^  5=  Ci(2i  ...,i4)=0. 


.    7) 


ist«  Da  nun  W  ö^',  d^S  ^4'  dte  Wurseln  der  Gleichang  2)  sind, 
80  müasen  auch  nebst  der  Bedingungsgleichung  4)  noch  folgende 
drei  Gleicbungea  erfOUt  werdes : 

/(-  7)  ^  ....     8) 
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Um  die  Bedingangsgleicbang  4)  sa  erffilien,  setzen  wir  in  den 
Oleicbangen  6)  Nr.  11«  m=2,  so  erhalten  wir  nach  jenen  Glei* 
cfanngen  folgende  Waritelformen  flir  die  Gleichang  2): 

Addiren  wir  diese  Gleichungen,   so  erhalten  wir: 

«i'  +  V  +  «•'  +  V  =  («i  +  «.  +  ^  +  «4)  (Pi  +P«  +P8). 

Da  aber  nach  7)  ^i-f^a-f  ^+s^4=0  ist,  so  wird  anch,  die  Grös- 
sen pi,  p%9  ps  mSgen  immerhin  Wertbe  haben,  welche  sie  wol- 
len, die  Bedingangsgleichnng 

erf&llt  werden,  wodurch  also  dem  ersten  Erforderniss,  welchem 
bei  der  Annahme  der  Form  der  Wurzeln  4|',  d^' ,  8^',  8^'  ent- 
sprochen werden  niuss.  Genüge  geleistet  wird. 

Bei  gehöriger  Combination  der  durch  die  Gleichungen  0)  dar* 
gestellten  Werthe  von  d|',  d^^  8^' ,  8^'  finden  wir  mittelst  der 
Gleichungen  8)  Nr.  VI.  leicht  nachstehende  Bestimmungsgleichmi- 
gen  der  Grössen  pi ,  p^,  p^ : 

/(-?)   ... 

— 1^2^  ='^{PiP%+PiP%+P%Ps} 10) 


— I — =    *»tft^+/»«^+PiVil  [    11) 

f(-  J)=    kl  ||>,S^*+P«*l  +  4tPi*Pa+P«»P»-hP.'Pi } 

Für  die  Werthe  der  Coefficienten  Z'i ,  k^^  u.  s.  w.  finden  wir  mit- 
telst der  Gleichungen  6)  Nr.  VL  leicht : 


€Mckim§  an  ni9m  Cnukt^neM  tUren  Amom^^rnfftia. .    glZ 


»1     .' 


■    t  '  t , 


^,«-1,  4=-2«,  *.=+».  i^4=+2,  it5=-2,)  'i;. 

i,  =  -2  +  2|-.    4=-2-2»,    JE4=4,    i^=-2.     '       ' 


t. 


Wir  haben  also  statt  der  Gleichungen  10),  11)  und  12)  folgende: 

»       a*  •  •  •  *  ■•■ 

— y-^— =— 2(pi|»j,+p,|»,+p,|3i) 14} 

— |— =2K-l  +  0(|»iV.+ft'P.+ft"Pi)  ^  M) 

+  (— 1— OCftVs +Pli^ +Ä^a) +'^iWP>.l 


/(— j)  =— Pi*  -P«*— Ps*  -  2t(pi'Pa+PÄ'ft  +Pt'Pi) 
-  2  (ft  V»P8  +  P»Vil»»  +  /»»Vi*'«)- 


10) 


•(  •■ 


Vervielfachen  wir  nun  die  Gleichung  14)  mit  (/h  "I^Pft  :f  ft)*» 
die  Gleichung  15)  mit  Pi-i-p^-i-pz*  die  Gleichung  16)  mit  I»  ad» 
diren  alsdann  zu  der  Summe  dieser  Produkte  auf  beiden  Seiten 
des  Gleichheitszeichens  das  Glied  (pi-f  Ps-hPs)^»  so  erhalten  wir: 

..         '■  '  17)  ■  ^  •    :   .  ■    ?    * 

(]/^+P«4l>>)*+— 172^  (Pi  +P2+ft)*+— x-^(Pi+PitP.)+/(- j) 

=  (ft  +l»«+ft)*— 2(ft|>«+AP»+ftP8)  (Pi  +P«+P»)* 

-K2(  (-1 +0  (/>,«p»+AV»+P»"Pi) +(- 1  -  0(^1  V4+P.Vi+ftVi) 

a 

+  2piPtP8 )  (Pi  +Pa+Pi) 

-^Pl*-pt*--P8*-2f(PlVs^ÄV^+P8Vl)+*'(PlV•■fPlVl+p•v^ 

Bemerken  wir  aber»  dass  nach  der  ersten  der  Gleichungep  9}  in 
Nr.  VI.,  weil  2i  =  l  ist,  V==Pi+P«+Pi  eine  Wurzel  dcfr  Glei- 
chung 2)  Nr.  VI.  ist,  durch  deren  Substitution  in  jener  Gleichung 
selbige  auf  Null  reducirt  wird.    Da  nun  4^  erste  Theil  der  Glei- 
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cboDg  17)  mit  jener  ideotiscb  wird»  so  ist  auch  dieser,  und  daher 
aocb  der  zweite  Tbeil  derselben  gleich  NaIL  Durch  Etttwicke- 
lang  finden  wir  aber  leicht,  dass 

-  2i(pi«pi+/iaVi  +^8^1— Pi  Vi— PtVs-PtVi)  (Pi  +P4+P») 

— 2f  (pi  Va  +P«Vs  +Pt  Vi  — Pi'ft— P«Vi  -PsV*)  =  ^ 
dne  identische  Gleichnng  ist;  folglich  wird  auch 

18) 
(Pi  +P%  +JPi)*— 2(ftP4  +PiP9+P%Pt)  (Pi  +Pa  +Pb)* 

-2|pt  V»+PaVs+A  Vi+Pi  Vi+P«Vi+ft  V»-Ti  P%Pz)  (A-H^+ft) 

-Pi*-P»*-p»*+2(ftVa*+AVi*+PsVs*)=0 

eine  sokfce.  Diese  Gleichnng  kann  aber  'dnrcb  eine  leichte  Um- 
wandlnng  auf  folgende  redncirt  werden: 

1») 

welch«  daher  auch  ebenfalls  identisch  und  symmetrisch  ist  Wenn 
wir  aber  die  Gleiehui^ : 

20) 

=  0 

mit  der  Gleichung  19)  identificiren,  so  erhalten^  wir  zur  Bestim« 
raung  von  pi,  p%,  Pt  folgende  drei  Gleichungen: 

-0'i»+P«*+l»i")«+2(fh*+J».«+p8«)  =  /(-?).    •  33) 
Aus  21)  Ist 

ft*+f»*"+Pi*«=- — T-r^ 


4Ibo  auch 

nltldn  wegen  21)  und  23) : 


iA-5)p 


Ä^* +pi  V +i»«Vs*= — ei — 4p- 

oder 

PiW+PiV»HÄVt*= gi .   .  2*) 

Dividireo  wir  die  Gleicbang  21)  mit  2  and  mnltipliciren  den  Qno- 
tienten  mit  pi^l  so  kommt: 

da  aber  anch  am  24) 
oild  na  32) 


• 


l/(-5)l 

ifll,  so  haben  wir  die  Gleichling: 

25) 

/(-?)         [l/(-f))^-W(-J)l       l/(-J)l« 
pi*+ — 4—'^*+ SJ ft* 8J 

Vn.  Wir  haben  in  der  vorigen  Nnnuner  die  Gleichung  2)  der 
Nr«  VL  auf  eine  Gleichung  des  dritten  Grades  zurückgebracht  und 
konnten  sie  daher  als  gelost  betrachten.  Um  jedoch  zu  zeigen» 
dass  auch  diese  nach  dem  bloher  gezeigten  Verfahren  gelöst  wer^ 
den  kann  5  setzen  wir  der  Kürze  wegen  in  der  Gleichung  25)  Nr.  VI. 

i  sUtt  Pj«,   A  statt j — ,    B  ntatt  gl » 

nd  —  C  statt        '^   '  -#  fto  erhallen  wir: 

16  • 


nO  M099^ru$§0r:  UmanudL  üb^  äi$  räeÜB  der  Wunämekner 

l»  +  il(«+Ä+C  =  0.       , .1) 

oder,   wenn  wir  <'— >^=t  setzeo: 

Hier  bezeicbnen  ^(^3')  and  /*(— ^)  wieder  dasfenige,  waa 
man  erhält»  wenn  man  in  der  Gleichung  1)  und  deren  erster  Ab- 
leitang  ( — y)  statt  I  setzt.    Sind  nun  21»  22»  ^  die  Wurzeln  der 

Gleichung 

z>^l=0,       3) 

so  däss  also: 

n  ^  .  .   it      1  +  IV3 
i^=eosj+tsin3  =  — g— ,^     ....    4) 

»      .   .   n      l-tV3 
2^=co8x- — tsmjss 5 — 

and  bezeichnen  yi,  y^,  y^  die  Wurzeln  der  Gleichung  2),  so  ist 
nach  2)  Nr.  IIL : 

ya=Mi +«•«'«»  > *' 

Nach  3)  Nr.  V.  finden  daher  die  Bedingungsglelebungen 

A  ^ 

statt.    Durch  Combination  und  gehörige  Redaktion  finden  wir: 

^(—3)=  49^1?«» 
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'  *  ■ ,' 

Au«  4)  folgt  aber,  dass  kx^—Z.  ^=1«  ^=^0  ist^  so  das« 
wir  also  zur  Bestimmung  tod  q^^  q^  die  Gleichungen 

lttb«o,   worana  die  Gleichnng 

9i«-^(-f)?i' — 2r~=®   •  •  •  •  ^ 

hervorgeht    Die  Wnrzebi  dieser  Gleichung  sind: 


27 
Vi=    W     '^ 3 =  €?, 


y,=    W      H g züH; 


nrfthio  siDil  nach  4)  und  5)  die  Wurzeln  der  Gleichung  2): 

.  _a-«V3)        (H-»V3) 

y«^  — 2 —    ■*■ — 2 —    ' 

.       (1-HV3)        (1-<V3) 

r»=  — 2 — ^'^ — 2 — "• 

Daher  sind  auch  die  Wurzeln  der  Gleichnng  I): 

-     ^  .(l-fV3)^,(»-KV3) 
y,=— j  + 5 G+        2       "=ft". 

_    ^     (I+t-yS)       (1-»V3) 
y*=— ü  + — 9 — ^+ — 9 — «=?'•■• 


HieraiM  kSnneD  die  Wertbe  von  Pi,  p%,  p%f  vnd  daher  mittelst 
dieser  nnd  der  GleicbifligeD  9)  Nr.  TL  die  Wünel  der  GieicIraDg  2) 
Nr.  TL  besttmiit  werden. 

Würden  noo  bei  Glelebnngen  bOberen  Grades  die  auf  diesem 
Wege  za  erbaltenden  identiscben  nnd  symmetriscben  Gleicbungen 
anf  solcbe  zurflclcgeffibrt  werden  Ic5nnen,  die  mittelst  .ihrer  .Idea 
tificimng  mit  der  gegebenen  zwischen  den  Wurzeltbeilen  Pi »  /^st •••• 
nnd  den  Funktionen  der  CoefBcienten  Oi,  a«,....  zu  Bestimmungs- 
gleichungen von  jenen  fähren  würden,  welche  eine  Endgleicbung 
▼on  niedrigerm  Grade  als  die  gegebene  zur  Folge  hätten»  so 
wSre  die  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  keinen  weiteren 
Schwierigkeiten  unterworfen;  aber  schon  bei  der  Gleichung  des 
5ten  Grades  fifihrt  diese  Combination  auf  eine  Gleichung  Tom 
SOsten  Grade.  Diese  Gleichung  habe  ich  mit 'grosser  Hfihe  her- 
geleitet nnd  bin  dabei  auf  viele  Relsfionen»   die  xwiechen  den 

Coefficienten«  welche  'ich  oben  mit  i^«  j^f...  bezeiolnet  habe, 
gekommen.  Da  jedoch  jene  lange  Entwickelung  di^n  Aobatz 
flir  das  Archiv  zu  weitläufig  machen  würde,  so  scbliesse  ich  hier^ 
mit  dieee  Untersuchung. 


Tämrt0  4m  F0m€muiV9€k$mfmti%i9€nuek9,  etc.  SK 


». 


Theorie    des  Foucaalt'acheii    PendelTersadht^  ans 

neuen  Getdchtspnnkten  dargestellt,  mit  Rucksicht  aiif 

die  ellipsoidische  Gestalt  der  Erde  *). 

Von 

dem  Herausgeber. 


EioIeituDg. 

Der  berfibmte  PendelyersQcb  von  Foucault  hat  mit  Recht 
das  grSsste  iDtereaae  aller  Mathematiker  und  Physiker «  Ja  des 
ganzen  gebildeten  Pablikums  fiir  sich  In  Anspruch  genommen, 
und  es  hat  daher  auch  nicht  an  einer  grossen  Menge  von  Versu- 
chen gefehlt»  die  Theorie  desselben  in  möglichst  elementarer  Weise 


*)  In  der  Abhandinng  ThI.  XXVII.  Nr.  XXV.  habe  ich  die  Theorie 
dee  Fooeanl fachen  PendelTertucht  nach  den  Ton  mir  angegebenes 
Principlen  absichtlich  bloM  für  die  kugelförmige  Erde  entwiekelti  um 
•o  wenig  wie  möglich  Toraasiucctien,  ond  die  Sache  ee 
elementar  wie  möglich  so  behandeln.  Die  Wichtigkeit  dee  Ge» 
genatandet  und  das,  wie  ich  glaube.  Lehrreiche  der  folgenden  analjt&- 
tchen  Untertnchang  Terenlatet  mich  aber  jetst,  denselben  noch  einer 
neuen  Behandlung  unter  Vorauteetiung  der  ellipeoidttchen  GeetaÜ  der 
Erde  in  unterwerfen,  wenn  eich  auch  freilich  mittelst  einer  gani  ein- 
fachen geometrischen  Betrachtung  gleich  von  Tomherein  leicht  öbelr- 
sehen  Iftsst,  dass  unter  dieser  Voraussetinng  die  obwaltend^  Gesetie 
nicht  wesentlich  Terachieden  von  denen  bei  der  Kugel  sein  können«  Ab* . 
sichtBch  habe  ich  die  Daratetlnng  gas  unabhingig  von  der  firdheren 
AbiandkMg  gehalten. 


«1  «Dtwickeln,  wobei  mao  tob  Teradhledenen  Gesiditopiiiikteii  am- 
gegangen  ist.  So  gern  ich  auch  das  Verdienstliche  mancher  dieser 
theoretischen  Entwickelongen,  bei  denen  man  sich  übrigens  selbst 
des  Gebrauchs  der  Differential-  und  Integralrechnung  nicht  immer 
hat  entschlagen  können,  insl>esondere  (&r  Lehrzwecke»  anzuerfcen» 
nen  bereit  bin :  so  kann  ich  doch,  ohne  hier  auf  eine  in's  Einxeloe 
gehende  Kritik  dieser  verschiedenen  Versuche  mich  einlassen  su 
können  und  zu  wollen,  nicht  sagen,  dass  ich  in  wissenschaftlicher 
Rflcksicht  durch  einen  derselben  voUstilndig  befriedigt  worden 
wftre,  sondern  muss  vielmehr  bekennen,  dass,  namentlich  vom 
mathematischen  Standpunkte  aus,  eine  allen  Anforderangen  genfl- 
gende  streng  wissenschaftliche,  dabei  aber  doch  mögliebst  elementar 
gehaltene  Darstellung  des  so  ungemein  wichtigen  und  intieressan- 
ten  .  VersQohs  mir  Immer  noch  zu  wflnschen  übrig  zu  bMbe^ 
scheint.  Ich  habe  schon  vorher  erinnert»  dass  auf  eine  in'/»  Ein- 
ielne  gehende  Kritik  der  bis  jetzt  bekannt  gewordenen  theoretischen 
Darstellungen  mich  einzulassen,  hier  durchaus  nicht  in  meiner 
Absicht  liegt,  will  aber  doch  nicht  unterlassen,  kurz  zu  sagen» 
was  im  Allgemeinen  dieselben  mir  noch  zu  wünschen  übrig  zu 
lassen  scheinen. 

Vor  allen  Dingen  vermisse  ich  fast  bei  allen  diesen  Beweisen 
eine  kurze  und  deutliche  Angabe  der  allgemeinen  Principien,  auf 
denen  dieselben  beruhen»  wie  man  sie  bei  allen  derartigen  Unter- 
suchungc^n  wünschen  muss,  wenn  eine  vollkommen  deutliche  Ein- 
sicht in  di®  eigentliche  Natur  der  Saehe  vermittelt  werden  soll» 
Namentlich  aber  vermisse  ich  erstens»  worauf  doch  hier  natürlich 
zunächst  Alles  ankommt»  die  ganz  deutliche  und  bestimmte  Auf- 
stellung eines  Princips»  nach  welchem  in  jedem  Zeitmomente  die 
Lage  der  Schwingungsebene  des  Pendels  bestimmt  werden  muss. 
In  dieser  Beziehung  scheinen  mir  bei  Weitem  die  meisten  der 
bisher  bekannt  gewordenen  Beweise  auf  sehr  unklaren  Vorstel- 
hmgen  zu  beruhen»  höchstens  als  Näherungen  so  betrachten  zu 
sein,  und  eben  deshalb  namentlich  den  Lernenden»  weiche  in 
mathematischer  Rücksicht  gewöhnt  sind,  mit  dergleichen  unklaren 
Vorstellungen  sich  nicht  zu  begnügen  und  bloss  durch  völlige 
Strenge  und  Evidenz  zu  wahrer  Ueberzeugung  zu  gelangen»  nur 
wenig  Befriedigung  zu  gewähren.  Weil  nun  aber  eben  die  strenge 
und  deutiiche  Angabe  der  zu  Grunde  liegenden  allgemeinen  Prin- 
cipien bei  diesen  Beweisen  meistens  fehlt»  so  entsteht  daraus  von 
selbst  zweitens  der  Mangel»  dass  die  weitere  mathematische 
Entwickelung  nicht»  wie  man  bei  allen  solchen  Dntaf suchungen 
fordern  muss»  als  der  reine  Ausdruck  jener  Prindpltn^in  mathe- 
matischen oder  analytischen  Zeichen  und  Formeln  zu  Imtradiien 


t  neuen  ceHckHpunkfe»  dargeiMIt  etc. 

ist,  was  fflr  den  Lernenden  neue  V'erwtclcelungen  und  Cndeutlich- 
Icvilen  herbeiführt.  Drittens  bringen  die  Beireise,  welche  sich 
der  Differential-  und  Integralrechnung  bedienen,  diese  Wissen- 
scbaften  nicht  in  der  strengen  Weise  in  Anwendung,  trelche  die 
neuere  Analysis  fordert;  und  überhaupt  bin  ich  der  Meinung,  dass 
man  bei  Gegenständen  von  der  Art  des  vorliegenden  immer  lieber 
auf  ursprüngliche  strenge  GrSnzenbetrachtungen  zuracligehen  sollte, 
wodurch  jedenfalls  die  vTabrhaft  deutliche  Einsicht  in  deren  eigent- 
liche Natur  sehr  geliirdert  wird.  Endlich  setzen  viertens  die 
bisher  bekannt  gewordenen  theoretischen  Darstellungen  des  Fou- 
cBult'schen  Pendelversuchs  die  Erde  als  Kugel  voraus,  und  be- 
trachten dieselbe  nicht  als  ElMpsold,  was  sie  doch  eigentlich  ist. 
Allerdings  lässt  sich  im  vorliegenden  Falle  gleich  von  vorn  herein 
leicht  übersehen,  dass  die  für  die  Kugel  geltenden  Gesetze  mit 
sehr  geringen  Modificationen  auch  für  das  Umdrebungs-Ellipsoid 
freiten  müssen.  Dies  hindert  aber  nicht,  zu  wünschen,  dass  die 
theuretieche  Betrachtung  gleich  vom  Anfange  an  in  geeigneter 
Weise  an  die  ellipsoidische  Gestalt  der  Erde  angeschlossen,  und 
aul  dem  Wege  des  strengen  mathematischen  Caicule  nachgewie- 
sen werde,  wie  und  in  welcher  Weise  die  hier  ohwaltenden  Ge- 
setze auch   für  diese  letztere  Gestalt  des   Erdkürpers  notbwendig 


Indem  ich  diese  Mängel  der  bisherigen  (heorelischeo  Dar- 
atellungen  des  Foucault'schen  Pendelversuchs  rüge,  ist  mir 
der  Weg,  den  ich  bei  meinen  eigenen  folgenden  Entwickelungen 
einzuschlagen  habe,  von  selbst  vorgezeichnet.  Ich  werde  daher 
zuerst  und  vor  allen  Dingen  die  allgemeinen  Principien,  welche, 
als  aus  der  Natur  des  Versuchs  sich  ganz  von  selbst  ergebend, 
der  theoretischen  Entwickelung  zu  Grunde  zu  legen  sind,  mit 
müglichsler  Kürze  und  Bündigkeit  angeben,  worauf  dann  die  wei- 
teren Entvrickelungen  im  Grunde  nichts  Anderes  sein  werden,  als 
die  Uebertragung  dieser  Principien  in  die  Sprache  der  mathema- 
tischen Analysis.  Dabei  setze  ich  aber  gleich  vom  Anfange  an 
die  ellipsoidische  Gestalt  der  Erde  voraus,  und  gebe,  was  immer 
hei  dergleichen  Untersuchungen,  wenn  völlige  Strenge  und  Deat- 
licbkeit  erreicht  werden  soll,  mir  niithig  zu  sein  scheint,  zuerst 
das  durch  den  Versuch  selbst  allerdings  zur  Geltung  kommende 
Princip  der  Stetigkeit  auf,  was  mich  zur  Lösung  verschiedener, 
KR  sich  nicht  uninteressanter  Probleme  der  Geometrie  des  Raumes, 
und  zu  verschiedenen  eleganten  analytischen  Ausdrücken  führt, 
n-erauf  dann  endlich  mittelst  einer  völlig  strengen,  an  sich  sehr 
einfache»  GrSnienbetrachtung  das  Princip  der  Stetigkeil  wieder 
aufgenommen  wird ,  und  dadurch  sogleich  die  hei  dem  so  merk- 


SiB     Grmnert:   Tk99h9  an  FQU€muW$ckm  femt$i9enuck$, 

würdigeB  Varfipch  rar  Cr^ttvog  kmnmeBdeii  Getelie  alt  TOlUgar 
Deutlichkeit  und  Beetifiiiiitheit  beryortreten. 

Daas  die  in  dieser  strengen  Weise  gefllhrte  Untersvebang 
ülcbt  ganz  Inirz  nnd  einfacb  ausfallen  kann»  liegt  schon  deshalb 
in  der  Natur  der  Sache,  weil  dieselbe  mehr  leistet,  als  die  Er- 
kttrting  des  Versuchs  an  sich  eigentlich  verlangt,  indem  sie  zugleich 
zu  verschiedenen  im  Räume  geltenden  Gesetzen  oder  Beziehungen 
führt,  die  auch  an  sich  nicht  ohne  geometrisches  Interesile  sind. 
Dabei  ist  aber  zu  bemerken,  dass  fUr  einen  jeden,  der  mit  den 
Lehren  der  analytischen  Geometrie  vertraut  ist,  die  Dnrchflihmng 
dieser  ganzen  Untersuchung  keine  grosse  Schwierigkeit  haben  kann, 
weil  dieselbe  in  der  That  eigentlich  nichts  weiter  ist  und  nichts  wei- 
ter fordert,  als  die  Cebertragung  der  vorher  deutlich  und  l>estimmt 
ausgesprochenen,  hier  zur  Geltung  kommenden  allgemeinen  Prin- 
cipien  in  die  Sprache  der  mathematischen  Analysis.  Dass  aber 
aUe  Untersuchungen  dieser  Art  mit  Iffilfe  der  analytischen  Geo- 
metrie mit  weit  grösserer  Strenge  und  Elegaäz,  als  mittelst  anderer 
mathematischer  Methoden  geführt  werden,  wird  Jeder  zugeben, 
der  in  dem  Gebrauche  dieses  wichtigen  Hfilfsmittels  gehörig  gefibt 
und  bewandert  ist;  deshalb  ist  dasselbe  von  mir  im  Folgenden 
auch  durchgängig  in  Anwendung  gebracht  worden. 


Die  allgemeinen  Principien. 

Wenn  das  hi  einem  *  beliebigen  Punkte  der  Oberfliehe  der 
um  ihre  Aze  sich  drehenden  Erde,  die  wir  hier  als  ein  Elfipsold 
betrachten,  in  geeigneter  Weise  aufgehängte  Pendel  in  einer  be- 
liebigen Ebene  in  Schwingungen  versetzt  wird,  so  wird  die  Schwin- 
gungsebene 

erstens  durch  die  Schwerkraft  genöthigt  werden,  fortwährend 
duEch  die  Normale  des  Punktes  der  ErdoberBäcbei,  in  welchem 
das  Pendel  aufgehängt  ist,  zu  gehen; 

zweitens  aber  vermöge  der  Trägheit  der  Pendelmasse  das 
Bestreben  haben,  ihre  Lage  im  Räume  nicht  zu  verändern,  d.  b. 
sich  selbst  im  Räume  fortwährend  parallel  zu  bleiben. 


letzteren  Bestreben  wtirde  die  Schwingungsebene  in 
Tha(t  auch  vollständig  folgen,  wenn  die  Schwerkraft  nicht  vor* 
haiideii  wäre,  welche  sie  verhindert,  demselben  vollständig  zuf^tgea; 
daher  wird  sie  dem  durch  die  Trägheit  ihr  eingedrflckten  Bestreben, 


M  4tr  BfMreii«dg  Aw  Brde  forti^ahiwd  sidh  MÜMt  pinliek  sa  fcM» 
M«»  nur  ao  weit  ad#r  in  deü  Miimo  Mgeii»  als  es  ibr  von  cte 
Schwerkraft^  die  eie  •Stbigt,  onaoageeetast  dnrch  die  KbnDale  des 
Punktes  d^r  lSrc|oberfläche,  in  welchem  das  Pendel  aufgehängt  ist, 
den  wir  von  jet^t  ata  den  Beobachtjangsort  nennen  wollen»  ija  geben, 
gewiasermaass^n  erlaubt  oder  gestattet  wird.  Hiernach  wird  äUg 
Dei  der  Bewiegung  der  Erde  um  ihre  Aze  die  Scliwingungaebene 
des  Pendels  offenbar  stets  eine  solche  Lage  im  Räume  annehmen 
tnfissen,  dass  sie  immer  durch  die  Normale  de|Ei  Beobachtungsorts 
geht»  und  die»  ihre  In  stetiger  Folge  unmittelbar  Vorhergehende 
Lage  darstellende  Ebene  zwar  schneidet»  aber  so  schneidet»  dass 
sie  möglichst  wenig  von  der  zu  derselben  parallelen  Lage  abweicht 
Bringen  wir  dieses  hier  im  Allgemeinen  ausgesprochene  Princip  auf 
einen  strengen  geometrischen  Ausdruck»  wie  es  die  auf  dasselbe 
zu  gründende  strenge  mathematische  Cntersuc|iung  fordert  und 
gebietet»  so  wird  sich  f&r  die  Bestimmung  der  Lage  der  Schwin- 
gqogeebene  des  Pendels  in  jedem  Zeitmomente  das  folgende  geo- 
metrische Princip  ergeben: 

Die  Sehwingungsebene  des  Pendels  nimmt  b'el  det 
&rehutig<  der  Erde  in  Jedem  Zeitliomente  eine  seicke 
Lage  im  Raune  an»  dass  sie  dureh  die  Normale  des 
Beebachtnngsorts  geht»  und  die»  Ihre  in  stetiger  Folge 
unmittelbar  vorhergehende  Lage  darstellende  Ebene 
unter  dem  klelitsteB  Winkel  schneidet»  anter  den  dieee 
Ebene  überhaupt  von  ihr  geschnitten  werden  kann/ 

I 

Dieser  Lagenbestimmung  der  Schwingungsebene  des  Pendels 
Bta  ^aen  Ausdmck  in  aaalytisdien  Formeln  za  geben» .  werden 
wir,  was  bei  derartigen  Untersuchungen  immer  zweckmässig  mmI 
der  Erreichung  wahrer  mathematischer  Strenge  und  Evidenz  in 
jeder  Rflcksicht  förderlich  ist»  zuerst  das  bei  derselben  zur  CM» 
tung  kommende  Princip  der  Stetigkeit  anheben  müssen»  nnd 
demzufolge  zunächst  das  folgende  geometrische  Problem  im  All- 
gemeinen aufzulesen  haben: 

Durch  einen  gegebenen  Punkt  auf  der  um  ihre  Afl:e 
sich  drehenden  Erde»  bei  einer  bestimmten  Lage  der- 
selben» ist  eine  zugleich  durch  die  Normale  des  ,ln 
Rede  stehenden  Punktes  gehende  Ebene  von  gegelie- 
ner  Lage  gelegt;  wenn  nun  vermöge  der  Drehung  diev 
Brde  um  Ihre  Axe  dieser  Punkt  in  eine  andere  belie- 
bige Lage  gekommen  ist.  so  soll  man  die  Lage  eiq^r 
durch  diesen  Punkt  und  die  demselben  entsprechende 
Normale  der  Erdoberfliche  gebenden  Ebene  beeliat* 


888    Crun^ri:   TMeortr  de$  fouemuirnken  PewM9er$uek$, 

m^tti  .welche  die  erirtere  Ebene  unter  dem  Uetneto« 
Winkel  «cbneldet»  onter  welchem  diecelbe  aberhaspt 
Ton  einer  solcben  Ebene  geschnitten  werden  kann. 

Wenn  nns  die  AnflDsang  dieses,  zuerst  den  Fall  der  Dlscon- 
tfnuitfit  io's  Auge  fassenden  Problems  In  zweckentsprecbender 
Weise  gelungen  sein  wird»  so  wird  es,  wie  wir  weiter  unten  sehen 
werden,  dann  auch  leicht  sein,  durch  einen  strengen  Grftszen- 
flbergang  unmittelbar  zu  dem  Falle  der  Continuität  zu  gelangen, 
welcher,  wie  aus  dem  Obigen  unmittelbar  hervorgeht,  hier  durch 
die  Natur  der  Sache  von  selbst  gefordert  wird. 


Analytische  Auflösung  der  vorhergehenden  Aufgabe. 

Durch   den  als  fest  gedachten  Hittelpunkt  der  Erde,   deren 
grosse  und  kleine  Halbaxe  wir,  wie  gewöhnlich,  durch  a  und  6 
beseicbnen,  legen  wir  ein  festes  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
der  xjft.     Die  Ebene  der  ary  sei  die  Ebene  des  Aequators»  so 
dass  also  die  Aze  der  i  mit  der  Erdaze  zusammenCÜlt.    Der  po* 
sitive  Theil  der  Axe  der  or  kann  beliebig  angenommen  werden, 
der  positive  Theil  der  Aze  der  y  aber  werde  so  angenommen, 
dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  x  duroh 
den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der 
Aze  der  y  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung   hin  bewegen 
muss,  nach  welcher  die  Erde  sich  um  ihre  Aze  dreht;  endlich  sei 
der  positive  Theil  der  Aze  der  i  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
nach  deren  Nordpole  hin  gerichtet.     Dies  vorausgesetzt,  wollen 
wir  uns  nun  den  Beobachtungsort,  in  weichem  das  Pendel  aufge- 
hängt ist,   in  einer  beliebigen  Lage  denken    und  die  folgenden 
Bezeichnungen   einfuhren.     Der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
nach  dem  Beobachtungsorte  gezogene  Erdhalbmesser  sei  r.    Der 
Winkel,   welchen  die  Projection  dieses  Erdhalbmessers  auf  der 
Ebene  der  xy  mit  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  x  einschliesst, 
Indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Aze  der 
X  an  nach  dem  positiven  Theile   der  Aze  der  y  hin,  oder  durch 
den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch,  von  0  bis  360^  zählt,  werde 
durch  09  bezeichnet.    Endlich  sei  B  die  geographische  Breite  des 
Beobachtungsorts,  worunter  man  den  90^  nicht  übersteigenden, 
aber,  jenachdem  der  Beobachtungsort  in  der  nördlichen  oder  sfid- 
llchen  Erdbälfte  liegt,  als  positiv  oder  negativ  betrachteten  Winkel 
versteht,  unter  welchem  die  Normale  des  Beobachtungsorts  gegen 
die  Ebene  des  Aequators,  also  gegen  die  Ebene  der  xy  geneigt 


MS  ntuen  Geaicktipimkiem  d&t§nMi^  eie.  m 

ist    Dorch  die  drei  Elemente  m,  B,  r  wird  die  Lage  des  Beob- 
acbtangserU  euf  der  Erdoberflftcbe  bestim^^tT     .  ^ 

Ton  der  geographlscheo  Breite  des  Beobachtungsorts»  welche 
eigentlich  dessen  PolhObe  ist»  unterscheidet  sieb  bekanntlich  seine 
geocentrische  Breite»  worunter  man  den  90".  nicht  fibersteigendeo» 
aber,  jenachdeoi  der  Beobachtungsort  in  der  nördlichen  oder  sdd* 
liehen  Erdbälfte  liegt»  als  positi?  oiler  negativ  betrachteten  Win- 
kel versteht»  unter  welchem  der  nach  dem  B^obiachtungsorrte  ge^ 
sogene  Erdhalbmesser  gegen  die  Ebene  des  Aequators  geneigt  ist* 
Bezeichnen  wir  die  geocentrische  Breite  durch  ]$»*so  bat  man» 
wie  leicht  erhellet»  die  folgenden  Yergleichungen:  -^i' 

tangS  =  -3  tang J?»   tang ^  =  ti tangB. 


,..        ,. 


Crans  vorzdgliche  Bequemlichkeit  gewährt  aber  die  Einflihrung 
der  sogenannten  redncirten  Breite  des  Beobachtungsorts»  worunter 
man  den  90"  nicht  fibersteigenden,  aber»  jenachdem  der  Beobach- 
tungsort In  der  nördlichen  oder  südlichen  Erdbälfte  liegte  als  po- 
sitiv oder  negativ  betrachteten  Winkel  o  versteht»  welcher  aus  der 
geographischen  oder  geocentrischen  Breite  mittelst  der  Formeln, 

tangS  =:— tangB»    tangS  =  r-tangS 

gefunden  wird« 

,  '■■  ■  ' 

Besonders  einfach  lassen  sich  durch  die  redocirte  Breite,  dee 
Beobachtungsorts  dessen  Coordinaten  ausdrflcken.  Denn  bezeichnen 
wir  diese  Coordinaten  durch  X,  F»  Z;  so  IM'offetibär: 

jr=rcoso>cos]$»     F=rsin»cosB»    Z=t 


Wegen  der  Gleichung  des  Erdellipsoids  ist  aber 

x«+r«.  z«   ,     ,     ,cosy ,  ami\^^    , 

— ^-  +  j5=l,  also    (--^-.+-gg-)r«;=:.l; ^ 


'. . 


woraus  sogleich 

ab 

""■"VaninB^+i^cosJ^         ' 

folgt.    Aus  der  Gleichung 

tang]$=:-tangci> 


li-n 


:  .<>  ••■.i'lr.ä»«»P'- 


ergiebt  sich  aber: 


I  I    •  «.      .  1  ■       ■  it' 


Grüner^'  TkmtU  da  r0^€mMii*9tMem  rmUtfkßursueät, 


V  a*«iii!)9*-f  li*co8  JB^ss 
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vp^  dabar  Dach  dem  Obigen  s. 


•    .  ■      •  .  .    #■    .ui .1 


f  • 


r 
*         ■ 

alee: 

rco8]$£s:aco8Q,    rsinSs^ösincd; 

•  •  ...  . 

und  daher  nacb  den  oben  fSr  X,   F,  Z  gefiindeneo  AusdrüdLen: 

tJTsKaooalieMSI»  1 

FsaatnoocesQy 
ZssAalnS; 

weiche  Anadrflcke  jedenfalls  sehr  einfach  und  elegant  sind. 

Zuerst  wollen  wir  nns  nun  mit  der  Bestimmung  der 
Lage  der  Schwiogungsebene  desPendels  bei  der  durch 
die  Elemente  od,  S,  r  bestimmten  ersten  Lage  des  Beob- 
aehtnngsorts  beschäftigen« 

i)ie  Gleichmqien  der  Normale  des  |Beobachtungsorts  sind  nach 
den  bekannten  Lehren  der  aualytischen  Geometrie: 


*  • 


x—X     ff—T     s  —  Z 

und  besel^hnen  nun  u',  v's  w^  die  MO^  nicht  übersteigenden  Win* 
keU  welchen  der  von  dem  Beobachtungsorte  aus  nach  dem  iusse- 
ren  Räume  der  Erde  hin  gehende  Theil  der  Normale  des  Beeb« 
achtungsorts  mit  den  positiven  TheOen  der  Aze  der  a»  y,  x 
eiDschiiesst;  so  ist  bekanntlich 

costt':cose':cos«o'  =  6*JI:6'F:a*Z> 

woraus  man  mit  Hülfe  der  bekannten  Gleichung 

COStt'*  +  COS»'*+COSf^*=r  1 

und  der  Formeln  1)  leicht  findet: 


bcosmtönÜ 
AsinocosS 


C080'  =  ± 


^=ä' 


Va*slDi3»+**«M€S^ 


•     ••    "\   ■    •',   '    4'  •  »sIdö  •  •  '■» 

cos  I©  =s  4-     ^  .  j     ^ »  . 

Va*8in5«+&»C6ÄS« 

io  welchen  Fonneln  die  oberen  and  nnteren  Kelcheti  sich  aaf  ein- 
ander  beziehen.  Weil  nun  aber  die  Winkel.  u\  v\  vof  dam.TOU 
dem  Beobachtungsorte  ans  nach  dem  äusseren  Räume  der  Erde 
bin  gehenden  Theile  der  Nonnale  des'  Beobachtungsorts  ent- 
sprechen, so  erfiellet  anf  der  Stelle,  dass  costo'  immer  mit  Z, 
aWo  hack  deiki  Obigen  auch  mit  ^inS  gleii^es  Vorzeichen  hat, 
dass 'läiah  also  In  den  TerstehendenPormeln  die  oberen  deichen 
nehmen,  und  daher 

,  6coso>cosc5 

cos  u*  = 


Va*sin0«  +  6«cosc5<' 

..   '   .  ■ 

^.  j  ,  ösincDCoso 

,  asinS 

COStO^  =     ,  i     ••     '.tzrr- 

setzen  muss. 

Von  dem  Beobachtungsorte  ans  denken  wir  uns  In  der  Ebene 
seines  Meridians  senkrecht  auf  seiner  Normale  nach  der  Seite 
des.  Nordpols  der  Erde  hin  eine  Gerade  gezogen,  die  also  im  Ho- 
rizont des  Beobachtungsorts  liegt,  und  bezeichnen  die  von  dieser 
Linie  mit  dei^  positiven  Tli^Uen.  der  Cpprdin»tenaf ep  jejngayphlof ^ 
senen,,  180^  picht  übersteigenden  Winkel  durch  ai,  Vi  ip;.so  aiiid 
dift  Gleichnngen  dieser  Gerade^:  ■  .\   • 

cos«  ""  coÄt  "^coi«?'  '  *; 

Die  Glekhug  /der  Ebene  des  MeridiAP«  des  Beohnghtimgeertt  t  hH 

oder,  weil  in  dieser  Ebene  der  Beobachtungsori  (IlFZ)  Heg^ 

JCain  •  «*»  Fms  »=:  0 


ist,  auch 


:i 


•    '      i 


(dp — 4X)siQ  «».-<- (y  —  F)  C08  o  i^  0.* 

Weil  In  diefer  Ebene  die  r^ither  toA  dem  Beobachtoogeorte  aoei 
gesogene  Gerade  liegt»  so  ist 

sie  AcQ[iH<»-r-ooee»cos9  =  0» 

Qnd  well   diese  Gerade  aof  der  Normale  des  Beobachtangsorts 
senlcrecbt  steht,  so.  ist  •. 

CQStf'COStt-l-COSe'cOSe -|r  COSfo' COSiCi  =.0»^ 

.,     •  ,        ■  •        •         . 

wolni  noch  die  bekaiiiitiB  Gleiehnng 

COStl'-f  COS«»*-f  C08«0*  =  l    ; 

■    I.  .  '■  :    1-  ,.  .      . 

kommi ;  Aus  den  beiden  graten  der  drei  vprstebenden  Gleicholi- 
geo  erbklt  man  mit  Hfilfe  der  Gleichungen  2)  ohne  Scbw;« 

a  _  •■ 

costf  =  —  T^cosotangQcpSiCi, 

cose  = — r-slnootangQcosio; 

also  mItHQIfe  der  dritten  der  drei  in  Rede  stehenden  Gleichungen: 

aeosflosincS 


cosi*  =  T 


cos  e  =  T 


COSIO  SS  ± 


:=* 


V^o%iibö^  +  6^oS€i>* 

g  sin  CD  sin  5 
Va%iinö*+6*ces  5* 

6cosg      ' 
Va«sinS«-l-6«cosS»' 


\' 


>    .  «    :  - 


'  :  ■  ♦ 


In  Welcbeir  Formeln  die  oberen  unfl  tnterefi  Zelch^tf  ^icK  taftSn- 
sfftder  beriehen.  Denken  wir  uns  nun»  um  211  «iriblttblo,  welöHib 
Zeichen  in  diesen  Formeln  su  nehmen  sind»  In  d^  Von  dem 
Beobacbtuhgsorte  aus  jn  dessen  Meridian -Ebene  senkrecht  gegen 
seine  Normale  gezogenen  Geraden  einen  beliebigen  Punkt,  dessen 
Entfernung  von  dem  Beobachtungsorte  ^  sein  mag;  so  ist  die 
Mtte  Coerdinate  dieses  Punktes  in  einem  durch  den  Beobath* 
tungsort  als  Anfang  parallel  mit  dem  primitiven  »Systeme  gelegten 
Coordinatensysteme  offenbar  in  YGlIiger  Allgemeinheit  ^cosw» 
akie  nach  dem  Obigen: 

p6cosS 


V  a^in  5*  +  ä*cos5* 


.•f 


eu$  neuem  CeetektepwMen  dar§e$ietli,  ek.  383 

Da  nuD  aber  diese  Coordinate  ooter  den  gemachten  Voraus- 
Setzungen  offenbar  immer  positiv  ist  und  auch  cos  S  stets  positW 
ist,  so  sieht  man,  dass  man  in  dem  vorstehenden  Aosdmcke  md 
also  auch  Oberhaupt  in  den  obigen  Aosdrflclcen  der  Cosinus  der 
Winkel  u,  r»  fr  die  oberen  Zeichen  nehmen,   folglich 

acosflosincS 

C08tt  =  — 


3)    .    .    .     /  coso  = — 


C08fr:=: 


Va*8ino*+6*  cos  o*  * 

csin«sin5 
V^a*sinQ*+6*cos5* 

ftcosS 


V^a*sin  ö* + 6*cos  ö* 

setzen  mnss. 

Weil  die  Schwingungsebene  des  Pendels  durch  den  Beob- 
achtungsort geht,  80  hat  ihre  Gleichung  im  Allgemeinen  die  Form 

il(a?— 20  +  Ä(y— F)+  C(z— Z)  =  0, 

und  da  die  Normale  des  Beobachtungsorts  in  der  Schwingungs- 
ebene liegt,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

oder,  wenn  man  für  X,  F,  Z  ihre  Werthe  aus  1)  setzt: 

il6coscDCOso-|*  ^AsinoocoscS  -|*  Casin(S=0. 

Ziehen  wir  von  dem  Beobachtungsorte  aus  eine  auf  seiner 
Normale  senkrecht  stehende.  In  der  Schwingungsebene  liegende 
Gerade  und  bezeichnen  die  von  dieser  Geraden  mit  den  positiven 
Tbeilen  der  Coordinatenaxen  eingeschlossenen,  \9ifi  nicht  fiber- 
steigenden Winkel  durch  «i,  V|,  Wi,  so  sind  die  Gleichungen 
dieser  Geraden: 

x-X      y-  Y       z^Z 

GOStl|  COSti  COSfTi' 

Weil  diese  Gerade  in  der  Schwingungsebene   liegt,  so  ist  nach 
dem  Obigen: 

ilcostii  -f  'ficosvi  -f  Ccosioi  =0, 

und  weil  dieselbe  auf  der  Normale  des  Beobachtungsorts  senk- 
recht steht,  80  ist 

costt'costfi  4-cose'cos9i  -|*  costo'cosw|  =  0, 

Thfil  XXYin.  16 


wo  fdr  €0841^,  oose',  «0019'  ihre  obiges  WeHhe  zu  «etseii 
Ans  dieeeo  beiden  CUelchungeo  ergeben  «ich  die  dm  folgenden 
Gleicbnngen: 

(ilcosto'  —  Cqobu')  coaug  — (Ccoäu'  -'ßcoau>')co8Vi  =:0, 

(BcoBft!  —  il  cose')  cos  V|  —  (A  cobw'  —  Ccosu')  cosioi  zsO, 

(Ccosv'  — £  Costco)  cos  tD| — (Bcosu'  --  Aeosi/)  coBUi  =0; 

nnd  man  luinn  also,   wenn  G  einen  gewissen  Faotor  bezeichnet, 
offenbar  setzen: 

COStfi  =Cr(CcOSf>'  — BcOSto')» 

4)    .    .    .     {    cosei=G(ilcosi0'  — Ccosii'), 

cdsfTi  =  G(Bcoau'  -—Acoav') ; 
woraus  sich,  weil 

COSHi* -|-C08l>|*  +  COSfO|*=  1 

ist,  sogleich 

.  "^     V  (ilcos©'-ficost45)*+(Äco8ir'-CcosüO*+(Cco8ii'-^co8icO* 
ergiebt 

» 

Bezeichnen  wir  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welchen 
die  beiden  von  dem  Beobachtoogsorte  aus  senkrecht  gegen  des- 
sen Normale  in  seiner  Meridian  -  Ebene  und  in  der  Schwingungs- 
cA>ehe  des  Pendels  gezogenen  Geraden  mit  einander  einschUessen, 
durch  Ö,  so  ist 

COBd^SCQBUCOBUi+CWVCOaVi  -|-COSWCOSfCi, 

also,  wie  man  mittelst  der  Formeln  2),  3),  4)  leicht  findet: 
6)    .    .    .    .      cosd  =  — G(i<8iniD  —  Bcosoo), 

wo  für  G  sein  obiger  Werth  zu  setzen,    wegen  des  Vorzeichens 
aber  die  folgende  Bestimmung  zu  geben  ist. 

Die  Projection  des  nach  dem  Beobacbtungsorte  gezogenen 
Erdhalbmessers  auf  der  Ebene  des  Aequators  wollen  wir  als  den 
positiven  Theil  der  Axe  der  jPi  eines  vechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  der  ^^Vi^i  init  dem  Mittelpunkte  der  Erde  als  An&ng  an» 
nehmen;  die  Ebene  des  Aequators  sei  die  Ebene  der  o^iffi,  ^nd 
der  positive  Theil  der  Axe  der  yi  werde  so  angenommen,  dass 
man  sich,    am  voe  dem  positiven  Theiie  der  Axe  Aar  Xi   dureh 


am  neu&m  S9sMi9pniUUen  darfttUsUi,  elr.  BM 

imk  xechteo  WkAsei  ixiffi)  litDdarob  ra  dten  posüiven  Tlieile  d«r 
ia»  dar  ^|  bq  gelang«Dy  im  Sinne  der  Drefamig  dmr  Erde«m  Ihre 
Aue  bewegeii  «aas ;  der  positiTe  Theil  der  Axe  der  Z|  sei  Fom 
Mittelpunkte  der  Erde  Dach  dem  Nordpoie  hin  gerichtet,  und  falle 
also  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  z  zusammen.  Dann 
hat  man  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinatep 
bekanntlich  die  folgenden  Gleichungen : 

XTi  :!=  y  «in  CD -{- O:  CO«  OD» 

yi  =^co8  a>— arsin  o; 

und  sind  nun  x^  y.»  x  und  ^m  y^^  H  die  Coordinaten leines  ip  der 
vjon  dem  Beobachtungsorte  aus  in  der  Schwingungsehene  auf  der 
Normale  des  Beobachtungsorts  senkrecht  gezogenen  Geraden« 
desaen  Entfernung  vom  Beobachtungsorte  ^  ist;  so  ist 

9^=: JT-f-pcostii»    y=F+^cosci,    *=^+^coswi; 
also: 

a\  J9s  JP^simtD^-  A^cosflo  4-  p(sio  •  cosvi  -f^cos  a>oos%), 

^1  =  FcoscD — Jlisinoo-f  ^(coscocosvi  — sinxocosui); 

also  «ach  1)»  2)«  4),  wie  man  leicht  findet: 

«  .pGaMsiDG) — jBcosa>)sincj 
'  Va«sinü*+6«cosö» 

^  9Gla(/lcosfl)-t-^sina))8m5-—  CTcosto} 

Weil  non  aber  nach  dem  Obigen 

il&coscDCOS45  4-J?6sino>cosc3  -f  dsino  =  0, 

und  folglich 

il  cos  09 -|*  ^ sin  0» = —  7  Ctang  Q 

ist 9  so  ist>  wie  inan  leicht  findet: 


^*  ÄCOStö 

Nehmen  wir  nun  die  von  dem  Beobachtungsorte  aus  aenkrecht 
auf  seiner  Normale  In  der  Schwingungsebene  gezogne  Gerade  so 
an»  dass  sie  auf  der  Seite  des  Meridians  des  Beobachtungsorts 
liegt 9  nach  welcher  hin  sich  die  Erde  bewegt»  so  ist  yi  offenbar 
poritiv,  «ad  aas  der  Torstehanden  Gleichung  erhellet  also»  dass 
man  unter  der  «o  eben  gemacbteB  Voraussetzung  das  TevarfcAiea 
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▼oo  G  immer  so  nehmen  mnes»  dass  da«  Produkt  GC  negativ 
wird,  wobei  man  niclit  anbeachtet  lassen  darf,  dass  cosQ  stets 
positiv  ist,  w^il  der  absolote  Werth  von  o  nicht  grOsser  als  90^  ist. 

Die  Lage  der  Schwingungsebene  des  Pendels  wollen  wir  uns 
jetst  durch  die  gerade  Linie  bestimmt  denken,  in  weicher  von 
derselben  der  Horizont  des  Beobachtungsorts  geschnitten  wird, 
wollen  aber  immer  nur  den  eioen  der  beiden  Theile  dieser  Linie, 
in  welche  dieselbe  von  dem  Beobachtungsorte  getheilt  wird,  in's 
Auge  fassen,  und  werden  im  Folgenden  diesen  Theil  der  Kürze 
wegen  die  Schwingungslinie  nennen;  der  Theil  der  Mittagslinie 
des  Beobachtungsorts,  welcher  von  dem  Beobachtungsorte  aus 
nach  der  Seite  des  Nordpols  der  Erde  hin  liegt,  soll  dagegen 
von  jetzt  an  die  Nordlinie  genannt  werden.  Die  von  der  Schwin- 
gungslinie mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z  ein- 
geschlossenen ,  180^  nicht  fibersteigendeo  Winkel  wollen  wir  respec- 
tlve  durch  a,  ß,  y  bezeichnen,  und  der  von  der  Schwingungslinie 
mit  der  Nordlinie  eingeschlossene  Winkel,  indem  man  diesen 
Winkel  von  der  Nordlinie  an  nach  der  Seite  des  Meridians  des 
Beobachtungsorts  hin,  nach  welcher  die  Bewegung  der  Erde  gerichtet 
ist^  also  eigentlich  der  Drehung  der  Erde  entgegen  *),  von  0  bis  360^ 
zählt,  soll  durch  B  bezeichnet  werden.  Unter  diesen  Voraus* 
Setzungen  sind  die  Gleichungen  der  Geraden,  in  welcher  der 
Horizont  des  Beobachtungsorts  von  der  Schwingungsebene  des 
Pendels  geschnitten  wird: 

coso         coaß        cosy 
oder  nach  1): 

0?— ocoscDCos  o y— gsinocosS x — b  sin  c5 

cosa  cos/?  cosy 

Da  diese  Linie  auf  der  Normale  des  Beobachtungsorts  senkrecht 
steht,  so  ist 

cos  o  cos  u'  -f  cos  ß  cos  t'  -f  cos  y cos  te/  =  0, 

also  nach  2): 

bcoBacoBncosld  +  bcosßslnmcoald  -t-acosysinidssO; 

und  da  die  in^Rede  stehende  Gerade  in  der  Schwingungsebene 
liegt,  deren  Gleichung  bekanntlich 


*)  Wenn  man  tich ,  im  Beobachtungtorto  ttehend ,  da«  Gesicht  nach 
Norden  gekehrt,   sogleich  mit. der  Erde  fortbewegt  denkt 
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2l(«--f)  +  Ä(y-  F)  +  C(2-.Z)  =  0 
Ut»  00  Ut 

ilcosa-f  i?cos/3-f  Cco8/  =  0. 

Daher  haben  wir  zwischen  den  Grösaeu  A,  B,  C  die  zwei  Glel- 
dniDgeo : 

ilcosa-f  ^coa/S-f  Ccoa/  =  0, 

ilfrcoaocoaQ  -f  ^BfraiDoocoacS  -f  C^saiaS^O'; 

und  bezeichnet  alao  Gx  einen  gewiaaen  Factor,  aokann  man  setzen: 

^=  6r|(aco8/3aioc5*— ftcoayaincDCoao), 

B=  Cri  (6  coay  cos  o  cos  Q — a  coa  aain  S) , 

C=G|6(coaoaincD — coa^coao>)coaS. 

Alao  iat»  wie  man  leicht  findet: 

^aino— JS  008(1»=  Cr|ta(co8acos  09-1- cos /{  sin  o>)sinQ—6cosycos6} 

und 

Ccos  v'  —  JScos  tjo'  s=  Gl  cos  a  V^o^sin  5*  +  6* cos  5* , 

Jcosto'  —  Ccosu'  s=  C?!  cos/S  V^a*sin 5*  +  6* cos ö*, . 

BcoBu!  —Acosv'  =  Gl  coay  Va*ainö*  +  6* coa 5*; 
wobei  man  immer  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Gleichung 
6  coa  o  coa  09  coa  o -f  ft  coa /3  sin  09  cos  Q -f  a  cos  /  sin  c5  =  0 
zu  berflcksichtigen  hat.    Also  ist  nach  4): 

costf]  =  GGi  cosa  V  a^sin  c5*4-6*cos  5*, 

7)    •    •      ^  cosü|  =  GG|Cos/S V^a*sin5*+6*cosö*, 

cos  tO|  =  GG]  cos  y  V^o*  sin  5* + 6*cos  ö* ; 
folglich 

Blan  kann  aber,    wie  ana  dem  Obigen  aogleich   erhellet,   unbe- 
achadet  der  Allgemeinheit  G|  =  1  aetzen.    Dann  ist 

G-±-j  '^        ===, 

V  a*ain  ö*  +  6*  coa  ö* 


and  nach  dem  Obigen: 
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^  =:«  cos/7  sin  Sf -*- fr  ootiif  8|iv  d  coffd  ^ 

jB=:6cOS7^C08(OCOSO — acososiDQ,  « 

C=±'6(C08«8lll  <t>  --  CII8jlc08»)C0ft€5  ; 

folglich': 

ilsinoo — JSco8(o  =  a(cosacosa>  4-  co8/3siD(o)8iDQ — 6coajf«iNi4S« 

Wenn  nun  dils  Scfawfngungfidinfcr  auf  d^  Seite  des  Meridians 
des  Beoba^btangsorts  liegt  >.  nach  welcher  die  Drehung  der  Erde 
gerichtet  ist,  so  ist  es  nach  dem  Obigen  offenbar  verstattet,  S^ssß, 
(blgücb  cios^isrcos^,  sin 6^=: sind  zn  seixen,  aiM>  soefr  dem 
Obigen  ist  also^  in  diesem  Falle : 

^  A     .^a(cosacos(D  -f  cos/38ioio)sino — frcosycoso 

Vo^sinöH-^cosö* 

das  Zeichen  so  genommen,  dass 

6  (cos  a  sin  CO — co^/?cosa>)cos5 

vrV^^  de  — — ^r-  ■    ,    ^^      .^       ~: 9 

Va«sin5«+6«cosö« 

d.  h.y  weil  cosQ  positiv  ist,  dass 

db  (cos  a  sin  o  —  cos  ß  cos  co) 

negativ  wfrdT;  wenn  dagegen  die  Schwingungslinfe  alaf  d'c^  en^#> 
geugeseisEteir  Seite  des  Meridians  des  Beobachtungaorts  liegt,  so 
ronss  man  offenbar  6=6 -§-180^,  also  cosO  =  —  cosd,  sin 6 
=— sind  deteen,  nnä  nach  dem  Obigen  ist  also  rn  dketMi  ftÜe: 

^      .  tf(cocraco9ai-^eos|^sinay)sih'&-^i6co8y«os&' 

cosö=db— ^ j  ' » 

Va«sSöH6^cosö« 

das  Zeichen  so  genommen,,  dass 

%    ^^       ,  6(cosa8ina)  —  cosj3cosa>)cos€5 

V  a*sinü*  +  6*c08O* 

d.  h«,  weil  coscS  positiv  ist,   dass 

J:  (cos  a  sin  09 — cos  ß  cos  m) 
negativ  wird. 

Sind  jetzt  x,  y,  z  und  Xi,  ^] ,  z^  die  Coordinaten  eines  be- 
liebigen Punktes  d'er  Seh wingungslinie ,  dessen  Entfernung  von 
dem  Beobaqhtungsorte  q  ist,  in  den  beiden  vorher  eben  so  bezeicH- 
neten  Coordioatensystemen ;   so  ist 

a:=Jf+^cosat    yssF+fcos/J,    z=Z-f^cosy; 

und  folglich  ganz  auf  dieselbe  Art  wie  oben  in  isniii  fihaliftiiPiffnllQD 
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5f I  =  Fcoso — jYsinoy-fpCcosaicos/I-^sinocosa); 

also,   wie  man  leicht  findet: 

a:i=5acoaQ -f  ^(9in<»co8/{4-co8a>co8o)»  ^ 
5fi  =^(coscDC08/3*-8iD(ocosa); 

also,  weil^i  im  ersten  der  beiden  oben  unter8clii|(denen  Fälle 
offenbar  positiv,  im  zweiten  offenbar  negatlr  ist,  die  GiOsse 

cos  crsin  i»  — » cos  /?  cos  od 

im  ersten  Falle  negativ,  im  zweiten  Falle  positiv.  Hieraus  er- 
giebt  sich  mittelst  des  Obigen  auf  der  Stelle,  dass  in  beiden 
Fällen,  also  in  völKgei»  Allgemeinheit, 

^         a(cosacos(o-|-cos58in(o)slnS — ftcosvcosä 

V  a*sin  ö*+6*cos  ö* 
oder 

^     h  cos^^cos  c5  —  a(co8acos  gd  -f  cos/?  sin  (o)8in€5 

cos  ö= r- 

Va*8in5*  +  6*cosö* 
gesetzt  werden  muss. 

Weil  bekanntlich 
6co8oco8i»ooso4-&cos|t8ino>cosQ-faco8)^sinSs:0, 
und  folgRch 

cos  a  cos  I» -f  cos /}  sin  09  =  —  7  cos  y  tang  S , 

co8/:= (cosacoso  -f  cos/}sinoi>)coto 

Ist,  so  M,  wb^  man  leicht  findet: 

^         cos  y  V^fl*sin  5*  +  6*  cos  5* 

cos  9=5       — -* -• i = 

6cosQ 

(cosacosiD-fcos/?sinai)  V^a*sin5^-f  A^cosS* 

"~  asino 

Also  ist  femer 

.    Ai^     4      cosy*(<^8in5*  +  6*cosö*) 

Sin9*sl TS =5 

ft*COSÖ* 

=1  — cosy*—  Tjcesy^tangö^^ 
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folglich,  weil  bekanntlich 

coso*  +  co«/3*  +  cosy*  =  1 , 
und  nach  dem  Obigen 

*l^  co8]^tangS*=: (cosocos  10  4-  coeß ein ca)* 
ist: 

sio  0*  =  cos  a*  -f  C08  ß^ — (cos  a  cos  ai  -\-  cos  ß  sin  o)' , 

woraus  sich  ferner  leicht 

sin  6*  =  (cos  a  sin  I» — cos  ß  cos  o}* , 

und  daher  nach  dem  vorher  Bewiesenen  offenbar  in  völliger  All- 
gemeinheit 

sin  9  =  —  (cosasin  m  —  cos /3  cos  a) 

ergiebt    Daher  haben  wir  jetzt  die  folgenden»  fQr  unsere  fernere 
Untersuchung  sehr  wichtigen,  ganz  allgemein  gültigen  Formeln: 


-,  cos  y  V^a*sm  ö*  +  6*  cos  ö* 

cos  6= r = 

6  cos  CD 

(ß)     \  ^  (cos  «cos  ci  -f  cosffsinci)  V  a*8in5H-ft*cos5* 

asino 

sin  S  ^  cos  ß  cos  cd  •—  cos  a  sin  ai. 

Bevor  wir  in  unseren  analytischen  Betrachtungen  welter  fort- 
schreiten,  wollen  wir  zuerst  zeigen,  wie  die  Lage  einer  Ebene 
bestimmt  wird,  die  durch  eine  gegebene  gerade  Linie  geht  und 
gegen  eine  gegebene  Ebene  unter  dem  kleinsten  Winkel  geneigt 
ist.    Zu  dem  Ende  sei  in  Taf.  IIL  Fig.  10.  die  gegebene  gerade 

Linie  AB,  und  MN  sei  die  gegebene  Ebene.  Durch  den  Durch- 
schnittspunkt B  der  geraden  Linie  AB  mit  der  Ebene  MN  ziehe 
man  in  der  letzteren  die  beliebige  gerade  Linie  DE,  ttAle  von  A 
auf  die  gegebene  Ebene  des  Perpendikel  AAi,  auf  die  Linie  DE 
das  Perpendikel  AC,  und  ziehe  die  Linien  BAi  und  CAi»    Dann  ist 


AAi  =  AC.  sin  ACAi , 


also 


oder 


AC=^AB.s\nABC; 


AAi  =  AB .  sin  ABC .  sin  ACAi 


AAi 


Bin  ACAi  =5 


AB .  sio  ABC 
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Da  das  Verhältnis«  der  Linieu  ÄAi   und  AB  constant   ist/'iie 

wird  der  Wiokel  ACAi  ein  MiDimum  werden,  wenn  sinilBC  ein 

Maximum  wird,  also  för  ^ABC^W^,  oder  wenn  die  Linie  DE 

in  der  Ebene  MN  auf  der  Linie  AB  senkrecht  steht.  Folglich 
wird  die  gesuchte  Ebene  bestimmt  durch  die  gegebene  Linie  und 
die  auf  derselben  senkrecht  stehende,  in  der  gegebenen  Ebene 
Uzende  gerade  Linie. 

Ferner  wolleb  wir  uns  nun  mit  der  Bestimmung  der 
Lage  der  Schwingungsebene  des  Pendels  bei  einer 
durch  die  Elemente  a>i,  o,  r  bestimmten  zweiten  Läge 
des  Beobachiungsorts  beschäftigen. 

Bei  dieser  Bestimmung  halten  wir  uns  ganz  an  die  im  Obigen 
fllr  dieselbe  entwickelten  Principien  und  suchen  denselben  nur 
einen  analytischen  Ausdruck  zu  geben. 

Die  Coordinaten  des  Beobachtungsorts  in  seiner  durch  die 
Elemente  ai|,  q,  r  bestimmten  zweiten  Lage  seien  A^«  F|,  Z|» 
so  ist  nach  1): 

IXi = acos  o>|  cos  o t 
Fi  =  asino9|  cosQ, 
Z|=ft8inc5.  • 

Die  180^  nicht  fibersteigeuden  Winkel,  welche  der  von  dem  Be- 
obachtnngsorte  aus  nach  dem  äusseren  Räume  des  EfdkDrpiH« 
hin  gehende  Theil  der  Normale  des  Beobachtungsorts  mit  den 
positiven  Theilen  der  Azen  der  x,  y,  x  einschliesst,  seien  respec- 
tlre  Ui't  Vi,  coi',  so  ist  nach  2): 

,  bcoamcoBO 

COStti    =    . —  ^    '  —  9 

V  o*  sin  ö* + Ä*  COS  ö* 

I  68inai|Cos5 

10)    .    •    .     ^cosüi   =y-^«gi„Qa^^«cosö«' 

asino  .<, 

Die  Gleichungen  der  Normale  des  Beobachtungsorts  sind  folgjfijdi,^ 

COSUi'  COSti'  COSfCi'* 


also: 


6cos«|C08S       6sioo»tCosS       asino' 


•der) 


ßiazeichDen  wir  die  Ooordinateo  des  DurchscbDittspunkfs  dieser 
Normale  mit  der  ersten  Schwingangsebene»  deren  Gleichang  be- 
kanntlich 

J(ar-Jr)  +  Ä(y—  F)  +  C(x— Z)  =  0 

iet^  dorch  x»  f»  i;   an  haben  wir  zur  Bestimmnog,  diese«  Coordi* 
nateni  die  drei  folgenden  Gleicbungen: 

6  cos  (0|  cos  CD       6sin  o>|  cos  S       a  sin  CD  ' 

Durch  diesen  üurcbscbnittspunlct  wollen  wir  eine  Gerade  legen, 
w^chk  itf  iet  Carsten  läcftwingmigarebene  liegt  nnd  anf  der  Nor* 
mute  des  Beobacbttingsorts  in  seiner  zweiten  Lage  settkreehl 
steht.  Die  von  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Tbeiled  def 
Coordinatenazen  eingesoblosseoen ,  180^  nicht  übersteigenden  Win- 
kel seien  uf,  v",  w";  so  sind  die  Gleichungen  der  in  Rede  steh- 
enden Geraden  : 

oostt^       coec'"'       cos«?"' 

imt  fltf  die  Winkel  u^»  tf,  te^  hat  man  die  GMehong: 

oosiii' costif'-feosoi' cose" -f  costO|'co«fo^=0, 

also  nach  10): 

6  cos  09|  cos  S  cos  tt'^ -f  0  sloitfi  cos  CD  cose'^ -f  A  ein  CD  cos  co' =  0. 

Die  zweite  Schwingungsebene  gebt  durch  den  Beobachtungsort 
(XiTiZi)  und  den  Punkt  (ßtji);  also  ist  ihre  Gleichung: 

Ji(a:-jrO  +  Äi(y-r,)  +  Ci(x-Zi)=0 
oder 

tilffiA  aticB: 

also  nach  dem  Obigen: 

Alb  coM»r  eeaS  -fr  j||6^siii  «(Cee  & +Ciaaiu  a = 0. 


muem  BtMkmptmMn  dtm^^nMÜ,  ein  « '• «  «       MS 

Die  zweite^  AiieiwDii^aDgaebeDe  gtht  aber  aueb  dtreb  die,   dttcb 
die  Gleichungen 

COS  IT         eOBf/'         cos  10* 

charalKterisirte»  Gerade,  und  ea  &sl  alsor 

/#!  ces«*'  +  Bi  ees«"  +  <i  coariif*=r#.- 

Die  GMiekua^  der  ersletf  Schwingangaefa^cffte  igt,  wM  ä&t  Pa«k# 
(rt;;)  io  derselben  liegt,  auch  ' 


und  da  die  durdi  die  Gleic&ungeir 

costt'^       cos©'"'      cos  10* 

charakterisirte  Gerade  in  der  ersten  SchwingungBebene  Hegt,  #r 
ist  also  auch: 

il.costi*-f  JSco»e^  +  Ccesw''2=0. 

Daher  haben  i^ir  zur  Bestimmung  ^n  tc*,  tfy  vf  die  drei  folgen- 
den Gleichungen:  ...... 

il  coso*  +  Äcosr"  +  Ccosto*  =  0, 
6  cos  09|  cos  STcos  tf  -^-h  sin  (0|  cos  S  cos  ff  \a  sin  S  cos  co*  =  0, 

costi**  +  eoso*«  +  cesfi/'«=L  ,   i 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  Gieiebungen  folgt«  wenn  C  einen 
gewissen  Factor  bezeichnet: 

costt*  =:G'(C6siotii:CosS'^Aiaiai(Ä)g 
cosi^  =s  G^Cilwsin  @  — 6&cotr  a>|  eoscS) , 
cosw*  :^  C?'*  (0COS  01  —  if sfn  Ol)  cos  S ; 

und  aus  den  beiden  Gleichungen 

Ji;  cos  14^' -t  Bi  cos  e* -f  Q  cos  CO*  =^0,. 
^1 6  cos  Oji.cos  o  4-  £&&  sin  «»i.  cos  Q  -(•  Ci.asin  5-?=  Q  .  ,  |  ^ 

erhält  man,  wenn  auch  Gf'  einen  gewiesea  Factor  bezeichnet: 

Ax  =:Cr|'(6siacv]|eosacos«*-^asiASeoe«*), 
JSi  ss.6|*  (asii»o>ces  t^  —6  costti  cosi5  cos«i^), 
Ci  =  Gyh  (cos  i»!  cos  xf'  —  sin  o>|  cos  »*)  cos  5.  j^„ , . 

Also  ist,  wie  man  MrfMPfridei,  wentt  der  HXtwB  iregtsn'  '-''' 
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U)  .  •  52=a JSooacD|CoäS-|''B68iDoi|Ca8<5-fC!a8iiic5 
gesetst  wird: 

i^=  -  Cr'CriM  B(a*8iDC3*-hA*C08  6S*)  — &a8iDoii  cosöi» 

oder,  wie  anbe8cbadet  der  AUgemeiDhoit  offenbar  kfirser  gesetzt 
werden  kann: 

^1  =^(a*8inQ*-f6*co8€5*)— &$2co8  »i  C08Q, 

12)  .  .  {  iB|=A(a* ein c5* -1-6*008 c5^—6i28inc0| cos o, 

Ci  =  C(a*8inö*-f  6*008  c5*)  -  ailsinö. 

Ffihrt  man  in  den  Aoadnick  von  Sl  t^t  A,  B^  C  i\e  aus  dem 
n  bekannten  Ausdrücke 


A  =  *  cos  ^  sin  c5  -—6  cos /sin  09  cos  Q, 
jBss  6co8ycosioco6Q  — acosasincS, 
C  =  6(coso8in(o — cosj?coso9)cosc5 

ein,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  filr  52  den 
folgenden  Ausdruck: 

iacosacos^o»-|-fl»i)sinQ  ] 
-f<icos/}sinl(fl9-|-o>i)sin€5  [cosö. 
— 6cos/cosK«»~<»i)^s^ 

Bezeichnen  jetzt  crj ,  /}| ,  yi  die  von  der  zweiten  Schwingungs- 
linie mit  den  positiven  Theilen  der  Azen  der  x^y^t  eingeschlos- 
senen, 180^  nicht  Qbersteigenden  Winkel,  so  haben  wir  ganz  in 
derselben  Weise  wie  frfiher  zwischen  denselben  die  folgenden 
Gleichungen : 

Ai  cos«!  -f  Bx  cos  ßi-{-Ci  cos/i  =0, 
6cos(0|CoscSco8a|  -f  6sin(0|CosQcosj?i  -fasinQcosyi  =0; 

alsop  wenn  Cf  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

cos«!  =2:  Cr'^(C|6 sine»! cos c5 — £|asino), 
cos/3i=  G"  {AiüBinQ  —  f^6cos(0|Cosc5),« 
cosyi  ^  G"b(BiCOBmi  —  il| siniO|) cos ö ; 

and  folglich,  wenn  man  ßfar  J| ,  A, ,  Q  ihre  Werthe  ans  12)  ein- 
fBhrt,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 


mti  neuen  GeüdUipunkien  dargeeteiU,  eic.  94S 

co8a|=C(C68in(»|C08C5-£a8iDO)(tfViDc3H6^8S^*     '  ' 
14)     \  coBft=G''(-4a8in5— CÄco80)iCo«5)(o«8inö«+6«co»ö«),     ^ 

cos/i  =  G^6(  J?cos  Ol —^siD  ooi  )coso  (a ViD  c5*-|-ft*co8c5*). 

Bezeichnet  endlich  6]  den  von  der  zweiten  SchwiD^ngsliole 
mit  der  zweiten  Nordlinie  elnge8cblö8senen,  ganz  auf  ähnliche 
Weise  wie  früher  den  Winkel  B  genommenen  Winkel»  so  M  wto 

früher  in  8): 

^  C08 Vi  Vo*8in S*  +  6* co8 ö* 

C089i  = 1 = 

*  6C08Q 


15)     \  (co8g|C08a)| -t-cosft8inoi)i)  V  a*8in<>)^-f-ft*co8Q^ 

aeincS 

\  8in  Bi  =r  C08  ßi  cos  o)i  ^  cos  CT]  sin  O] ; 

und  folglich  nach  14): 

16) 

cos8i  =  6f"(fico8a)i  —  48ineD,)(o'8ln5*+6*coB5«)', 

I 

sinO|  =  G'^  {(^coso9|4-JS8ina)|)a8inc5~-C6co8c5)(a*8inuHft^08€d*). 

Weil  nun   sin (6 — 0|)  =  8inOco6  0|  — cosAsinO^   ist»  so  er- 
hält man  mittelst  der  Gleichungen  8)  und  16)  zuvörderst  leicht: 

sin  (ö — ©i)  =     G"  (A  cos  ß  -  Äcos  a)ßin  («-»i)  (a«sin5H**cos5«)* 

-f  G"  (A  cos  a  -f  Bco8ß)  cos((o— i»,  )(«%iiucSH6*cosS<)^ 

—  G"^  O[co8acoto»-|-cot/3tin(o)  cotS(a*8inc3*-h  ö'cotS*)*. 

Mit  Rücksicht  auf  die  bekannten  Gleichungen 

cosa*+cos/3*+co8y*=s  1, 
6  cos  o  cos  (D  cos  o -f  6  cos /?  sin  (0  cos  S -f  a  cos  y  sin  cS  =  0 

* 

findet  man  aber  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Ausdrücke 
von  A,  B,  C  leicht: 

Acosß  —  JScosazrasino» 
Jcoso -f  ^cos/3=:— Ccos/, 

(cosacosw-f  cos/9sin(o)cotc5=  —  tCos/; 

also,  wenn  man  zugleich  1*— cos(»— a>i)  =  28ini(a> — fl»|)*  setzlr 
17)    sin (e— 01)  =  &" I a sin (o—  »i) sin  Q  +2Ccoayam  K« — »g^\ 

X  (o^sin  5*  +  Ä^cos.S*)*, 


tl6    Grmnerij    ntcHt  ^ksJ^m€^uit'Meäm^^md€i9ersucks, 
folgUdic 

18)  ^^-"^i)    gir|^|ps^ Cco8ytaDgi(©-a>i)|(aVinaH**QMS«)*. 

Weil  ferner 

cos  (9 — 9|)  =  C06  9  cos  9| -{- 610  9  8in  6^ 
lit^  SP  «sbUt  man  MXLvJdfdßnt  iDiUebt  8),  16)«  11)  Jeichft: 

!(4cos/3~iBcosflr)cos(o— flOi)  ] 
y^    ^  X     ^T.  — (ilcosa+i?co«ß)siii(a>— uot)*  ,  ^  .  -«  . .-      --v- 

cos(9— 9.) = G" ^ — .  T^     -^^(a*sinoHft'eos5«)« 

^         »^  a  sin  CD  ^  "  ^ 

^^(cososinio — cosPcos  a>)il&cos5(a^in5*+ft*cos5*) 

asm  CD 
also  9  weil 

Acosß  —  JScoso  =a8ino, 

A  coso  -f*  B  cos  /}  =  —  CcoBj 

SS  6  (cos  /? cos  0»  —  cos  «sin  o>)  coe^  cos  cd 
=  6  sin  9  cos  y  cos  CD 

6*sin9cos9co8S* 

V  a*«lncD*+6*cos5* 

cos  «sin  CO  —  cos /9 cos  09=— sin  9 

Isty  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

19)  .    .      ^^S  *!  ==  G^(ci«sin5»-t-  ft«cos5y 

6 sin  9[5l-|-fecos 9cos5  sin  (o — a>i)  V  a^sin5*-|-6*cos5*] cot 5 
^**  a<a*sin9«  -|-  6«coscSS)cos(a>—  a^)  '• 

Mit  der  Bestimmung  des  Factors  G^,  von  der  nachher  die 
Rede  sein  wird^  wollen  wir  uns  jetat  der  Kfirze  wegen  oicbt  wei- 
ter beschäftigen. 

in. 

(Jebergang  zum   Falle  der  Continuität. 

Wir  wollen  jetst  annehmen ,  dass  sich  i» — fO|,  nnd  folglich 
anch  9—- 9|«  der  Mall  nähere.  Weil  sich  unter  dieser  Voraus- 
setzung sin(o9 — i»i)  der  Null,  cos(ai— lOt)  der  Einheit,  und  nach 
13)  Mch  ü  aiok  oEenbar  der  Null  nähert«  so  ist  nach  1«),  wie 
auf  der  Stelle  erhellet: 

i  cos<9-9i)  ^    3^ .,  j^.^ 

CO0(»-r«|)       \  9  /  f 


4Nif  mmm  Sutckitpumktm  ^mnwnuUi,  sie.  Si? 

w^raM,  w«U  offonbar 

da  coc(a»wa>|)  und  c0s(B  —  Si)  skh  beid^ -der  EÜDbeit  Dibeni» 
eine  positive  Grosse  ist»  auf  der  Stelle  erbellet ,  diiss  I^imG^ 
eine  positive  Grosse  ist    Nacb  14)  ist  aber  offenbar: 

!(Cb  sin  i»!  cos  C  —  Ba  sin  S)* 
+  {Aa  sin  5  —  CT  cos  «i  cos  ö)*     i  # 
+  6*  ( Acos  coj  —  2I  sin  iöi)*cos  5* 
also,  wie  nan  mittelst  leicbter  Recbnung  findet: 

^= (fl«8io  5*+  6«cos  ö«)«  { (^HÄ«+C«)(a«8in5H6*cos5«>-Ä«|. 

Aas  den  bekannten  Ansdriicken  von  A,  B,  C  ergiebt  sieb  aber, 
mit  Rficksicbt  auf  die  Gleicbungen 

cosa*  +  cos  /3* +cosy*:=  1 , 
ftcosacos ocps ü -f  6cos/}sin  ocoso  -f  <> cos/sin c5  =  0, 

leicbt,  dass 

.4«  +  i!«+C^  =  a«sinö«+6«cosö*, 
und  folglicb 

^"^"^  (a«sin  5«  +  &*cos  ö«)«  t  (a*sin  ö«  +  6«cos  c5«)«— Ä^| 
Ist.    Also  ist 

Lim .  G'*  =  (Liu.  C")«  =  (,.^s.^Vcosfey ' 
folglicb,  weil,  wie  wir  so  eben  geseben  baben,  Lim  G"  positiv  Ist: 

Lim  G^=:  ^^2gio  ö«  +  6«cos  ö«)« ' 

Weil  unter  der  gemacbten  Voraussetzung  nucb  tang4(«)— a|) 
sieb  der  Null  näbert,  so  erglebt  sieb  auci  der  Glelohung  18)  auf 
der  Stelle  dj^r  folgende  Ausdruck : 

ßluim^  »t)       Va«fhi»«4^«oscP 
Nun  ist  aber  bekanntMdi 

te»g^=|tang©, 
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wo  B  die  geographische  Breite»  eigentlich  die  Poihdhe,  des  Be- 
obachtangsorta  bezeichnet;   alao,   wie  man  leicht  findet: 

.    ^  asinS  _  bcoso 


a*sino* -{-6*008  0^  Va*siDQ^-h6*coaS* 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

20)  .    .    •    .'   .     Llm-r-T ^  =  BinB. 

Ueberlegt  man  aber,  daaa 

8in(e— ei)_  8in(e— eO,8in(a>— Ol)     «—et 

also 

8in(io-^ctf£)  ö — ©1  CO— 1»|  00 — »i 

and  nach  einem  bekannten  Satze 

ist;  80  überzeugt  man  sich  auf  der  Stelle ,  dass 

sm  (»  —  »i)  a>  —  «1 

folglich  nach  20): 

21)  .....    .      Lim^^=^=8lnÄ 

ist. 

Hieraus  schliesst  man  nun  aber,  was  einer  weiteren  Erläute- 
rung an  diesem  Orte  nicht  bedfirfen  wird,  leicht >  dass  überhaupt 

-*=:sinÄ   oder   6— ei=(a— co,)8inÄ 

ist.  In  dieser  Gleichung  ist  die  ganze  Theorie  des  Foucault- 
sehen  Pendelversuchs  enthalten,  und  man  sieht  aus  derselben  zu- 
gleich, dass  das  früher  für  die  kugelförmige  Erde  bewiesene  be- 
kannte Gesetz  im  Wesentlichen  auch  ganz  f&r  die  ellipsoidische 
Erde  gilt,  wenn  man  nur  für  B  immer  die  wirkliche  geographische 
Breite  oder  die  Polhohe  des  Beobacbtungsorts  setzt,  nämlich 
den  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachteten 
Winkel,  unter  welchem  dieNormale  des  Beobachtungs- 
orts gegen  die  Ebene  des  Erdäquators  geneigt  ist 
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Vier  Au^aben  liber  die  Kegelschnitte  und  die  Maxiiiia 

und  Minima. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Lehmus 

za  Berlin. 


Erste    Aufgabe. 

Die  Parameter  p,  q  in  der  Gleichung  y^ ^=^ px -^ qüfl 
eines  Kegelschnitts  {K)  und  die  ^Abscissen  x  dessel- 
ben» welche  den  Durchschnittspunkten  (/>)  von  AT  mit 
einer  gegebenen  Geraden  (6r)  entsprechen,  der  Bedm- 
gung  genügend  zu  bestimmen,  dass  die  Inhalte  {Q)  der 
von  den  zugehörigen  Abschnitten  des  K  bei  der  Um- 
drehung um  ihre  Abscisse  x  erzeugten  Körper  ein 
Max.  oder  ein  Min.  werde. 

Losung. 

Es  schneide  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  G  ii»  Achse  JT  in  S  in  der  E^t- 
femung  a  vom  Scheitelpunkt  O  unter  dem  Winkel  a  und  tanga 
werde  durch  t  ausgedrückt,  so  ist 

(1)  pa?  +  ya:«=(J:aTa:)*.<«, 
woraus,   nach  p  abgeleitet: 

(2)  [2(1»— j)ar— 2al«— /ija^Tp— dr  =  0, 
und  nach  q  abgeleitet: 

(3)  [2(<»  —  ^)«  —  2/»l» -  />]Sar,— .T«  =  0 
entsteht. 
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Lekmw9:    fler  Aufjfo^m  ü^er  die  gM^eUelmiUe 
Aus 

0 

folgen  ferner  als  die  Bedingungen  des  Max.  oder  Min.  9Qp  =  0 
und  dQqzzzO,   oder 

(4)  1{p  ^  qx)dXf  \  X  =0 

und 

(8)  I  3(p  +  flra;)8a:,+a;»=0; 

und  diese  f&nf  Gleichungen  würden  py  q,  x,  dxp  und  Sxq  bestim- 
men» wenn  sie  nicht  Widerspruche  enthielten ,  indem  aus  (2)  und  (3) 

dxq:dxp=^x,    aus  (4)  und  (5)  aber  dxqidxp^zlx 

hervorgeht  Dieselben  Widersprüche  ergeben  sich  auch  in  dem 
Fall,  wenn  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  5  in  der  entgegengesetzten  Verlange* 
mng  der  Achse  X,  also  a  negativ  angenommen  wird.         * 

Dieses  Ergebniss  führt  auf  folgende 

Zweite    Aufgabe. 

Es  se4y  9  als  gegeben  vorausge^setat»  p  «nd  q  so  mm 
be«itfnmeD|    d-ass  Q  ein  Max.  oder  Min.  wird. 


Lösung. 
In  Beziehung  auf  die  Lage  in  Täf.  IV.  Fig.  1.  ist 

(1)  pd?+5'a?*=(a:— a)*.<*, 

und  wenn  hieraus  p  entwickelt  und  in   Q=g-(^j?*-f  S^j?^  ein- 
gef&hrt  wird: 

(2)  Ö'=J[3<«(a-x)^*--^»], 
woraus 

(3)  »«*  =  f  («V.-4«ftp  +  {i^-^q)x^] 
und 

(4)  a»ö,  =  »[— 2«(»  +  (3l»—  q)x] 
folgt. 


und  me  MmimM  fmd  MkUma.  SBA 

in  ttwiehdlig  auf  die  Lage  in  TaL  TV .  Fig;  %  Irerdew  fliatf^  GM- 
obahgeil  aber  folgende:  >      .  i  .  ' 


(6)  Q=^[3<«(o'+a:)«ar-9j;»], 

and 
(8)  S^Qx-  w[2a<»  +  (3«»—  q)  ui\. 

In  beiden  Fällen  beetimmen  sich  dani\  die  zwei  Wertbe  ffir  x^ 
welche  ein  Max.  oder  Min.  ftefern  kennen»  adte  deT  Gleichung 
dQjr  =  0>  und  tritt  einer  oder  beide  ein,  so  entscheidet  dann  (4) 
oder  (8),  ob  ein  Max.  oder  Min.  gefunden  isf.  Aus  tX)  und  (2) 
Ode«  ans  (5)  md  (fS)  ahid  daifti  di^  zngiMrlgen  Werthe  fft»  p  und 
Q  zu  entnehmen. 

Dritte    Aufgabe. 

Die  besondere«.  Wettb^  vetf  x^pnuA  Q  in  Bezie- 
hung auf  Taf. IV.  Fig.  1.  für  die  verschiedenen  Kegel- 
schnitie  zu  bestimmen. 

L  5  s  tf  n  g. 

A.  Ftff  dV«  Päfabi^l,   äl^o  ;fd   'ö±±0. 

Aus  8Qjr  =  0  folgt  (ir— «)(a?'-«)=sO,  und  nur  3a?-a=:Ö 
RefM,  wie  «^forrf6rffi€%>  filf  |y  einen  positiyetf  Wttrflr^  difr'R^ttl^ 
täte  sind  daher: 

ar=^9   pzrz^afi  und  Qss^m*!*  als  Max. 

B.  Für  die  Ellipse,  also  q  negativ  gevfäUt. 
Es  entsteht: 

_2tdbv(0-y)_, 
p  = SÄTg ■^''^' 

^■~  (3<«  +  9)«         ■     3    • 
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Für  die  lobeura  Zeichen  wird  Q  ein  Min.,    flir  die   unteren  ein 
Maz.y    doch  nur  wenn    fl^  q  festgesetzt  ist    Za  qsafl  esMSttt 

weder  ein  Max.,   noch  ein  Min.,  indem  zn  ^  =  ä  ^^^  p  =  qa  sich 
8H}«  =  0   nnd   BHis=zit^  ergiebt. 

C.    Ffir  die  Hyperbel,   also  q  positiv  gewählt. 

Die  Formeln  ffihren  auf  folgende  Abtbeiinngen: 

a)    Wenn   q=:tifi  ist. 
Es  entsteht  nur 

ar=:^»    p=lafi  und   Q=|go*<*  als  Max. 

.  b)    Wenn  q^  >  3f*  angenommen   ist. 

Wird  untern  jede  positive  Zahl  >  0  verstanden  und  q  rs  (3-|-fi)l* 
gesetzt,  so  erhält  man: 

— 2±V(4-fn) 

ar=r a, 

n 


und 


^  n 


(4  +  n)«T(8+3n)   «  .^ 

II*  Ö 


als  Max.  für  die  oberen  Zeichen,  aber  nicht  als  Min.  fiBr  die  un- 
teren, indem  f&r  den  absoluten  Werth,  welchen  a:  in  diesem  Fall 

2+V(4+n) 
anniipmt,  also  fOr-  a?  = o^  ein  D.  in  den  zweiten  Zweig 

2  -f  v(4  -4-  n) 
der  Hyperbel  Kllt,   weil  ■ a  grösser  ist  als  die  Zwerg- 

aehse  ~  = t^tt — ^\ •  2a  und  zwar  um 

q  n(i+n) 

2  +  (l+n)V(i  +  n)  .  t, 

7o^ — ^ a=M> 

dann  ist  aber  die  Gleichung  y*=px+qa!*  nicht  mehr  entsprechend, 
sondern  die  y^^^—px  +  qa*  oder  bequemer  die  y*^pu-t-qu\ 
zu  welcher 


oder 


t 

«ich  ergiebt,   woraus   ein  ausgezeichneter  Werth  nicht   hervor- 
gehen kann. 

c)    Fflr  7  <  3 A 

Bezeichnet  m  jede  positive  Zahl  zwischen  0  und  3  und  wird 
q  durch  (3 — fn)fl  ausgedrfickti   so  ergiebt  sich: 

2A:V(4-m) 
^- m «' 


und 

^^(4-m)^(8-3m)    ,..^.' 

m^  o 

als  Max.  för  die  unteren  Zeichen,  aber  nicht  als  Min.  fflr  die  obe- 
ren» welche  Behauptung  so  wie  in  b)  zu  begründen  ist,  indem 
hier  p  negativ  wird. 

Zu  bemerken  ist  hier  noch,  dass»  wenn  m  zwischen  2  und  3 

fiUlt,  nur  ein  Zweig  von  G  geschnitten  wird,    beide  aber,  wenn 

m  <2  ist;   zu  iii==2,  also  i/  =  Ü',  wird  (?  parallel  mit  der  einen« 

Asymptote,  und  es 'findet  nur  ein  1>  statt/  wozu  :r=:(l  —  Vj^a, 

V2— 1    n      ' 
p=zafiV^  und    Q  =  — 5 3^'^  *^*  '^**'  ■''^''  ergiebt. 


Vierte    Aufgabe. 


'  tf 


Für  die  verschiedenen  Kegelschnitte  in  Beziehung 
auf  Taf.  IV.  Fig.  2.  die  besonderen  Werth^  von  x,  p  und 
Q  zu   ermitteln^ 

L'O  s  u  n  g. 

Für  die  Parabel  und  Ellipse  gehen  aus  (7),  8Qss=:ti  geselit, 
nur  negative  Werthe  fSr  x  hervor,  zu  welchen  kein  D  existirt 
Fflr  die  Hyperbel' wird ,  wena  q^Sfl  ist,  x  sowohl  wie  Ö  l^a- 

tiv,  was  nicht  entsprechen  kann;   zu  9^3^  ist  die  Untersuchung 
.Obereinstfimmend  mt  der  in  G«  h)  und  c)  der  dritten  Aufgabe.' 


Später:  HUeffHtLiimr  WßermUkU9le§ik.  |M=iteM|r'-f£ri?M-ijf, 
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Integratioü  der  D^rentialgleichung 

(I)  y(«)  =:  Aü^^  +  i?a:«-iy , 

anter  A  and  ^  positive  und  anter  m  and  »  ganze  t 

positive  Zahlen  verstanden. 


i  • 


Herrn  Sihiön  Spitzer 

zu  Wien. 


.5 


.  ..T« 


der  Form  yoraos: 


(2) 


unter   F  und  if;(tc:r)  PlinctloReB  von  ic  und  lur»   und  unter  «|  und 
tcg  constante  Zahlen  verstanden. 

4lisC2)  <bigt; 

y'  =y   "'  w^\ux)  VBu ,    y W  =  /   **  u^<")(t<j:)  F8t<, 

W4  H^olttB  4l^e  Wertbe  ui  (1)  «j^tituirt,  a»  eiilllit  aian: 

üaa   wttlere  Glied   Ae9  Unke   stehenden   Avsdnwks   ttsst  sieh 
transformiren ,   es  ist  nämlich 


Mao  bat  demnach' 

—  ilar«- MFtii/;(i«-)r* 

+J   "'  { ««t/;(«)  (ux)  V  +  Ax^-^  '^{ux)  — ^^  — Ä  Fr--»  '^{ux)\du = 0. 
Setzt  man  nun 

80  geht  obige  Glelchang  (Iber  in: 

—  Ax^-^  \  rw\f(ux)  r*  ^^-]f  " V(iur)l  Fti^—H-4^^^  -Ä  F|8ii 

and  dieser  geoflgt  man,  trenn  man  V.  so  wShIt,  dass 

(5)  Fu»+"-»  +  J^^^— ÄF=0. 
und  die  lotegrationsgrenzea  so,   dass  ' 

(6)  [Fu^ux)^=iO 
wird.    Aus  (5)  folgt: 


r-1        - 


and  diess  in  (6)   siibstituirt ,  gibt  die  Gleichung: 

der  man  genfigt  für  u  =  0  und  für  ti=oc.    Es  ist  somit  das  lote« 
gral   der  vorgelegten  Gleichung: 


SM      ^KMppir:    Oeöer  di0  Consimeäam  der  K&rkMgen, 

%f{ux)  mus«  aus  der  Gleichnng  (4)  bestimmt  werden,    und  diess 
lehrt  Kummer  im   lOten   Bande   von   Crelle's  Journal. 

Sehr  leicht  ist  es »  die^e  Methode  zu  verailgeineinern  und  die 
Grenaen  ihrer  Anwendbarkeit  zu  erweitern. 


XIII. 

Ueber  die  Constraction  der  Korbbogen. 

Von 

-Herrn  C.  Küpper^ 

Lehrer  an  der  ProT.-Gewerbeeehule  in  Trier. 


Binher  hat  selten  ein  Mathematiker  von  Fach  diesen  ans 
Kreisbogen  zusammengesetzten  Linien  einige  Aufmerksamkeit  zu- 
gewandt, vielleicht,  well  die  sie  betreffenden  Fragen  durch  ganz 
elementare  Erörterungen  sich  erledigen  lassen.  Dies  ist  auch 
wohl  der  Grond,  wenhalb  noch  keine  der  Einfachheit  des  Gegen- 
standes entsprechende  Darstellung  desselben  erschienen  ist  In- 
dem Ich  eine  solche  versuche»  wird  sich  mir  die  Gelegenheit  hie* 
ten»  Eins  oder  das  Andere,  das  für  die  Praxis  von  einigem  Nutzen 
sein  könnte,  •  hervorzuheben. 

I.    Korbbofpen»    aa«  drei  niiielpaiülcteii  besehrieben. 

Erste  allgemeine  Construction. 

OA  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  ist  die  halbe  Spannweite,  0£  die  Pfeil- 
h5he  des  Bogens.  Man  nehme  JUA  >  OB  und  beschreibe  mit 
MA  um  M  den  Viertelkreis  AD,  verbinde  D  mit  B  und  verlän- 
gere BD  bis  an  den  Viertelkreis  in  E;   nun  ziehe  man  EJ9t,  so 
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trifft  diese  Gerade  die  verlängerte  Pfeilhöhe  in  dem  zweiten  Hit- 
telpanicte  N;  der  dritte  Mittelpankt  liegt  auf  der  Spannweite, 
eben  so  weit  von  O  entfernt  wie  M. 

Beweis.     Die  Dreiecke  MED,  NEB  sind  ähnlicb,    folglich 
das  letztere  gleichsehen kelig:   NE=:NB. 

Ffir  die  Folge   werde  beachtet,    dass   der  Peripheriewinkel 
AED  oder   ^  AEB  =zconat=:  136^. 


Zweite   allgemeine  Construciion. 

Hit  der  halben  Spannweite  als  Radius  beschreibe  man  om  O 
(Taf.  IV.  Fig.  4.)  den  Viertelkreis  AB',  w&hle  auf  diesem  einen  Punkt 
Cr  im  Allgemeinen  beliebig,  und  verbinde  ihn  mit  A,  B,  O;  hierauf 
ziehe  man  durch  B  BE\\  B'G,  sodann  EMN\\  GO,  so  sind  M,  N 
zwei  Mittelpunkte. 

Beweis.  Die  Dreiecke  MAE,  MBE  sind  beziehlich  ähn- 
lich OAG,  OBG,  und  da  diese  letzteren  gleichschenkelig  sind, 
so  ist  auch: 

MA=ME,    NB=:NE. 

Auch  hier  genfigt  ein  Blick  auf  die  Figur,  um  zu  erkennen, 
dass  ^AEB  =  ^AGB'  =  135o. 

Diese  Auflösung  ergibt  nur  dann  einen  brauchbaren  Gewölbe- 
bogen, wenn  man  den  Punkt  G  nicht  ausserhalb  eines  gewissen 
Theiles  des  Viertelkreises  AB'  annimmt.  Zieht  man  BG'  ||  BA, 
so  erhält  man  diesen  Theil,  auf  den  man  sich  mit  der  Wahl  von 
G  beschränken  muss;  läset  man  G  ipit  G'  zusammenfallen,  so 
wird  MA=i09  und  der  Korbbogen  fiillt  mit  einem  Kreisbogen  zu* 
sammen,  der  durch  A,  B  geht  und  dessen  Mittelpunkt  auf  BO 
liegt;  fiült  Cr  in  B',  so  wird  MA^OB,  NB  =00,  und  der 
Korbbogen  besteht  aus  einem  Viertelkreise  und  einer  horizontalen 
Tangente  desselben.  Man  sieht  also,  dass  der  Spielraum  Rlr  die 
möglichen  Korbbogenformen  um  so  grösser  ist,  je  grösser  der  Win- 
kel BAO  oder  auch  dessen  Tangente,  d.  i.  je  grösser  das  Ver> 
bältniss  der  Pfeilhöhe  zur  Spannweite.  Es  gibt  also  bei  einer 
vorgeschriebenen  Construction ,  die  etwa  dem  Winkel  AME  einen 
gegebenen  Werth  zuschreibt^  ein  Minimum  jenes  Verhältnbses, 
bei  welchem  die  Construction  unmöglich  wird.  Soll  z.  B.^  wie  dies 
in  der  Praxis  gewöhnlich  vorkommt,  ^AME^G09,  also  ^AOG 
^600  sein,  so  mfisste  ^G'BO  oder  ^ABO  <,^GB'0, 
d.  h.  Z  ABO  <  750  oder  Z  OAB  >  lö»  sein. 
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Dritteos:    Ort  des  Anschlusses  £. 

*  Der  Pimkt  £,  in  welchem  die  beiden,  den  Korbba|seo  soeam- 
mensetzenden  Kreisbogen  «ich  berühren,  der  sogenannte  AnscblusSy 
l^gt  aqf  eijQ^in  bestimmten  Kreisbogen,  welcher  von  den  Punkten 
Ay  B  begrenzt  ist«  and  dem  ein  Centriwinkel  von  W^  entspricht. 
Denn  stets  ist  Z  ÄEB  ==  ]35o. 

Cm  das  Dreieck  AGB  (Taf.  IV.  Fig.  5.)  beschreibe  man  einen 
Kreis  und  halbi^e  in  O'  den  Halbkreis  AOB»  aus  O'  mit  (^A 
als  Radius  beschreibe  man  den  Bogen  AEB,  so  ist  dieser  der 
Ort  fl!r.  di9u  Anscblofis  JE?.  Zieht  man  Bfi'  horizontal,  so  begrenzt 
Httf  diesem  9ogen  «in  StOok  A£'t  auf  welchem  jeder  Punkt 
Anschlus»  genommen  werdeq  kann.  ^AE'B=:i36^,  also 
/i,E'AO:^4&^,  K'  i4«  demnach  der  Anschlnss  für  den  Korbbo- 
gen, der  aus  einem  Viertelkreise  und  seiner  horizontalen  Tangente 
besteht.  Geht  man  vom  Anschluss  aus  und  wählt  £  auf  dem  Bo- 
gen AE^  beliebige  so  sieht  man  leicht,  wie  mit  Hülfe  einer  der 
angegebenen  Verfahrnngsarten  die  zagehörigen  Mittelpunkte  Jff,  N 
zu  erlangen  sind. 

Dieser  Weg  scheint  mir  von  allen  der  angemessenste  zu  sein, 
well  die  Lage  des  Punktes  £,  in  welchem  die  Krömmang  des 
Gewölbebogens  sich  plötzlich  ändert,  ftr  die  Beuctbeilaag  der 
Festigkeit  von  Bedeutung  ist.  Wählt  man  £  so,  dass  das  Ver- 
hfiltniss  der  Radien  der  in  diesem  Punkte  sich  berührenden  Kreise 
^cb  der  Einheit  möglichst  nähert,  so  erhält  man  eine  der  vorzüg- 
lichslen  Constractiouen : 

•       Eir sei  (Taß  fV.  Fig.  5.)  MA^x  der  erst»,  NB=:y  der  zweite 

• «  jf 

]{a4ius,  es,  soll  das  Verhältniss  -^    ein    Maximum    werden. 

9 

Ich  zi^he  ESfiE'B,  verbinde  £  mit  B,  diese  letztere  Linie 
trifft  die  AE'  in  D,  so  dass  IHD  vertikal  und  =^x;   demnach  ist 

x:y^1IIE:NE=DE:BE=:E8:Ed  +  BE'. 

Ei  BE* 

Das   Verhältniss    r-i  ■  og/  ^'^^  aber  ein  Maximum ,  wenn  -gj- 

ein  Minimum,  oder  da  BE'  =  const.  =  OA—  OB,  wenn  Ei  ein 
Maximum  wird ,  d.  i.  wenn  £  die  Mitte  des  Bogens  AE'  whd. 

Es  Aei  also  Bogen  il£r:;;  Bogen  ££',  ^BAO^a,  OA^a, 
OB=ib.    Man  sieht: 
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E  ist  mithin  der  Mittelpunkt  4ea  in  das  Orelech /IQB  beschrie- 
benen Kreises»  woraus  ein^. bekannte  Construction  sich  ergibt. 

Ferner  denken  wir  um  Jf  ^Qn  zum  Korb^pgen  gebSrig^n  Kirfiif 
beschrieben,  welcher  durch  E,  D  geht  und  die  AB  in  F  triffitt 
so  D«rird  auf  diesem  Kreiise  Bogen  AE±hVogen  EF,  also  EM  in 
H  auf  AB  senkrecht  seif|.  Deberdi^s  ist  l^ehn^^£'^S^hRq-^,F^ 
also  BE'  =  BF.;  nun  war  aber  BE'=OA-ÖB^a—b,  folg- 
lieh  BF^a  —  b,  Mad  findet  dentnach  iromlttetfear  An  Pvkfitct  F, 
wenn  man  BF  gleich  d^r  DiflC^enz  4^  halben  Spannweite  und 
der  PfeilbOhe  nimmt;  errichtet  man  darauf  in  der  Mitte  H  von 
AF^LufAB  die  Senkrechte  ^^iV,  so  erhftit  man  die  Paukte  «;  #. 

Die  Radien  x,  y  zu  berechnen,  betrachte  man  die  ährificlien 

Dreiecke  MAB,  AOB   und   NBH,   AOB,   und  setze  V^^^H^ 
=  AB=zc. 

Da  E  der  Mittelpunkt  des  in  das  Dreieck  AQB  beschriebe- 
nen Kreises  ist,  so  folgt: 

AU  =3  "     ■  ^ =  «, 

«.^      a—b  +  c      ^  •  1         f 


somit  ;r  =  a.-»     y  =  |J,jr." 


a 


Aus  dijeseu  Eelfttionen  folgt  noch; 


% 


a.ijr  +  6.y=(«+/J).C2=c* 


■  I.;.,'      •••.'»  ^li* 


t    » ; !    •  I ;  ■ 


upd 


.'.'     '  Hifhitf. 


I 


11.    Der  aus  fünf  niitelpankten   besrhrlebene 

Korbbog^en. 

Per  eKste  Mittelpunkt  M  (Taf.  IV.  Fig.  6.)  ist  nur  an  die  Be- 
dyigung  MA  <  OB  gebunden;  aber  der  auf  der  verlSng^rten  Pfeil- 
hohe  anzunehmende  dritte  Mittelpunkt  N  ist  nicht  menr  ganz.  wUl- 
kahrliefa,  nachdem  schon  M  gewählt  wurde.  Seien  nämlich  AM, 
BF  di»  Krabbligen,    welche   durch   einen   dcitteo    Bo^ea   EF, 
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deMen  Mfttelpankt  P  sei»  verbondeo  werden  kennen.  Da  PE 
=  PF=:z,  SO  folgt: 

X,  y  sind  tod  der  Lage  von  Jlf ,  N  abbSngig»  und  damit  es  einen 
Pbnkt  P  gebe»  welcher  der  Gleicbong 

MP+PlS==g^s  (1) 

« 
Genflge  leistet »  moss  Tor  allem  ilfiV<jf — x  selo. 

Jedem  Punkte  M  entspricbt  nun  ein  Punkt  N'  so»  dass 

diesen  Punkt  erhält  man  durch  die  erste  der  beiden  vorigen  Con- 
structionen.  Wird  nun  N  unterhalb  dieses  Punktes  N'  angenom- 
men ,  so  bat  man : 

y=:BN'  +  N'N. 
also 

y--x  =  MN'  +  ]S'N, 
also 

Fflr  die  Punkte  wie  r »   oberhalb  N* ,  ist  : 

Är-ar=i?iV'-AV— a:  =  Jlf2V— 2Vr»  d.h.  fir—ar<Jlfr. 

Hieraus  folgt ,  dass  nur  bei  der  Annahme  iV  unterhalb  iV'  die  Con- 
struction  mOglicb  ist. 

Wenn  aber  N  so  gewählt  wurde,  dass  MN  <  jf  —  x,  so  sei  P 
so  bestimmt  »dass  MP+PN=^y-^x;  dann  ist  MP+x^y-^NP, 
demnach  ist  die  Bedingung  (])  erforderlich  und  hinreichend  für 
üe  Ausflihrbarkeit  der  Construction.  Ist  dieselbe  erßillt»  %o  \ki 
dadurch  ein  Ort  fllr  P bestimmt»  nämlich  eine  Ellipse»  deren  Brenn- 
punkte ilf»  iV^sind  und  deren  grosse  Achse  y — x  ist  Auf  die- 
ser Ellipse  liegt»  wie  man  leicht  sieht»  der  lur  Determination 
dienende  Punkt  iV'. 


in. 

Schliesslich  muge  hier  ein  geometrischer  8atx  Platz  finden» 
||er  eine  Generalisation  des  för  den  Anschiuss  gefundenen  Ortes 
ausdruckt  und  ebenso  leicht  zu  beweisen  ist. 

'   Wenn  man  zwei  Punkte  A,  B  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  durch  zwei  sich 
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n  elnaiider  sdifiMmBde  Kr«lsMf|eB  ▼erbindeft»  welch«  tai  d«B  go* 
gebeneo  Punkten  iwei  gegebene  Tangenten  {AT^  BT)  iMben»  eo 
besteht  der  Ort  des  Anscfalueeee  ans  zwei  KreUea ,  welehe  dnreh 
A,  B  gehen.  Besehreiht  man  um  das  Dreieck  ATB  einen  Kreise 
und  haibirt  die  beiden  Bögen  dieses  Kreises,  welche  J»  B  an 
Eoäpnnkten  haben,  so  erhält  man  die  Mittelpunkte  der  beiden 
Ortskreise. 


h 


Crfondzuge  einer  Theorie  der  Polaren. 

Von 

Herrn  C  Küpper, 

Lehrer  an  der  ProT.-Gewerbetchale  in  Trier. 


Im  Machstehenden  beabsichtige  ich  einen  analj^tischen  Nach* 
weis  der  Existens  harmonischer  Elemente  der  Kegelschnitte  an 
flihren.  Ich  glaube  dies  auf  einem  sehr  einfachen  Wege  erreicht 
SU  haben,  und  obwohl  dieser  Beweis  für  sich  selbst  verständlieh, 
und  nach  so  oftmaliger  Bearbeitung  das  Interesse  an  Untersuchung 
gen  über  die  Polaren  merklieb  erkaltet  ist,  so  hoffe  ich  doA, 
dass  in  Rücksicht  auf  den  Zusammenhang  der  Leser  geneigt  sein 
ddrfte,  einige  Weitläufigkeit  zu  entschuldigen,  sowie,  dass  es 
Manchem  neu  und  erwOnscht  sein  wird,  die  harmonische  Th^ 
Inng  aus  dem  Grundprinzip  der  Polarentheorie  hergeleitet  zu  sehMlL 

Ich  bezeichne  Punkte  mit  grossen.  Gerade  mit  kleinen  Bach: 
Stäben;  ßir  die  Gleichung  einer  Geraden  a  gebrauche  ich  den 
Ausdruck  a  s  0,  verstehe  also  unter  a  irgend  eine  Ifneare  Pnilction 
▼on  Xf  y.  Soll  ausgedrückt  werden,  dass  ein  bestimmter  Punkt 
P  (Xi  jf  oder  r»  9)  auf  der  Geraden  a  liegt »  so  geschieh«  dies 
durch  a      =0,   «L  «=:0. 

*>  IT  w  f  ■  . . 
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'-  IMrak  t#«l  Gertwlm  vs'fr  f«e  MifHin«Bl)«^.Msliiiiibtv.iAiMh 
tm^'Vmki^A,  B^^mQ^uM  AB^^^ie  Q&ndemä^^B  oder  ^ 
PmAt&'Ai  B  MkmM  «itiPuHr,  md.fcavnreiD'Oetädmpiär.dlei 
Mnikieto;  d)^ci(ir'ei<i  Piiiiltefi)>aar  det  GMnMb  j<£.  ^    t 

...,t...lj    Einet .  j^ofif^oo  «w^ten  GradeB  mit  zwei   y^r^np^rlklie»^ 

kann  als  besonderer  Fall  folgender  Function  mit  vier  Veränder- 
lichen X,  y,  X,  p  angesehen  werden: 

f(x,y,x,t})  =  Ayv  +  (Ba:t)+Bxu^+Ca:r+Dy-\-Dtf  +  Ea:+Ex  +  F. 

Diese  letztere  ist,  wie  die  Schreibweise  zeigt,  so  gebildet,  dass 
sie  in  Bezug  auf  (x,  y),  (x,  tf)  symmetrisch  ist  und  durch  Ein- 
fllbning  von   x,  y  statt  r,  t;  in 

f(x,  y,  X,  y)  =  fix,  y) 

übergebt.  /{a:,y)=0  stellt  eine  Linie  zweiten  Grades  dar.  Geben 
wir  x^yfXfP  solche  Werthe,  welche  f[x,y,  x,t})^=^0  befriedigen, 
so  ist  hierdurch  e|ne  >estimmte  Qeziehvng  zwisch^  den  Punkten 
x,y  und  den  Xf  9  hergestellt.  Dem  Punkte  P(x',p')  entsprechen 
nämlich  unendlich  viele  Q(x,y),  welche  auf  der  bestimmten  Geraden 

liegen.    Ist  x!,  y  irgend  ein  Puokt.Q  die|»er,Geri^fn,   d.  b.  ist 

qr,y=f(^.p'.^'sy')^0,  a) 

so  folgt,  dass  (x*  f  tf*)  ein  Punkt  degenigen  Geraden  p  ist,  welche 
Q  ebeiisb  eÄbptfdif^  wie  ^^'  ibm  PuttMe  P.    D^ö  H  l^ 

■      ..  .  .  •■    .  •  '■■....  •..•:■ 

unS  (t)  ist  iiientiscb  mit  ,  '    ".  ' 

• '       ■  •     •         •  .  ■  •   .     .  •■•■.;. 

,«l'l<-  pjß    ^1   {£3  Ol  i  » 


t  I 


Durch  die  Angabe  einer  Linie  sweite»  Gsades  ist  alse-  .daü 
System  des  Geraden,  und  Puakte  in  der  Ebene  ao  geordoet^-  daae 
jiediem  Punkte  P  eine  Gerade  f  epifpri^bti  wekbe  seine  PehM 
heisst,  und  dass  die  Polare  irgend  eines  Punktes  Q  der  Geraden 
4f  dien  P^irakt  P  entbüft,  welcher  der  Pol  di^r  Geradöti'^  fr^isst : 

.  n  L  Die  Peferen  aller  Punkte  (;Q>  einer  GieradCb  (9)  entftaiten 
u.         den  Pol  P  dieser  Gerade». 

2  *  tHe  Pol«  allef"  Üertd^n  p  einteg  Prmkti^s  P  RiegeH  iit  det 
Polaren  (q)   dieses    Punktes;    betracbten  Wir  nttttlieft' J^ 
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als  geiiMfttsaiiiim  Pimkt  iet  GMtd^m  j^i'^  ttites  "seine 
Pi^tairenaek  1.  den  Pol  ^n^fjeiH^  dieser  GeiiiiflMMtNiJkeiK. 

2)  Wenn  eine  Function  zweiten  Grade»  -als.  .dfia  .  Pf qdaqjk 
zweier  linearen  Functionen  a,  b  angesehen  werden  kann,  so  stellt 
a.ft=0  das  Geradenpaar  a»  b  dar.  In  diesem  FaDe'  \ßt  dffe 'Glei- 
chung der  Polare  von  P{Xy  t;): 

« 

denn  diese  Gleichung  hat  die  in  I)  ausgesprochene  Grundeigen- 
schaft. Die  Form  der  Gleichung  zeigt,  dass  q  den  Punkt  ab 
enthält,   ferner  folgt,   dass  lltfr  alle  Punkte  {x,  y),    fiir  welche 


d.  b.  für  diejenigen,  welche  auf  der  Geraden 


%' 


litgchi »  eia  und  diescdfoe  Gerade  g  erbalfiea  wird. 

Allien  Pttnkten' einer  durch  oft  gehenden  Gevad^  p  entsprliibt 
als  Polare  ffic.  das  Paar  üs  4  eipe  und  dieselbe  Gerade  g  des 
Punktas  ab^  :     .ao^ 

Ist   a— tt.A^O*  die  Gleichtnig  i^oiti  t!^,^^hn  t^  6eit  PiiMt 

-  .  »       •     •  :■        ■•.,♦11 

P(j^9V)'jr'^  =^^»    *<>  '•*  OÄch  dem   Vorigea  '    .i- 

r,  9 

'  •  ■  ■  ■ 

^•A.  9  +  ^^,9=^ 
oder 

oie  Gleichung  der  Polare  von  P,  Hieraus  sieht  man,  dass  am* 
gekehrt  p  die  Polare  aller  Punkte  von  q  ist.  Ferner  HSr  das 
Geradenpaar  (p,  q)  ist  6  die  Polare  aller  Punkte  von  a,  a  die 
Polare  aller  Punkte  von  6.    Denn  a  hat  zur  Gleichung: 

(a+oÄ)  +  l.(a— aÄ)  =  0, 
lAid  fr: 

(a+dS)-l.Ca— «*)  =  0. 

Das  Paar  a,  b  betsst  durcb  p\  q^  das  Paar  p»  q  dnrc&  a,  b 
kamoDisch  gethellt  Die  vier  Geraden  a^k,  p*  f'iwIsseü'Banno* 
Bische  Geraden  dis»Piiiiktesis6i  sdet  pf»  iv  so  6,  p  swf  siigeovdMiL 


£ 
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...  3)  Bk»  Geradeopaar  e»  d.  bat  mit  einen  anderen  «,  6  vier 
Pmkte  gemein,  nXmlicb  ac  oder  A^  ad  oder  B,  be  oder  C,  6<2 
oder  1>;  e«  gibt  stete  ein  drittes  Paar  6»  /,  welcbee  dieselben 
Pankte  enthSit  und  dnrcb  diese  bestimmt  wird. 

Ein  Punittenpaar  C,  D  bat  mit  einem  anderen  J,  B  vier  Ge* 
rede  gemein,  nbniieh  ilC  oder  et,  ijU>  oder  6,  BC  oder  c,  AD 
oder  d\  es  gibt  stets  ein  drittes  Paar  £,  F,  welches  dieselben 
Geraden  a,  b,  c,  d  entb&lt  und  durcb  diese  bestimmt  wird. 

Jede  Linie  «weiten  Grades,  welche  die  Pankte  A,  B,  C,  D 
entbfilt,   kann  durch 

a.ab  +  ß.cd:=^0  (I) 

gestellt  werden;   a,  ß  sind  unbestimmte  CoefBzienten ,  für  be- 
dere  Wertbe  derselben  bezeichnet  diese  Gleichung  das  Paar  e,^ 

Ist  nun  q  die  Polare  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  das  Paar 
a,  b;  r  die  Polare  für  das  Paar  c,  d;  so  stellt  a.q  +  ß.r=:0  die 
Polare  von  P  in  Bezug  auf  irgend  eine  der  Linien  zweiten  Gra- 
des dar,  deren  Gleichung  (I)  ist.    (Nach  1)). 

Die  Form  dieser  letzteren  Gleichung  zeigt,  dass  die  Polaren 
von  P  in  Bezug  auf  alle  Linien  zweiten  Grades,  welche  durch 
vier  gegebene  Punkte  gehen ,  einen  bestimmten  Punkt  (qr)  enthalten. 

Erwägen  wir  ferner,  dass,  wenn  wir  P  mit  dem  Punkte  ab 
snsammenfallen  lassen,  q=zO  in  obiger  Formel  (I)  zu  setzen  Ist, 
so  folgt,  dass  die  Polaren  des  Punktes  ab  fflr  alle  in  (I)  begrif- 
fene Linien  mit  der  Geraden  r  zusammenfalb*n.  Gleiches  gilt  f&r 
die  Punkte  cd  und  ef. 

Bestimmt  man  also  (är  den  Punkt  ab  in  den  Paaren  c,  d  und 
e,  /*  die  Polaren,  so  fallen  diese  in  eine  Gerade  zusammen,  und 
da  sie  die  Punkte  cd  und  ef  enthalten  muss,  so  ist  sie  die  ge- 
meinsame Gerade  dieser  Punkte. 

Bilden  wir  aus  den  Punkten  ab,  cd,  ef  ein  Dreieck,  so  hat 
dieses  die  Eigenschaft,  dass  für  alle  durch  A,  B,  C,  D  gehende 
Linien  zweiten  Grades  jede  Seite  desselben  die  Polare  zur  gegen* 
flberliegenden  Ecke  ist. 

4)    Aus  der  vorigen  Nummer  folgt: 

Wenn  die  harmonischen  Geraden  p,  a,  b,  q  mit  den  p,  a',  b',  q'  die 
Gerade  p  gemein  haben,  so  liegt  der  gemeinsame  Punkt  der  p  entspre- 
chenden Geraden  y,  ^  In  gerader  Linie  mit  aa\  bb'  und  mit  ab',  ba*.  Die 
Punkte  ab,  a'b' ,  qq'  sind  nfimlich  die  Eckpunkte  des  Polardreiecks. 

Haben  vier  harmonische  Geraden  a,  b,  p,  q  mit  einer  Gerar 
den  m  die  Pankte  A,  B,  Pf  Q  gemein,  so  sind  jevier  Gerade^ 
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weiche  A,  B,  C,  D  mit  irgend  einem  Pnnkt  der  Ebene  gemein 
haben,  harmonische.  Denn  nach  dem  eben  an^gesprochenea  Sali 
sind  offenbar  die  Geraden,  welche  irgend  ein  Punkt  von  p^  a,  b,  q 
mit  A^  B,  Pf  Q  gemein  hat,  vier  harmonische,  z.  B.  p,  a^  6',  y'. 
dann  haben  wieder  die  Punkte  von  a',  b'  oder  g'  diese  Eigen- 
schaft, also  überhaupt  jeder  Punkt  der  Ebene.  Uie  Polaren  von 
P  in  Beaug  auf  alle  Geradenpaare,  welche  die  Punkte  J,  B  enU 
halten,  entbalton  einen  festen  Punkt  Q  von.AB;  ebenso  entbaken 
die  Polaren  von  Q  in  Bezug  auf  diese  Geradenpaare  den  Punkt 
P.  Dass  Aeholicbes  für  die  Punkte  A,  B  in  Bezug  auf  das 
Punktenpaar  P,  Q  gilt,  leuchtet  ein. 

Die  vier  Punkte  A,  B,  P,  Q  nennen  wir  vier  harmonische 
der  Geraden  AB,  das  Paar  A,  B  dnrch  P,  Q,  oder  P,  Q  durch 
A,  B  harmonisch  getheilt. 

Hiernach  können  wir  aufstellen: 

Vier  harmonische  Geraden  haben  mit  jeder  Geraden  vier 
.  harmonische  Punkte,  vier  harmonische  Punkte  mit  jedem 
Punkt  vier  harmonische  Geraden  gemein.  * 


Reziproke  Constructionen. 

Sind  drei  Geraden  a,  b,  p  eines  Punktes  gegeben,  nnd'man 
soll  die  vierte,  etwa  zu  p  zugeordnete  harmonische  (g)  finden,  so 
nehme  man  in  einem  willkührlichen  Punkt  von  p  ein  Paar  c,  d 
an.  Dieses  bestinynt  mit  a,  6  ein  Paar  e,  f;  der  Punkt  ef  liegt 
auf  q- 

Sind  drei  Punkte  A,  B,  P  einer  Geraden  gegeben ,  und  man 
soll  den  vierten,  etwa  zu  P  zugeordneten  harmonischen  Q  finden, 
so  nehme  man  auf  einer  willkf*hrlichen  Geraden  von  P  ein  Paar 
Cf  D  an.  Dieses  bestimmt  mit  A,  B  ein  Paar  £,  F;  die  Gerade 
EF  geht  durch  P. 

Um  die  Polare  g  (TatV.  Fig.I.)  eines  Punktes  P  in  Bezug 
auf  eine  Linie  zweiten  Grades  K  zu  finden,  lege  man  durch  P 
irgend  ein  Paar  a,  6,  welches  mit  K  die  vier  Punkte  A,  jff,  C,  D 
gemein  hat  Dadurch  sind  noch  zwei  Paare  {AD,  CB),  (AC,  BD) 
gegeben,  welche  diese  Punkte  enthalten.  Wenn  Q*,  JB'  die 
Punkte  sind,  denen  diese  Paare  angeboren,  so  ist  Q^W  die  Po- 
lare zu  P.  Diese  Gerade  Q'R'  oder  q  bestimmt  mit  a,  6  zwei 
Punkte  Q,  R,  die,  wie  man  sieht,  beziehlich  mit  P  die  Paare  Ap 
B  und  C,  D  harmonisch  theilen.  Weil  nun  a,  b  beliebig  waren» 
so  folgt,  dass  q  eine  jede  Gerade  von  P,  welche  mit  K  zwei 

Theil  XXVin.  18 
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Ptskt»  Mi  S  gemtHn  hat,  n  üinn  PhiU»  Wll^  w^ddM^  in 
Piita  ^Jr>  iV)  sa  #>  dvr  mgefürdo«!  liarnilMiisehte  ktk. 

Das  Reziproke  des  am  Eingänge  dieser  l^onimer  «olgaBielHen 
SMzee  leadhtet  nach  dem  Gesagten  von  selbst  <Aii: 

Wenn  die  hamoBliachMi  Ponkte  >^>  il »  A>  Q  den  Polikt  P 
g#ttein  haben,  IM>  jf^bt  die  geineinsaiire  Gerade  derve  4P  ii^ge^ 
MPdMMi  Punkte  0,  Q'  difreh  einen  Pnnkt  Mit  jtfi«'^  flA*  und 
ttlt  AB^s  BA'. 

5)  a.aii  +  /}.6r=0  stellt  eine  Linie  «weiten  Järaies  dar  (i^ 
welche  die  Punkte  ab  oder  ifif»  ci2  oder'  J^,  äc  oder  ^,  i&d  oder 
««Mhilt    (TaT.  V.Fig.2.) 

Jeder  ^nnkt  Xt  y  der  Linie  R  erfiSflt  die  Bedingung 

bxf  y»Cjf,  y  ff 

«M  lusgekefart,   jeder  Pnnkt^   welcher  diese  Bedingung  erflillt, 
liegt  auf  JE. 

Wir  wollen   g-  so  bestimmt  deoken,  dass  der  Pnnkt  P(r,  9) 

anf  K  liegt,   d.  h.  durch  die  fünf  Punkte  M,  N,  A,  B,  P  eine 
Linie  sweiten  Grades  legen.    Wir  müssen  setzen: 

wodurch  die  Gleichung  fflr  K  wird : 

Üinn  ist  tÜt  die  Polaren   von  P  in  l&ezug  attt  die  Paalre  ü,  t 
nnd  c,  d: 


Alno  iMch  Ar  deii  Punkt  Q,  (ir,  9),  den  Üese  beiden   Polaren 


<4.4.  a  Mast  mttf  dn  Uni«  K. 
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HiirlnBi  ergibt  iicb  als  beionderer  Fall:  Wenn  P  vei  Afi 
liegt,  80  liegt  Q  aach  auf  AB\  K  wird  das  Geradenpaar  JHif, 
AB,  und  da  M,  N  willkührlich  in  der  Ebene  geoomDien  werden 
kennen,  so  leacbtet  ein,  dass,  wenn  von  irgend  vier  harmoniacben 
Geraden  p,  a,  b,  q  die  Geraden  p,  a,  b  die  Punkte  ,P,  A^  B  ent* 
kalten,  dann  aucb  die  vierte  q  den  Punkt  Q  entbalten  fnuaa. 

Wenn  P  in  keiner  der  Geraden  a,  b,  c,  d,  MN,  ilB  Hegt 

also  die  VerhUtnisse* 

•  •  • 

weder  0  nocb  i  sind,  nocb  K  ein  Geradenpaar  ist,  so  findet  sich 
Q  ebenfalls  In  keiner  dieser  Geraden. 

Fflr  einen  Kegelschnitt  folgt  also: 

In  Beatug  Suf  awel  Punkte  des  Kegelschnitts  entspricht  jedem 
Punkte  desselben  ein  vierter  Punkt,  welcher  auch  auf  dem  Kegel'' 
schnitt  Hegt,  so,  dass  die  Geraden,  welche  diese  vier  Punkte  mit 
irgend  einem  Punkte  JU  des  Kegelschnitts  gemein  haben»  vier 
harmonische  mit  bestimmter  Zuordnung  bilden. 

Ist  2.  B.  in  den  vier  harmonischen  Geraden  a,  b,  c,  d  die 
Zuordnung  a  zu  b,  c  zu  d  gewählt,  so  sind  die  vier  Geraden, 
welche  W  mit  A,  1?,  C,  D  gemein  hat,  vier  harmonische  mit  der 
Zuordnung  a'  su  6',  cf  zu  d'.    <Taf.  V.  Fig.  3.) 

Die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  nennt  man  vier  harmonische 
Punkte  des  Kegelschnitts;  ausser  den  Punkten  des  Kegelschnitts 
gibt  es  keinen  Punkt,  welcher  mit  A,  B,  C,  D  vier  harmonische 
Geraden  mit  der  gegebenen  Zuordnung  A  zu  B  gemein  h&tte; 
dtnii  wenn  auf  der  Geraden  a  irgend  ein  Punkt  N  etwa  diese 
Eigenschaft  haben  soll,  so  mdssen  nach  der  vorigen  Nummer  die 
Punkte  A9  Bf  C,  D  in  einer  Geraden  liegen. 


6)  Wenn  A,  B,  C,  D  (Taf.  V.  Fig.«.)  vier  Punkte  sind«  von 
denen  kekie  drei  in  einer  Geraden  liegen»  so  gibt  es  auf  jeder 
Osraden  eines  dieser  Punkte  (etwa  auf  der  Geraden  a  des  Punk« 
len  i/i)  einen^  aber  aueh  nur  einen,  Punkt  M  «e«  dass  die  Geradea 
*^  6»  «c»  d,  welche  eit  mit  den  gegebenen  Punkten  gemein  ha^ 
vier  harAioiiieche  mit  bestimmter  Zuordnung  bilden  {azub,  ezud). 

SM/m  bestinuiien  wir  au  dem  Punkte^'»  welchen  die  willkOhr- 
Kbh  iM  Punkte  A  angteemtnene  Getiade  eDaiit  CD  gemein  JM» 
kn  Phv  iC;  £  den  zuge(tirdiftt  haiMmistben  Punkt  JB';  dann  isl 


2i38  Kipper:    Grtmdtüft  einer  Theorie  äer  l^iarem 

BBf  die  Gtemde  b,  tiind  der  gemeiosftine  Punkt  tod  a  «ad  h^  nSm« 
Kdit  übt  Ist  der  gesacbte  M. 

Wepp  es  noch  einen  Punkt  auf  a  geben  sollte  von  der  ver-, 
langten  Eigeoschaß»  so  nifissten  die  Punkte  A^  B,  C,  D  nach  4) 
in  einer  Geraden  liegen. 

Auf  diese  Weise  findet  man  die  Punkte  M  eines  Kegelschnitts» 
Welcher  unter  allen  durch  A^  B,  C,  D  mSglichen  Kegelschnitten 
dadurch» charakterisirt  ist,  dass  ßfr  ihn  il,  iS,  C,  />  vier  harmo- 
nische Punkte  mij  der  Zuordnung  A  zu  B  »ind.  Steiner  nennt 
diesen  Kegelschnitt  den  uro  das  Viereck  ABCD  beschriebenen 
harmonischen  Kegelschnitt. 

Wird  keine  Zuordnung  festgesetzt,  so  gibt  es  deren  natflriich 
drei,  je  nachdem  die  Zuordnung  Azn  B,  Aza  C  oder  Azvl  D ist 

Wenn  wir  in  der  vorigen  Construction  B  mit  ü,  dem  gemein- 
samen Punkt  von  CD  und  AB»  zusammenfallen  lassen,  so  wird 
umgekehrt  A'  der  zu  B  in  Paare  C,  D  zugeordnet  harmonische 
Punkt,  fflr  die  Gerade  AA*  oder  a  ftllt  sodann  M  mit  A  av- 
sammen.  Es  gibt  also  auf  dieser  Geraden  ausser  A  keinen  Punkt 
des  Kegelschnitts,  sie  berührt  ihn  also. 

Die  vier  Tangenten  in  A,  B^  C,  D,  die  hiernach  leicht  erhaU 
ten  werden,  wollen  wir  o,  6,  c,  d  nennen.  Von  einem  um  das 
Viereck  ABCD  beschriebenen  harmonischen  Kegelschnitt  sind 
mithin  noch  die  vier  Tangenten  a,  6,  c,  d  gegeben. 

7}  Sind  A,  B,  Cf  D  vier  harmonische  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts, und  in  denselben  a,  6,  c,  i{  die  Tangenten,  so  sind  o, 
AB,  AC,  AD;  b,  BA,  BC,  BD;  u.  s.w.  je  vier  harmonische 
Geraden  (Taf.  V.  Fig.  5.).  Die  Genannten  haben  die  Gerade 
AB  entsprechend  gemein,  daher  müssen  nach  4)  die  Punkte  enb 
oder  P,  C,  D,  in  einer  Geraden  liegen;  dasselbe  gilt  flir  cd  oder 
Q.  A,  B. 

Wenn  demnach  A,  B  zwei  Punkte  eines  Kegelschnitts  sind, 
a,  b  seien  Tangenten  für  diese  Punkte,  so  wird  jede  durch  den 
Punkt  ab  oder  P  gehende  Gerade  den  Kegelschnitt  in.  zwei 
Punkten  C,  D  treffen,  die  mit  A,  B  vier  harmonische  bilden; 
denn  bestimmen  wir  zu  C  den  im  Paare  A,  B  ihm  zugeordnet 
harmonischen  Z>,  so  enthält  die  Gerade  CD  den  Punkt  P. 

Ziehen  wir  von  einem  Punkte  P  an  einen  Kegelschnitt  zwei 
Tangenten  a,  6,  und  eine  den  Kegelschnitt  schneidende  Gerade 
p,  so  sind  auf  dieser  die  Punkte  P,  C,  />,  Q':  httmooiaoh  mit 
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der  ZaordBUDg  P  su  Q'.  DeDii  BA,  BC,  BD,  BP  sind  vier 
harnionieche  Geraden.  Verg^teicben  war  dies  Resultat  mit  der  In 
4)  aogegebenen  Coostroction  der  Polare,  so  finden  wir,  dass  AB 
oder  q  die  Polare  von  P  Ist. 

Der  Pol  einer  Geraden  AB  ist  der  gemeinsame  Punkt  der 
Tangenten  a,  6.  Die  Pole  aller  Geraden,  welche  den  Punkt  A 
enthalten,  liegen  somit  in  a,  folglich  ist  a  die  Polare  von  A. 

Die  Tangente  ist  Polare  des  BerOhrungspunktes;  wenn  r,  9 
die  Coordinaten  dieses  letsteren  sind,  so  ist  mithin  die  Gleichung 
der  Tangente:  /(r,  t^,  x,  y)=0.  • 

8)  Sind  die  Punkte  A,  B»  C,  D  harmonische  Punkte  eines 
.Kegelschnitts,  a,  6,  c,  d  die  Tangenten,  so  sind  diese  harmonische 
Geraden,  d.  h.  wie  jeder  Punkt  M  von  K  vier  harmonisclie  Gona- 
den mit  A,  B,  C,  D  gemein  hat,  so  hat  jede  Tangente  m  vier 
harmonische  Punkte  mit  a,  6,  c,  d  gemein. 

Denn  die  Punkte  Uta,  »16,  mc,  tnd  sind  die  Pole  von  MA, 
MB,  MC,  MD,  diese  letzteren  bilden  vier  harmonische  Geraden 
des  Punktes  M,  folglich  mflssen  jene  vier  harmonische  Punkte 
der  Geraden  m  sein.  (Nach  der  in  4)  nachgewiesenen  Reziprozität 
der  Construction  harmonischer  Punkte  und  harmonischer  Geraden.) 

Es  leuchtet  ferner  ein,  da  nur  die  Punkte  M  des  Kegelschnitts 
die  Eigenschaft  haben,  mit  A,  B,  C,  D  verbunden,  harmonische 
Geraden  zu  geben,  dass  auch  nur  der  Geraden  m  des  Kegel- 
schnitts die . Eigenschaft  zukommt,  mit  a,  b,  c,d  harmonische 
Punkte  gemein  zu  haben. 

Wenn  a,  b,  c,  d  vier  Geraden  sind,  von  denen  keine  drei 
durch  einen  Punkt  gehen,  so  kann  man  für  jeden  Punkt  irgend 
einer  derselben  eine,  aber  auch  nur  eine  Gerade  m  bestimmen, 
so  dass  die  Punkte  mo,  tnb,  mc,  md  vier  harmonische  Punkte 
mit  gegebener  Zuordnung  sind  (Taf.  V.  Fig.  6.). 

Dann  nehmen  wir  A'  auf  o  beliebig,  verbinden  A'  mit  cd, 
und  bestimmen  zu  dieser  Geraden  a'  im  Paare  c,  d  die  zugeord- 
net harmonische  b'.  Die  Verbindungslinie  von  A'  mit  dem  Punkt 
bb'  ist  die  gesuchte  Gerade  m. 

Wird  die  eben  construirte  Crerade  b'  durch  den  Punkt  ab  ge- 
legt, d.  h.  ist  sie  die  Verbindungslinie  p  von  ab  und  cd;  so  ftllt 
m  mit  a  zusammen.  Also  ist  unter  den  Punkten  von  a,  f3r  welche 
es  nur  eine  Gerade  m  gibt,  einer  il,  ßfr  den  a  selber  diese 
Gerade  ist. 


tfO  f§pp$r:  ermUMpe  einer  Themrie  äer  FoUaren. 

D«r  Punkt  A  ist  der  vierte  harmonisolie  za  aA»  oe»  mI,  vmA 
i(wftr  za  06  zogeordoet;  wir  haben  ihn  erhalten,  indem  wir  wMp 
die  zugeordnet  harmonische  Gerade  r  im  P&are  c»  d  constmlrteii, 
als  Durchschnittspankt  von  r  und  a.  Es  sei  q  ebenso  Im  Paare 
Op  b  %ix  p  zugeordnet  harmonisch,  so  haben  wir  vier  Punkte  A^ 
B9  C»  A  nämlich  ra,  r6,  fc,  qd^  fQr  welche  die  Geraden  tu  be- 
aehlich  mit  a,  6»  c,  d  zusammenfallen. 

Ziehen  wir  AB^  AC,  AD,  so  zeigt  die  Figur,  dass  a  die  zu- 
geordnet  harmonische  Gerade  zu  AB  im  Paare  AC,  AD  ist 
Aehnliches  fär  B,  C,  B. 

Legen  wir  also  durch  A,  B,  C,  D  einen  Kegelschnitt  so, 
"dass  A,  B,  C,  D  harmonische  Punkte  mit  der  Zoordoung  A%m  B 
werden,  so  berührt  dieser  die  Geraden  a,  h,  c,  d  und  wird  von 
der  gesuchten  Geraden  m  umhfillt. 

9)  Die  Polarfigur  eines  Kegelschnitts  K  in  Bezug  auf  einen 
andern  Kegelschnitt  ist  wieder  ein  Kegelschnitt  B. 

A»  B,  Cf  D  seien  vier  harmonische  Punkte  von  iC,  a  zu  A 
zugeordnet,  a,  6,  c,  ^  seien  die  Polaren  dieser  Punkte;  jeder 
Punkt  M  von  K  hat  die  Eigenschaft,  dass  JUA,  MB,  MC,  MD 
vier  harmonische  Geraden  sind.  Ist  also  m  die  Polare  von  M, 
so  müssen  nach  Früherem  die  Punkte  nta,  ntb,  mc,  m^  harmonische 
Punkte  sein,  demnach  ein  Kegelschnitt  Jt  von  w  umb<Ult  werden. 

Berührt  ferner  %  die  Geraden  a,  (,  c,  D  in  den  Punkten  J, 
S,  (,  D,  und  sind  a,  A,  c,  d  die  Tangenten  von  K  in  den  Punkten 
A,  B,  Cy  D,  so  ist  nach  dem  vorigen  Satze  ü  der  vierte  harmo- 
nische Punkt  zn  ah,  ac,  ad;  a  die  vierte  harmonische  Gerade  zu 
AB,AC,AD,  folglich,  weil  ai,  ac,  ab  die  Pole  von  AB,  AQAD 
sind,  ist  Ü  der  Pol  zu  a,  ebenso  S  der  Pol  zu  6,  (  zu  c,  D  zu  iL 

Um  dies  kurz  auszudrücken,  denken  wir  JXf  und  zu  gleicher  Zeit 
m  (nfimlich  die  Tans^ente  in  M)  den  Kegelschnitt  K  beschreiben ; 
m  (die  Polare  zu  M)  und  DT  (der  Pol  von  m)  beschreiben  dann 
zugleich  des  Kegelschnitt  K,  so  des»  m  stet^f  Tangente  von  H 
und  91  ihr  Berührungspunkt  ist. 
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iDtogration   einiger  Differential  -  GrleiclfOD^eQ    swqiter 

Ordnung« 

Von 
Herrn  Professor  Dr.  /.  Ph.  ff^olfers 

xo    Berlin, 


Es  ist  bekannt,  dass  die  Aoffindung  der  Integvele  im  allger 
meinen,  in  höherm  Maasse  die  Integration  der  Differential- Glei- 
chungen, besondern  Schwierigkeiten  unterworfen  ist  und  ^^her  an 
Milngeln  leidet,  welche  wohl  nie  ganz  beseitigt  werden  dfirften. 
An  ähnlichen  Sdiwierigkeiten  leiden  alle  indirecten  Operationen 
der  Analysis  und  erstere  werden  nur  dadurch  leichter  überwunden, 
dass  man  bei  den  einfachem  Operationen  eher  im  Stande  ist, 
durch  Anwendung  der  entgegengesetzten  directen  Operationen  die 
Richtigkeit  des  auf  Irgend  eine  Weise  ermittelten  Resultates  der 
indirecten  Operation  darzuthun.  In  Euler's  Integral -Rech- 
nung werden  nun  verschiedene  Methoden  angegeben  und  aos- 
einandergesetzt,  nach  denen  man  im  Stande  ist,  die  Integn^e 
gegebener  Differential -Gleichungen  aufzusuchen.  Es  fehlt  dabei 
nicht  an  Beispielen,  welche  die  Anwendung  dieser  HUlfsmittel  er« 
Untern.  Ist  dies  nun  sicher  fdr  die  Tollständige  Einsicht  in  die 
Zweckmässigkeit  der  dargestellten  Methoden  höchst  angemessen, 
so  dürfte  dieser  Zweck  noch  mehr  erreicht  werden  ^  w^nn  man 
den  von  Eni  er  selbst  an  den  betreffenden  Stellen  aufgef&hrten 
Beispielen  noch  anderweitige  hinzuRigte.  Hierzu  bietet  dasselbe 
Werk  Gelegenheit,  indem  der  Verfasser  an  andern  Stellen  die  In- 
tegrale von  einzelnen  Differential -Gleichungen  zweiter  Ordnung 
anführt,  ohne  die  Art  ihrer  Herleitung  mitzutheilen. 
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6.  I. 

■ 

Der  erste  Fall  dieser  Art  kommt  im  sweiten  Theile,  pag.  285. 
vor,  wo  ffir  die  Differential -Gleichung 

x\a  -  bx)ddy — 2x(2a  —  bx)dxdy  +  2(3a — bx)yda:^ = 6aMar« 

als  Integral  die  Gleichung 

(A  +  Bx^t"^ 

anfgeflihrt  wird ;  ^  und  B  sind  hier  die  beliebigen  Constanten. 

Dass  dieses  Integral  jener  Differential  -  Gleichung  Genüge 
leiste  9  wird  man  durch  angestellte  Differentiation  leicht  einsehen 
können ;  wir  wollen  nun  aber  mittelst  der  vorangehenden  Methoden 
zeigen,  wie  man  dieses  Integral  möglichst  direct  herleiten  könne. 
Zu  diesem  Ende  fiihren  wir  die  Aufgabe  108.  pag.  99.  an,  wonach 
man  für  die  Gleichung- 

(1)  ddy  +  Pdydx  +  Qydx^=Xdx* 

den  Multiplicator  V  als  eine  Function  von  x  finden  soll ,  welcher 
diese  Gleichung  integrabel  mache»  P,  Q  und  X  werden  hierbei 
als  irgend  welche  Functionen  von  x  gedacht. 

Nach  der  dort  gegebenen  Auflösung  soll 

(2)  Vddy  +  V Pdydx  +  FQyAr»  =  VXdx"^ 

integrabel  sein,  und  indem  man  fiir  das  Integral  des  ersten  Thei- 
les  den  Ausdruck 

Vdy  +  Sydx 
annimmt,  erhält  man 

(3)  r  Pdydx  +  VQydx^-=zdyd  ri-Sdydx  +  ydSdx, 
und  weil  noth wendig  5  eine  Function  von  x  ist, 

rPdx=dV+Sdx    und     VQdx-dS 

oder 

dV 

Wir  erhalten  daher  zur  Bestimmung  von  F  die  Differential- 
Crleichung 


rQdx=VdP^Pdr-^ 
oder 
(4)  ddV'-PdVds^Vda!(Qdx'-dP)z=zQ. 

Diese  Gleichuog,  welche  sar  Bestimmung  von  V  dienen  soll^ 
ist  zwar  wieder  eine  Differential  -  Gleichung  zweiter  Ordnung,  in- 
dessen hat  man  sie  fflr  einfacher  als  die  ursprünglich  gegebene 
zu  halten,  weil  X  nicht  darin  enthalten  bt.  Kann  man  daher 
diese  Gleichung  auflosen,  oder  ist  wenigstens  ein  besonderes  In- 
tegral derselben  bekannt,  damit  man  F  erhalte;  so  wird  nach 
der  oben  angenommenen  Form  des  Differentiales  erster  Ordnung 
und  dem  für  5  erhaltenen  Werthe: 

(ö)  Vdy  +  y(  VPdx--  d  r)=dxf  VPdx. 

Da  offenbar 

Vdy-ydV 

integrabel  wird,  wenn  man  durch    F*  dividirt,  so  kann  man  statt 
(5)  schreiben: 

dJ^-S-^yPdx^^f  VPdx, 
und  indem  wir  den  ersten  Theil  durch  6  multipliciren,  setzen  wir 

cd.^'{^^Pdx^d*^=zcd.^'{-^d(S\ 

alsdann  wird 

^=Pdx     und     cr^tf'^. 

Demnach  wird  der  erste  Theil  von  (5)  integrabel,  wenn  wir 
ihn  durch 

£^ 
F« 

multipliciren;' es  ergibt  sich  demnach 


oder 


yC 


S^äX^J^JPä^jyj^^^ 


(6)  y=  Ve-f'^f^ef"'/  VXdx. 
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Wir  kOonen   dvb  die  VK  iotQ^iiceDde  Qiferential-GleichiiBg 
«weiter  Ordonng  so 


und  vergl^iqiien  vir  diese  mit  (1),  so  habes  wir: 

_^2(8a-,to) 

UDd  hieraiM  sogleich 
also 

/•ftfa_(g— M* 
'        ^—54 — 

Wir  iiaben  suoftcbst  das  Integral 

/Vdx 

SU  bestimmen»  und  wir  sehen  daher  sogleich»  dass  diese  Integra« 
tion  sich  einfach  wird  durchf&hreo  lassen»  wenn  wir  filr  F  die 
Form 


F  = 


aH^ 


annehmen»  wo  v  und  n  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Um 
deren  Werthe  zu  bestimmen»  benutzen  wir  die  Gleichung  (4)»  in- 
dem wir  darin 

dx  ""  j;*f  *  al^ 

ddV  _     it(n  +  T)(a— te)*     ^vb(chxy-^     y(v-l)ft«(a-6a?)^-« 

dx  •l*  •  JJ*  I  *  JB* 


and 

«o  wie  ausserdem  die  Werth^  roa  P  nod  Q  snhstihiiren.    Wir 
erhalten  alsdann  nach  einiger  Reduction  die  Gleichnng 

^""^5""* '  («-l)(ii-2)+(ii-2)(n^v)a6j:+[ii(ii-.I)+ v(l+i/-2«)) ) 

=  0, 

woraus  sich  folgende  dtei  Gleichnngen  ergeben : 

I.    (ii-I)(ii-.2)=0. 

a  («-2)(ii-w)=o, 

UI.    n(n— l)  +  v(l  +  v— 2n)=a 

Ans  I.  folgt  entweder  n=:l  oder  n=S, 

filr  n=l  aus  II.    v=n=:I» 

„    in.    v=0  oder  v=l,  > 

von  denen  nur  der  letztere  Werth  gelten  kann,  weil  der  erste  der 
Gleichung  IL  nicht  entsprechen  wflrde. 

Für  n=2  ist  die  Gleichung  II.  von  selbst  erfüllt»  und  wir  er- 
halten aus  III. 

v  =  l     oder    vsez2, 

welche  beide  Werthe  gelten  kOnnen.    Wir  haben  demnach  Rir  n 
und  V  die  zusammengehurigen  Werthe 

ftzcl  und  v=l>    n=2  und  v??!,    n=2  und  v=2; 

sowie 

Fiir  den  ersten  Werth  von   V  erhalten  wir  nun: 

e'         ^/FXth;=/[. j^+  -jp]=  _j_^  +  B 

und  nach  (6) 
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<L  h.f  indem  wir  statt  der  beliebigen  Conetanten  C  setzen : 

Für  den  zweiten  Werth  von   V  erhalten  wir: 

oder,  indem  wir 

C=J—b* 

setzen, 

Für  den  dritten  Werth  von   V  wird : 

Nacli  der  allgemeinen  Integral  •'Formel 

/Ar ;^1 _6(m+»— 2)/*     dx 
ar"(a+6«)""'(m— l)«a;"'->(a-|-6«)"-»       «(m— 1)  J x*{a—bx)* 

wird  nun 

~^*y  «»(a— 6*)«  =  a»(a-bx)~^y  ««(o-M"  ' 
wonach  da&  sweite  Glied  fortfSllt,  femer 


<  ■ 

f 


P     dx  C 

daher  nach  (6) 

» =*'  [^5(^-6^+  b{a-bx)  +^J  ' 
d*  h.  iodem  wir 

setzen, 

^  a  —  bx 

oder  endlich,  indem  wir 

A^Ba=A'    und    --Bb-B' 
setzen: 

il*  nnd  B'  ^  wie  vorher  ^  and  B^  sind  die  beliebigen  zwei  Coo« 
«tanten,  welche  der  zweimaligen  Integration  entsprechen. 

§•2. 

Eine   zweite  Differential  -  Gleichung    zweiter  Ordnung  findet 
sidh  In  demselben  Werke»  pag.  293,  nämlich 


*^y+^'=o. 


'    '     •1 


alflf  deren  Integral  i|n  demselben  Orte 

ff=Axi  sin  I  "s"  loga?  +  a  1 

«nfgefiUhrt  wird. 

Um  dieses  herzuleiten,  gehen  wir  auf  die  Aufgabe  99.  pag.  80. 
zurQck,  wonach  man  eine  Differential-Gleichung  zweiter  Ordnung 
auf  eine  erster  Ordnung  zurückfuhren  soll,  wenn  die  erstere  erst 
dann  homogen  wird,  indem  man  der  einen  Veränderlichen  y  n  1M^ 
mensionen  beilegt.' 

Die  dortige  Auflösung  ist  nun  folgende.    Setzt  man 

(1)  dyzzzpdx    und    dp^izqda:^ 

so  erhält  man  statt   der   vorausgesetzten  Differential -Gleichung« 
nach  Substitution  dieser  Werthe»  eine  Gleichung  zwiiehtB  den 


wlar  endlichen  GrQMen  st,  y,  p  nod  y.  Wir  wollen  nnn  sehen« 
wie  dIeMibe  in  RtcbMit  wai  die  HemogenelUtt  beacbafen  nein 
wird.  Da,  wenn  wir  fttr  x  Eine  Dimension  annehmen»  y  deren  m 
haben  wird,  so  hat 

P=^    *— J  öo^  ^~^     «—2  Dimensionen. 

Setzen  wir  demnach 

(2)  y=r««if,    pzzjt^-^t  und  ^= «•-•©; 

so  erhalten  wir  nach  (1) 

xdu+nudx=^tda    und    xdi  +  (n'^\)tda:=ivdx, 

mithin 

da         du  di 


X       i—nu      V — (fi— 1)1  * 
oder 

Nimmt  man  aber  die  obigen  Sabstitotionen  in  der  Gleichung 
swiscben  x,  y,  p  und  q  vor,  so  flillt  nach  der  Voraussetzung  die 
Veränderliche  x  ganz  fort  und  tnan  erhält  eine  Gleichung  zwischen 
Aaa  drei  Grltosen  Uf  i  und  v  ailein,  mittelst  welcher  man  v  durch 
u  und  i  bestimmen  kann.  Substituirt  man  diesen  Werth  von  v 
In  (3)»  so  erhält  man  eine  Differential -Gleichung  erster  Ordnung 
swiscben  den  zwei  Veränderlichen  u  und  t  Mittelst  dieser  Glei- 
chung wird  also  i  durch  u  liestidrait  werden  können,  und  indem 
man  diesen  Werth  von  i  In 

dx         du 


X       i— Ute 
substitnirt,  kann  man  nun  x  durch  u  bestimmen,  und  weil  nach  (9) 

\a/^  erhält  man  eine  Integral -Gleichung  zwisclien  x  und  y,  und 
zwar  wegen  der  zweifachen  Integration  eine  ToUständige. 

Wenden  iHt  diese  Regeln   auf  die  vorttegemie  Differential- 
Gleichung  zweiter  Ordnung  an,  welche  wir  so  schreiben  können: 

L    a^ddy-\-yda^=2% 

m  eMüim  wir  umk  <1) 


Da  offenbar  die  GleichoDg  L  am  eiBfaehateb  hbttibgell  wM» 
wenn  man  y  die  Dimension  0  beilegt»  ao  wird  oaeb  (2)  flir  nsKI 


y=ti,    p=-,    ,=^ 


and  nach  II. 


,=-i> 


ttitbhi 

Vermittelet  dieser  Werthe  frtM  nadl  <3) 

ni.    d»(-y  +  0=<*, 
und  weil  diese  Gleichung  homogen  Ist»  indem  wir 

fcsyxy    aÜo    dtfesyfc  -fuijf 
setien,  statt  III. 

IV     ^ ^ 


Ans 


folgt  ferner 


oder  nach  IV. 


dy=zpdx 


X       px       t        yt* 


..      da?               zdi 
V.     — ss-*i r^" 

OP  I  — x  +  ** 


Setsen  wir  nnn 


so  erhilt  man  leicht 
also 
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wo  6  die  eine  beliebige  Cooetante  der  Integration  ist.    Ganz  ahn« 
lieh  folgt  aas  Y-  . 

dx  dt  dt 


mitbin 


V.11.     -=^(?±{)^ 


wo  V  eine  beliebige  zweite  Constante  bezeichnet    Wir  erhalten 
aber  aus  VIII. 

und  wenn  wir  diesen  Wertb  In  VIL  substitniren: 

IX  h^f-gr^'S(V,-J-:^-f) 

^  X^ 

Ans  VI.  folgt  aber 

/=- 1  +  1^^:1:3  und  ^=-i-4\rr5, 

also,  wenn  wir  diese  Werthe  In  IX.  substitniren  und  dabei 

•7 =  J?    und    6'«-/ = y 

setzen: 

Ferner  setzen  wir 

4  v:=5= 4V3.  v:=l = »\rn , 

alsdann  wird 

«li^^=««^^^  =  e«'»*»V^=cos(a)logar)  +  sin(a)logar).V^ 
a:""lV"-«  =cos(oiloga;)  —  sin(ologj?).  V^— 1; 

mithin  statt  X. 

XI.    y=Äri[(y-I)cos(a)loga:)  +  (y  +  l)sin(«Ioga:)V'=n]. 
Endlich  setzen  wir  « 

£(y— l)=iJaiDtt 
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und 

und  erhalten  so  aus  XI. 

XII.    y=Ax^Bml-^  logar  +«)> 
wo  A  und  er  die  zwei  beliebigen  Constanten  sind. 

9.  3. 
£ine  dritte  Gleichung  findet  sich  pag.  t203.,  nämlich 

und  zwar  wird  als  deren  Integral 

aufgeftihrt. 

Um  dieses  herzuleiten»  gehen  wir  auf  die  Aufgabe  110. 
pag.  113.  zurOck,  nach  welcher  das  vollständige  Integral  der  Dif- 
ferential-Gleichung zweiter  Ordnung 

(1) 

ddy  .dydK,,^,    dL       dlß    ,  dEdL  ,  ICL^dx^     . 

gefunden  werden  soll. 

Diese  Gleichung  wird  nämlich  nach  der  Anmerkung,  pag.  108. 
integrabel  gemacht»  wenn  man  sie  durch 

K^rdy       ydLj\ 
L  V.da:^  "ILdx A 

multiplicirt,  und  zwar  ist  alsdann  ihr  erstes  vollständiges  Integral» 
wie  a.  a.  O.  gezeigt  wird : 

Diese  Differential -Gleichung  erster  Ordnung  muss  man  noch 
integriren»  und  da  diess  wegen  der  unbestimmten  Constanten  höchst 
schwierig  ist,  vernachlässigt  man  diese  zunächst»  um  zuvörderst 
ein  besonderes  Integral  zu  suchen.  Wir  erhaltei«  dann  aus  der 
Gleichung 

ThtU  XXVHL  19 
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indein  man  die  Wurzel  ansziebt: 


oder 


nod  hieraus 


Da  DUD  die  zwei  Werthe 

der  Gleichung  (1)  Genüge  leisten,  so  wird  es  ancb  die  Verbindung 
beider  Wertbe.  Hierdurch  werden  die  zwei  beliebigen  Constanten 
o  und  ß  eingeführt,  und  wir  erhalten  das  yollstftndige  Integral: 


vorausgesetzt  dass  V  —  C  reell  sei;  hingegen 

(6)  .V=Äs!"(/Tr^<^+0' 

wenn  V— 1?  imaginär  ist.    In  (5)  sind  o  und  ß,  in  (G)  hingegen 
y  und  i  die  erforderlichen  zwei  beliebigen  Constanten* 

Vergleichen  wir  nun  mit  der  Gleichung  (1)  die  vorliegende 

so  ist  ofenbar 

•^=s ,     also    K=safl; 
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d£=0,  L=\,  C-P,  mithio  V^rc=±/V^  und  VC=±/; 

nnd  so  nach  (6): 


II.     y=yB\^(^^i), 


oder  in  Uebereinstimmang  mU  der  im  Werk^  anfgeffifarten  Formel: 

in.    y=i<8in(«±^. 

Beide  Werthe  leisten   Genüge,  und  A  nnd  a  sind,  wie  vor- 
her y  nnd  {;,  die  erforderlichen  zwei  beliebigen  Constanten. 


§.4. 
Eine  vierte  Gleichung  finden  wir  pag.296.,  B&mlicb 

als  deren  Integral 

S  X 

y = Axef + Bxe"^ 

aufgeführt  ist. 

Wir  nehmen,  indem  wir  die  vorausgesetzte  Differential -Glei- 
chung durch  x'^dx  dividiren,  also  die  Gleichnng 

erhalten,  zu  der  Gleichung  (1)  des  vorigen  Paragraphen  unsere 
Zuflucht.  Es  wird  offenbar,  indem  wir  beide  Gleichungen  mit  ein- 
ander vergleichen,  zunächst 

dK        2dx       ,        p      1  . 
-g-= ~.    also     Ä  =  ^. 

ferner  k5nnen  wir  ans 

19* 
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dL        dL*       dKdL  .  ICLHx      Adx     2dx 
*'Ldx~^I^dx'^  KLdx"^      K*      "  «»       7*" 

auf 

2CL*  _      2 
K*    ~~  f* 

oder 

L=K-  -^    and     V^=^=:  \, 

scbliensen.    Dieser  Werth  voo  L  leistet  volistlodig  Genüge,  indem 

dL        dL^     .  dKdL     WIMx 
^'Ldi'^'lL^dx^WOSi^     Ä« 

_UxJitdxAdxJiidx_Adx     2dx 


«« 


wird.    Wir  erbalten  demnach 


„.  f^^^'^ 


und  daher  nach  der  Gleichang  (5)  des  vorhergehenden  Pariagraphen 

X  ^x 

III.    y=Axef-\^Bxe   /* 
wo  A  und  £  die  swei  beliebigen  Constanten  sind. 
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XVI. 

Neue  Entwickelung  der  Theorie  des  Maasses  der  Cur 
vatur  oder  des  Maasses  der  Krümmung« 

Von 

dem  Herausgeber. 


Bekanntlich  hat  Gauss  unter  dem  Namen:  das  Maass  der 
Curvatur  oder  das  Maass  der  Krümmung  einen  Begriff  in 
die  Geometrie  eingeflQhrt,  welcher  für  die  allgemeine  Theorie  der 
Flächen  in  vielen  Beziehungen  von  grosser  Wichtigkeit  ist  und 
zu  einer  nicht  geringen  Anzahl  merkwürdiger  Folgerungen  fQhrt.  * 
Da  Gauss  aber  selbst  bei  der  Entwickelung  der  Theorie  des  Maasses 
der  Krümmung  sich  ganz  eigenthümlicher,  von  den  gewöhnlichen 
Methoden,  nach  denen  man  sonst  die  allgemeine  Theorie  der 
Flächen  zu  behandeln  pflegt,  ziemlich  abweichender  Methoden  be- 
dient, so  will  ich  im  Folgenden  diese  Theorie  nach  einer  für  den 
Unterricht  in  der  analytischen  Geometrie  mir  mehr  geeignet  zu 
sein  scheinenden  Methode  entwickeln,  wobei  ich  mich  zugleich 
theilweise  an  meine  beiden  im  ersten  und  zweiten  Heße  dieses 
Theils  des  Archivs  veröffentlichten  Abhandlungen  über  die  Krüm- 
mung der  ebenen  Schnitte  des  allgemeinen  dreiaxigen  Ellipsoids 
und  der  Flächen  überhaupt  anschliessen  werde. 


I. 


Die  allgemeine  Gleichung  der  gegebenen  Fläche  sei 

Ajr.  F,  z)=o. 
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wo  Xf   Y,  Z  die  veräDderlichen  oder  laufeodeo  Coordinaten  be 
zeichnen  eolleo,  immer  recbtwioklige  Coordinaten  vorausgesetzt. 

Ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Punict  dieser  Fiäcbe  sei  (oryz), 
80  dass  also  anch 

fiß,  y,  2)=iO 

ist;  wenn  aber  ffjXt  yt  2)  im  Allgemeinen  als  eine  Function  dreier 
veränderlicher  Grossen  betrachtet  wird,  so  soU 

gesetzt  werden«    Alle  im  Folgenden  vorlcommenden    Differential- 
quotienten  sind  partielle  Differentialquotientep. 

Die  Gleichungen  der  Normale  der  krummen  Fläche  in  dem 
Punkte  (xyz)  sind  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 
bekanntlich : 

du  du     ^^     du    * 

35  Sy  dz 


t     !• 


und  wenn  nun  gf,  i(f,  %  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  ßtüA, 
welehe  der  eine  der  beiden  von  dem  Punkte  (xyz)  ausgehenden 
Theile, dieser  Normale  mit  den  positiven  Theilen  der  drei  Coor- 
dinatenaxen  einschliesst,  Cr  aber  einen  gewissen  Factor  bezeichnet» 
so  ist: 

i      ^8w  ^8"  ^,8" 

C0B(p=2G^  9       cosif;=GK->       cos%=Gg-; 

also»  weil  « 

cos  9*  -f  cos  rl)^  +  cos  x^  =  1 
ist: 

1 


G  =  + 


sf  (%)'*(&*&' 


and  folglich,  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander : 


^r  Curtaiur  oder  äet  ilam$e$  der  MtHmmun§.  967 

co89  =  J: 


>fm'*  (^)'+ m ' 


du 


V  ©■+ (!)■+ (f r 

du 

j^  s 

C08Z  s=4-       ^.-        '  ■  ■         ■  ,i> 

Die  oberen  Zeichen  iu  diesen  Fonneln  entspteehen  ofcinbar 
dem  einen,  die  unteren  dem  anderen  der  beiden  von  dem  Punkte 
{xyt)  anagehendea  Tbelle  der  Normale.  Es  Ist  aber  nOthig,  ein 
Kriterium  zu  haben»  mittelst  welches  man  diese  beiden  TheHe  der 
Normale  von  einander  unterscheiden  kann»  worüber  wir  Folgendes 
bemerken. 

Wenn  du  wie  gewöhnlich  das  vollstindige  DliTerential  von  n 
beseichnet,  so  ist  bekanntlich 

Bach  dem  Obigen  ist  aber: 


g-=±CO. 


3» 

du 


=  ico»x 


also : 


a«=±(cos<paar+co8^  +  co8;(8*)y  (g^)  +  ^)  +  (gj) 
Wenn  nun  aber 
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die  Coordinaten   eines  Punktes  in  dem  Tbeile  der  Normale  sind, 
welchem  die  Winkel  9>>  ^>  %  entsprechen,  so  ist  offenbar: 

8ar=cosg?V3a:*+ay«+a?, 

dy  —  cos^  V8i«+8y«+a2«, 

&=cosx  V"8i*+V+Sr«; 
also: 

cos  g>dx  -f  cos  iffdy  -f  cos  jfiz 

= (cos  9*  +  cos  ^*  +  cos  X*)  V"8j;* + dy* + 82* 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


Also  ist  8t£  för  den  Tbeil  der  Normale,  welch^fm  im  Obigen  die 
oberen  Zeichen  entsprechen,  positiv,  für  den  Tbeil  der  Normale 
dagegen,  welchem  im  Obigen  die  unteren  Zeichen  entsprechen, 
negativ;  und  nennen  wir  also  die  Seite  der  krummen  Fßche, 
nach  welcher  hin,  von  dem  Punkte  (acyz)  an  gerechnet,  du  und, 
weil  /Xx,  y,  z)=:0  ist,  also  auch  u  positiv  ist,  die  positive  Seite, 
die  Seite  der  krummen  FiSche  dagegen,  nach  welcher  hin,  von 
dem  Punkte  (xyz)  an  gerechnet,  du  und  aus  demselben  Grunde 
wie  vorher  also  auch  u  negativ  ist,  die  negative  Seite,  so  ist 
klar,  dass  man  in  den  Formeln 

du 

Bx 
cos9=± 


costf;  =  4: 


Bu 
By 


Bu 

Bz 


ve)"+(g)+e) 


4er  Ctmatw  *itr  äei  Maate»  4er  iCrimmmiw- 
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•«. 


t 


die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen  nue««  jenachdem  der 
entsprechende  Theii  der  Normale  auf  der  positiven  oder  negativen 
Seite  der  Icramroen  Fläche  liegt.  Ziehen  wir  daher,  wie  von  jetzt 
an  immer  geschehen  soll,  die  Normale  auf  der  positiven  Seite  der 
krummen  Fläche,  so  müssen  wir 

8u 

dx 
cos  9?  = 


V(?Jt©'*(l)" 


C0S1f>  = 


du 


V(g)'-(iy-^®)" 


co»2  = 


8» 

dz 


yfm*  0+ O' 


«etzen. 


Nehmen  wir  z'als  Function  der  beiden  unabhängigen  verftn* 
derlichen  Grossen  x  und  ^  an^  so  ist  bekanntlich 


du      du  dz  _ 
dx     dz'dx"^    * 

du     du  dz      ^ 

oder 

du          du    dz 

dx'-^S^'dx' 

du          du  dz 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

du   dz 
dz'dx 

co8q>='^ 


cosif;  =  — 


cos%  = 


du  dz 

Vl)-'u(l)v©v 

du 


1 
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und  folgHdi,  wenn  man  dfie  oberen  dder  unteren  Zeichen  nimmt, 

du 
jeoachdero  g-  positiv  oder  negativ  iat: 

C08q>  =  ^ 


V'Hl^a) 


C08(|)=^f 


dt 


yf'<^y*it)" 


l  . 


V-MD'+d)- 


n. 

Mit  einem  der  Längeneinheit  gleichen  Halbmesser  wollen  wir 
uns  nun  nm  den  Anfang  der  Coordinaten  als  Mittelpunkt  eine 
Kngelfläche  beschrieben  denken»  und  wollen  die  Coordinaten  des 
Punktes,  in  welchem  die  Kugelfläche  von  einem,  von  ihrem  Mit- 
telpunkte aus  mit  der  vorher  betrachteten  Normale  parallel  und 
gleich  gerichtet  gezogenen  Halbmesser  geschnitten  wird»  durch 
X,  t},  }  bezeichnen»  indem  wir  zugleich  die  beiden  auf  der  gege- 
benen Fläche  und  der  Kugelfläche  liegenden  Punkte  (xyz)  und 
(xtf})  in  der  Folge  der  Kürze  wegen  einander  entsprechende 
Punkte  nennen  werden.    Dann  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

)r=cos9»    t}  =  cosif,     }=zcoax 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

dx 


X=T 


V'^)'+(|)" 


n=iF 


dz 


v<ri)-+ ay 


,=± 


VH(i)v^ 


1 


l 

I 

f 

I 


äer  Cmrpntmr  oder  äew  JMmmjtm  der  Krümnnm§.  S9l 

wo  man  die  oberen  oder  die  anteren  Zeichen  sa  nehmen  hat,  je- 
nachdem  k-  positiv  oder  negativ  Ist 


ID. 

Wir  wollen  nnn  ausser  dem  Punkte  {xyi)  der  krummen  FUlche 
noch  zwei  diesem  Punkte  unendlich  nahe  liegende  Punkte  {x^yiZi) 
und  (x^^i^  dieser  Fläche,  also  überhaupt  die  drei  einander  un- 
endlich nahe  liegenden  Punkte 

(xyz)y    {xiyiZx),    (ar^yA) 

der  krummen  FiSche  betrachten.  Die  diesen  Punkten  entsprechen- 
den Punkte  der  Kugelfläche  seien 

Die  Flächenräume  der  zwischen  den  drei  Punkten  auf  der  kruip- 
men  Fläche  und  zwischen  den  drei  Punkten  auf  der  Kugeifläcbe 
liegenden  unendlich  kleinen  Dreiecke,  deren  Ebenen  offenbar  ein- 
ander parallel  sind,  weil  sie  auf  parallelen  geraden  Linien  senk- 
recht stehen,  mögen  respective  durch  D  und  D,  und  ihre  Projectio- 
neu  auf  der  Ebene  der  xy  respective  durch  Dsy  und  D^y  bezeichnet 
werden.    Dann  Ist  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze*): 

2-D*y=Tl(^i  — «a:«)y  +  (a^a  —  ^)jyi  +  (^— ^i)y2h 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenaebdem  man 
sich,  um  von  dem  Punkte  {xy)  durch  den  Punkt  (i^ijfi)  zn  dem 
Punkte  {x^^  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung,  nach  welcher 
man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  x  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der  entgegengoaeta* 
ten  Richtung  hin  bewegen  muss;  und  ganz  eben  so  ist 

mit  einer  ganz  ähnlichen  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  wie 
vorher.    Bezeichnen  wir  nun  das,  jenachdem  die  Punkte 

{xyz),    {xxyxtx),    (x^^^ 
auf  der  krummen  Fläche,  und  die  Punkte 


')  M.  s.  Archiv.  Tbl.  III.  S.  263. 


3iiB      Grun$wi^   ümte  StUwteMung  der  Tkemrle  det  Miuuies 

auf  der  Kugelfläche  eine  gleicbstimmige  oder  eine  ungleicbstim- 
mige  Lage  haben,  wovon  der  Sinn  aus  dem  unmittelbar  Vorher- 
gehenden sogleich  *  ganz  von    selbst  erbellen  wird ,   positiv  oder 

negativ  genommenen  Verbältniss  jz  durch  k,  so  können  wir  nach 

dem  Vorhergehenden,  weil  nach  einem  bekannten  Satze  von  den 
Projectionen 

ist,  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

setzen,  und  diese  Grösse  wird  das  Maass  der  Curvatur  oder 
das  Maass  der  Krümmung  der  krummen  Fläche  in  dem  Punkte 
(:q^)  genannt,  insofern  es  sich,  was  wohl  zu  beachten  ist,  um 
einander  entsprechende  unendlich  kleine  Flächenelemente  auf  der 
krummen  Fläche  und  der  Kufgelfläche,  oder  eigentlich  um  die 
Gränze  handelt,  welcher  der  Bruch 


(^1 --•*«)jy+(^«— ^)yi +(^— ^i)ya 

sich  nähert,  wenn  die  Punkte  (^i^iZi)  und  {x^^z^  dem  Punkte 
{xyz)  immer  näher  und  näher  rücken ,  was  wir  daher  von  jetzt  an 
in  strengerer  Weise  durch 

beseichnen  wollen. 

Setzen  wir  aber 

Xi  =  x-{^/iiX»  yi=:y  +  Jiy,    Zi=2+z/,2; 

ar,=a:  +  z/,ar,  ya=y  +  -^«y,    z^:=z  +  J^z 
und 

jr«=)r  +  -^tr,    na=i;+-^2»J,    j2=?+^a?; 
so  wird,  wie  man  leicht  findet: 


t^  aovMtir  Oller  den  JAnmm*  drr  Krtbmmmnf.  993 

Nach  dem  Taylor'schen  Lehrsätze  ist  nun 


und 


WO  die  Reste  R^,  R|'  aod  R^,  R«'  bekanntlich  in  Bezog  auf  die 
Veränderungen  ^lOr,  ^i5f  und  ^t^y  ^ly  von  der  sweiten  Ord- 
nung sind.    Also  ist»  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

wo  der  Rest 

»=    (e«-'-s«.>-+(|»--|>>.>.» 

in  Bezog  auf  die  Verftnderongen  ^i^r,  ^ty  und  ^^^  ^^  eina 
Grosse  der  dritten  Ordnung  ist.    Also  ist  nach  dem  Obigen: 


JixJfgf — Jiy  ^^ 


oder 


Jt=L*      i—   ^— ^  ^4, ? I 

und  folglich 

^^  85     8^    ftr  .,.    Ä 
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Weil  nun  aber  in  Bezug  aaf  die  oneiidiicb  kleinen  «Verände- 
rungen JiX,  z/|y  und  J^,  A^  die  GrSsAe  It  von  einer  höheren 
Ordnung  ist  afe  AixA^^-  diyA^»  so  ist  offenbar 

K 
^^AixA^  —  A^y  J^  "*^*     . 


folglich 


dx'  hy     dx'^' 


welcher  allgemeine  Ausdruck  IBr  das  Maass  der  Curvatur  einer 
weiteren  Entwickelung  unterworfen  werden  muss. 


IT. 

Ans  den  aus  IL  bekannteii  Formeln 

'dz 


yfHhy*^' 


dt 


v^^(l^^ 


In  denen  man"^  die   oberen  oder  unteren  Zeichen  nenmen   muss, 

jenachdtm  k-  positiv  oder  negativ  ist,  folgt  dureh  DiSerentiation 
leicht : 


L-  ,/5AV  8*2      dz    &     öfi 

^'     !•+©•+ (DT 

^     i'+(£)-+(i)r 


und 


\".  j 


d^  Curpß4mr  Hier  ä$$  ikmuu  der  ätrHmmm§.  396 


• 


i 


:  8S=T 


8z    8i    3*i 

85« 


t       /82yi   8%       ftg    8i 
8ty       .^  r  "*"  V8ar/  {  8  jr8y     §i '  8y ' 

l'+(fe)'0'!' 


Also  ist,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnang  sogleich  findet: 

8*1    8H      /  8*x  \* 
ftr   85^85^  8ir        S^'8y«"^v8a;8y/ 

und  folglich  nach  III. : 

8%    8%     /  8»z  Y 
._    83;« '8y«     V83?8y/ 

"K©VC4)V 


V. 


Bekanntlich  ist  nach  den  Lehren  der  Diiferentialrechniing: 


81«  .  8u  ^8z     ^         81«     8a  8x     ^ 


also 


folglich: 


8tt  8» 

^z  __      8ar       8z  Siy  ^ 

"Sz  Sz 
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Ferner  hat  man  naeb  den  Lehren  der  Differentialrechnung  die 
folgenden  Gleichangen: 


8%.„8«u    8x      8He/8*\*      8i£  8H  _  ^ 

dhi         dhi     &8»tt    ?^.?!«8z8z8i«    8«tt        ^ 
da:8y       8y8z  '  8j?       Sz^  *  8y      82*  '  8j:  *  8y      82  *  oxdy  * 


aas  denen  man  mit  HGlfe  der\Formeln 

8tt  du 

dz Sx  8^  _      8y 

8jr"~~Sf'  ^""""äu 

\         8«  82 

V 

leicht  erhält: 


/8tt\»   8«2_^    /8w\*        8«i«    81«    8a      8*1«   /8tiy 
-  V8ly     dx^-dx^Kjäz)  '^^d^'dx'Tx  ^^\di)  ' 

/8tt\»   8«2      8*1«    /8tt\"     „  o«u     8t«  8a   ,  8*ti  /8a\« 

und 

8«2 


-(!)•• 


8j;dy 


8He     /8ay     ^  8a  8a      8*a    8tt  8a     8a  8a  8*a. 
=  S5^A8x/ "'^82'8ar'82  '^S^' ^'dz'^ dx  dy'dz^' 


und  hieraus  ergiebt  sich  durch  leichte  Rechnung,  wenn  man  auf- 
heht»  was  sich  aufheben  lässt: 


I 


I 
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■*"v8y/  Is^'aar^-vaxaary  i 
+  vsry  /ax«8^«'"vaa:ay/  1 

^   au  8i^  I  dhi    3hi^_  8«a      8^i 
55 *c^  \dicdy'  82'       ^Sz  '  &9ar( 

^   8u  8u  1   a«M    8^_  a«tf     8^  i 
^ '  8z  (  8^82  *  dx^     dzdx  *  8:r8^  I 

_o?!f  ^  \  8^     a^ti^  8«tf     8*a  J 
8z  '  8:p  1  8zS5 '  8^*     8jr&^ '  ^S  ( ' 

Verbindet  man  nun  dies  mit  dem  oben  Gefundenen,  so  ergiebt 
sieb  aas  dem  in  IV.  entwickelten  allgemeinen  Ausdrucke  ^on  k 
sogieicb  die  folgende  merkwürdige  Gleicbung: 


-■      Vary    t  dy*' dt*  ~  \BifdzJ   i 

+  V5y/  \^'dx»~\StSiJ  « 

^\dx)    hu!*'ds*~\dxdyj  ^ 

t 

8if   auj    8*tt    l^^  S^    3hi  ^ 
dx'Sjf  ^  dardy  *  8z*       8^8« '  dz8«  ^ 

8a   duclßu     8ht       8hl     3*u  i 
%  8a  8m  .   8%t    e%       3^     8««  , 

~''^'Si  <  8x8« 'v  ~  a*^'öy8*' ' 

mittelst  welcber  das  Maass  der  Curratur  immer  unmittelbar  aus 
der  Gleichung  der  gegebenen  krummen  Flficbe  durch  partielle 
Differentiation  entwickelt  werden  kann. 


Theil  XXYIIL  SO 
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9n      Sruntri:   M$m  SnimieMlm§  der  Tkeme  4H  ßimuset 

ErioDeni  wir  qbs  uuh  all  die  li«id«l  in  d«t  Abhandlung  Nr.  VOL 
S.  200.  diMM  Th«ilil  b^wieaeneb  Glai<ihlingeii : 


I 


(grov^)'.^ 


and  Xs  Ai2|,  so  gelangen  wir  ndttelst  des  Obigen  anf  der  Stelle 
so  der  Gleichang: 

alfo: 


'w^mB' 


Nach  deraelhen  Abhandloag  iat  aber  bekanntlich»  wenn  Annd 
Ri  die  Krfimmiingsbaibmesser  de^  beidea  Haoptacbnitte  in  dem 
Punkte  (xjft)  bdkM^haen  t    * 


J2» 


— 3p »    'H  =  ^i  . 


aUo: 


^^Ksk)  •^*'*=*^' 


der  Cur9aimr  wäer  d$9  iNMm€9  der  grihnmiing.  ]9fr 

wenD  man,  wie  ao8  dem  Obigen  unmittelbar  hervorgeht,  das 
obere  oder  untere  Zeichen  ninimt»  jenachdem  die  beiden  Grössen 
Sl  und  Sil »  deren  Bestimmung  in  der  vorher  erwähnten  früheren 
Abhandlung  gelehrt  worden  ist»  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen 
haben.  Uebrigens  aber  leistet  ja  der  aus  dem  Obigen  sich  un- 
mittelbar ergebende  v5llig  entwickelte  Ausdruck  durch  die  Coor- 
dinaten  x,  y,  z  des  Punktes  {xyi)  zur  Bestimmung  von  k  Alles» 
was  man  in  dieser  Beziehung  nur  wünschen  kann. 


VI. 

Denken  wir  uns  auf  einer  kminBien  Fläche  ein  bestimmtes» 
allseitig  b^änztes  Stück»  und  von  den  Punkten  desselben  aus 
auf  der  positiven  Seite  der  Fläche  Normalen  gezogen»  so  werden 
die  mit  diesen  Normalen  von  dem  Mittelpunkte  der  um  den  An- 
fang der  Coordinaten  mit  der  Längeneinheit  als  Halbmesser  be- 
schriebenen KugeUäche  aus  nach  derselben  Seite  hin  wie  die 
Normalen  gezogenen  Parallelen  auf  der  Kugelfläche  ein  bestimm- 
tes Flächenstück  einschliessen»  welches  Gauss  die  ganze  Cur- 
▼  atur  der  Figur  auf  der  krummen  Fläche  genannt  hat.  Wie  man 
diese  ganze  Curvatar  mittebt  des  Maasses  der  Curvahnr  durch 
die  Integralrechnung  bestimme»  kann»  unterliegt  keinem  Zweifel« 
Es  ist  aber  jetzt  nicht  meine  Absicht»  diesen  Gegenstand,  auf 
den  ich  später  zurückzukommen  denke»  welter  auszufBhren»  und 
ich  verweise  daher  ftlr  jetzt  auf  meine  Sphaeroidische  Tri^ 
gonometrie.  Berlin.  1833.  4^.  Fünftes  Kapitel,  und  auf 
eine  Abhandlung  des  Herrn  Professor  Dienger  im  Archiv. 
ThI.  XIX.  Nr.  XXV. 


W 


300  PeiMwmi:   Veäer  die  InUtrmäm 


■!•  ■  I 


Ueber   die  Integration   der  linearen    Differentialglei- 
chungen. 

Von 

HerMi  Professor  Dr.  Pttzval 

an  der  k.  k»  UniyerMt&t  sii  Wien. 


Wer  die  Geschiebte  der  Wissensehaft  stadirt  bat,  fand  ioMiier 
Gel^eoheity  za  bemerken»  dass  der  gediegene  Fortschritt  mot 
diesem  Felde  ein  specifisch  sehr  langsamer  sei,  nnd  hat  mit  Be- 
fremden wahrgenommen,  wie  Lehren»  die  man  jetzt  bereits  der 
mireifen  Jugend  aufdringt,  zur  Zeit  ihres  Elutstehens  oft  ein  De- 
cennium  brauchten»  um  Eingang  zu  finden  bei  der  Gelehrten  weit ; 
ja  bei  Werken  von  grösserem  Umfange,  wie  z.  B.  Newton'« 
»»Princlpla  noya'S  war  sogar  dazu  mehr  als  ein Menschenalter 
notbwendig»  and  gerade  das  letzterwähnte  Werk  steht  da  als  in 
seiner  Art  einziges  Beispiel.  Es  war  allgemein  gekannt»  der  Ver- 
fasser als  einer  der  ersten  Gelehrten  Europas  berühmt»  und  es 
wurde  dennoch  nicht  gelesen.  Es  war  in  England  Sitte,  das  Werk 
zu  loben»  darauf  stolz  zu  sein»  mitunter  auch  die  Priorität  des 
Inhaltes  in  Abrede  zu  stellen»  aber  nicht  zu  lesen,  und  erst  dreis- 
sig  volle  Jahre  nach  dem  Tode  Newton's  gingen  nicht  die  Eng^ 
länder',  sondern  die  Franzosen  an  das  ernste  Studium  desselben. 
Hiemit  im  sehr  grelleo  Contraste  steht  die  ganz  ausserordentliche 
Geschwindigkeit,  mit  der  oft  kleine  Entdeckungen»  leicht  fasslieh 
flQr  Jedermann»  in  der  civilisirten  Welt  die  Runde  machen»  so 
dass  man  beinahe  versucht  sein  konnte,  als  Resel  anzunehmen» 
die  gelehrte  Welt  vertrage  die  ihr  in  grossen  Massen  gebotene 
Wissenschaft  nicht,  sondern  man  müsse  sie  ihr»  wie  Arznei»  löf- 
felweise eingeben.  Gesetzt  nun  den  Fall,  die  Mathematik  wäre 
jetzt  noch  In  ihrer  Kindheit  und  die  ganze  Theorie  der  hohereo 
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algebraUchen  GleiGbungeD  TOilig  anbekannt»  es  wäre  ferner  einem 
•msigeB  Wissenacbadtoforscber  gelungen»  sie  ganz  und  voUstän- 
dig  in  der  Form,  welche  sie  durch  die  Beniöhungen  der  grussteh 
Geister  der  Neuzeit  errungen  hat,  und  in  der  wir  sie  gegenwärtig 
kennen^  aufzustellen,  so  würde  mutbmasslicb  solch  ein  Werk 
bei  uns  sehr  schwer  Eingang  finden.  Die  Gelehrten  würden  zwar 
darin  blättern,   aber  schon   bei  dem  Fundamen talsatze,    der  die 

Existenz  wenigstens  einer  einzigen  Wurzel  in  der  Form  p-{-qyf—\ 
erweist,  sagen :    wozu  ist  denn  solch  ein  complicirter  Beweis  gut» 

wir  wissen  es  ja  ohnehin,  dass  jede  Zahl  in  der  Form  p+yV—l 
erscheint,  also  auch  die  Wurzel  einer  Gleichung,  und  so  wurden 
sie  Satz  um  Satz,  den  einen  Qberflflssig,  den  anderen  ohne  prak- 
tischen Nutzen  finden,  höchstens  hätte  für  einen  Augenblick  die 
Cardanische  Formel  ihren  Beifall,  weil  sie  die  Wurzeln  genau  an- 
gibt, so  dass  gar  Nichts  fehlt,  würde  aber  doch  bei  der  Erörte- 
rung des  casus  irreducibilis  ihn  wieder  verlieren.  Ruffini's  schöner 
Beweis,  dass  geschlossene  algebraische  Formeln  über  den  vierten 
Grad  hinaus  unmöglich  seien,  stünde  vollends  im  Lichte  desUeber- 
flüssigsten  von  dem  Ueberflflssigen.  Ja,  würde  man  sagen,  wenn 
der  nicht  blos  seine  Sätze  beweisen  will,  sondern  auch  Möglich* 
keiten  nnd  Unmöglichkeiten ,  dann  hat  er  viel  zu  thun.  Man  würde 
dann  vermutblich  das  Buch  als  ein  Bündel  unnützer  Spitzfindig- 
keiten betrachten,  der  Vergessenheit  überliefern,  und  vielleicht 
erst  nach  hundert  Jahren,  nachdem  auf  einem  anderen  Wege  die 
Wissenschaft  sich  zu  einer  gewissen  Hohe  emporgeschwungen  hat, 
aus  dem  Staube  der  Bibliotheken  hervorziehen,  um  damit  Priori- 
täten streitig  zu  machen. 

Wem  diese  Darstellung  übertrieben  vorkommen  sollte,  mOge 
bedenken,  dass  sich  dies  mit  einem  Theile  der  Theorie  der  alge- 
braischen Gleichungen  wirklich  zugetragen  hat,  und  dies  zwar  in 
der  neuesten  Zeit  mit  Fourier*s  schOner  Arbeit  über  die  alge- 
braischen Gleichungen  mit  Buchstabenparametern  in  den  Coeffi- 
clenten,  während  die  in  demselben  Buche  enthaltene  AuflOsungs- 
methode  der  numerischen  Gleichungen ,  geordnete  Division  u.  s.  w. 
durch  alle  Lehrbücher  die  Runde  gemacht  hat. 

Bleiben  wir  bei  dem  beispielsweise  gesetzten  Falle  stehen 
nnd  fragen  wir  weiter :  wenn  also  die  Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen  in  ihrer  vollen  Ausdehnung  und  auf  Einmal  den  ge 
lehrten  Zeitgenossen  nicht  beizubringen  wäre,  was  müsste  der 
Erfinder  derselben  thun,  um  ihr  dennoch  Eingang  zu  verschaffen? 
Vielleicht  wäre  das  folgende  Verfahren  das  erspriessliche.  Er 
veröffentlicht  zuerst  eine  der  einfachsten  Annäherungsmethoden, 
etwa  die  Regula  falsi,  zeigt  dann  in  einem  zweiten  Memoire,  dass 
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■MB  in  ge«rifMfD  Filleii»  «ad  Banmillidi  weHn  glehshfe  WiifeMb 
TOifanden  siod,  von  dieser  Regula  Mai  Her  |pe»eckt  «rird»'«iid 
lebrt,  die  Gleiebavgeii  auf  gleiclie  Wureele  su  «Dletsiieiieii.  le 
enier  dritteu  Denksdirifi  maclit  er  den  grossen  Fond  der  Cbrdlip' 
niscken  Fomel,  olme  jedoch  hinzuweisen  auf  Hire  Ooteuj^liiUrslI 
mir  numerischen  Berecbnsng;  dann  kommen  die  geeclilessefce^ 
I^srmeln  Ar  GleidrangeB  des  vierten  Gndes  itt  Beg<elt«*g  eben 
kOhn  hingestellten  Zweifels,  ob  überhaupt  alle  bGberen  ClMchtto 
gen  Wurzeln  haben;  dann  wieder  eine  Approximationsroethodi^ 
nnd  so  wfirde  sich  der  Horizont  dieses  Wissenszweiges  immer 
mehr  erweitern  und  immer  mehr  erhellen  bis  zur  vt^lligen,  allmih- 
ligen  Umkebrung  der  Begriffe,  bis  endlich  nach  Ablauf  mehrerer 
Jahre  einige  gelehrte  KSpfe  von  selbst  geistreiche  Bemerkmigen 
zu  machen  anfangen,  die  der  Verfasser  anfai^s  Teq^bena  ifpr 
macht  hätte,  er  hätte  keinen  Glauben  gefunden;  z.  B.  der  mathe- 
matische Wissenschailsforscber  ist  kein  Rechner,  sondern  ein 
Denker;  er  kann  das  Einmal  Eins  vollkommen  vergessen  habeo, 
ohne  desshalb  minder  Forscher  zu  sein.  Die  Theorie  der  alge- 
braischen Gleichungen  bat  nicht  Mos  zum  Zwecke  die  numerische 
Auflusunge  derselben,  sondern  dient  weit  5ßer  dazu«,  die  nume- 
rische Auflösung  zu  vermeiden  und  dennoch  alles  zu  er&hren, 
was  man  zu  wissen  wünscht.  Die  Approzimationsmethoden  am 
den  Wurzeln  haben  trotz  der  MObe,  die  man  darauf  verwendet 
hat,  doch  nur  einen  sehr  untergeordneten  Werth.  Der  Praktiker 
hat  selten  eine  höhere  Gleichung  aufzulösen,  und  gesohieht  dies 
je  einmal,  so  bedient  er  sich  in  der  Regel  keiner  dieser  veredel- 
ten Methoden,  sondern  der  regula  falsi.  Die  allgemeinen  Sfitze 
der  Theorie  hingegen,  wenn  sie  auch  zur  Ermittelung  der  Wur- 
zeln gar  Nichts  beitragen,  sind  doch  das  tSglicIie  Brod  des  Ana- 
lysten; denn  es  geht  beinahe  kein  Tag  vorüber,  wo  er  nicht  Ge- 
legenheit finde,   sie  in  seine  Meditationen  elnzuflechten. 

Der  Leser  wird  vielleicht  etwas  befremdet  fragen ,  wosli  dieM 
Erörterungen  dienen  sollen,  die  von  einem  gesötxten  unmöglichen 
Falle  aufgehen.  Hierauf  dient  zur  Antwoitc  Der  Fall  ist  kein  un- 
möglicher, er  ist  vielmehr  da  und  snr  Tfcatsacbe  geworden,  zwar 
nicht  im  Gebiete  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen»  wohl 
aber  auf  einem  anderen. Felde,  bei  der  Theorie  der  linearen  Dif- 
ferentialgleichungen nftmlich,  welche  mit  jener  der  algebraischen 
Gleichungen  die  durchgreifendste  Aehnlichkeit  hat  und  sie  noch 
überdies  an  Ausdehnung  weit  übertrifft 

Ich  bin  seit  mehr  als  zwanzig  Jahr^  mit  diesem  Gegtenslaade 
beschäftigt  und  meine  Forschungen  haben  mich  allmähKg  za  Immer 
zahlreicheren  und  fruchtbringenderen  Resultaten  geführt;   es  war 
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mir  aber  dvonock  Dicht  mJIglich,  eie  alsogleich  zu  verüffenlüchei), 
(Tcil  ich  nich  immer  ausser  Stand  sah,  aus  ihnen  ein  geruiidatM 
Gaai«  suaamnieiizustlxen ,  iiidtün  »och  Immer  elwas  daran  fehlte. 
Als  dies  Dun  aber  eTidlicb  niüglicb  geworden  nar,  hatte  die  Arbeit 
die  namhafle  Ausdehnung  von  einer  ganzen  und  fast  durchwe;;e 
neuen  Wissenschaft  gewonnen  und  bildete  ein  iweibSndigcs  Werk 
uBter  dem  Titel :  „Integration  der  linearen  Differential- 
gleichuDgen  mit  canataiiten  und  verfinderlicben  Coifri- 
cienten",  von  welchem  der  erste  Band  im  Jahre  ISS.t  erschien,  der 
Bwciteaber,  wenigstens  theilweise,  sich  noch  unter  der  Presse  befin- 
det. Dieses  Werk  wird  sich  nun  routbniasslich  sehr  langsam  Bsbn 
brecbe»  und  zwar  aus  mehreren  Ursachen :  erstens  wegen  seiner  grlls* 
seren  Ausdehnung  und  Streitens ,  iveil  es  die  Erwartungen  der  mei- 
sten Leser  in  derselben  Welse  täuschen  dürfte,  wie  dies  auch 
die  Theorie  der  algehraischen  Gleichungen  unfehlbar  Ihale,  wenn 
sie  eben  neu  erfunden  wäre.  Jeder  Leser  geht  nämlich  an  das 
Stodium  des  Werkes  mit  dem  Gedanken  i  jetzt  will  ich  einmal  sehen, 
wie  man  die  Differentialgleichungen  integrirt,  und  findet  statt  des- 
HD,  was  er  sucht,  eioer  Integrationsmelbode  nämlich,  eine  ge- 
wisse Anzahl  allgemeiner  Salze  über  die  partikulären  Integrale 
und  allgemeine  Regeln,  um  die  verschiedenen  Formen  zu  erken- 
nen, in  welchen  sie  erscheinen  k5nnen.  Es  setzt  dies  nun  ihn 
zwar  In  den  Stand,  heim  unmittelbaren  Anblicke  der  Differential- 
gleichung viel  mehr  von  dem  Integrale  aniussiten,  als  der  ältere 
Analyst  zu  sagen  wusstc,  nachdem  er  wirklich  integrirt  hatte. 
Er  schKIzt  dies  aber  wenig,  oder  mindestens  nicht  nach  seinem 
vollen  Werthe,  Indem  er  meint,  dass  wenn  er  das  Integral  nur 
erst  besSsse,  so  würde  er  seine  Eigenschaften  schon  herausbe- 
kommen. Vergebens  «vflrde  man  ihm  sagen,  dass  der  eigentliche 
rationelle  Zneck,  den  man  verfolgt,  nicht  der  sein  könne,  sich 
um  jeden  Preis  einen  wie  immer  gestalteten.  Genüge  leistenden 
Ausdruck  zu  verschaffen,  gleichviel,  ob  sich  hieraus  etwas  Wei- 
teres erscbliessen  lässt  oder  nicht,  sondern  vielmehr  der,  die 
Eigenschaften  der  verschiedenen  Integrale  kennen  zu  lernen,  und 
dass,  wenn  man  diesen  Zweck  durch  die  Betrachtung  der  Glei- 
chung selbst  nnd  ohne  alle  Integration  derselben  zu  erreichen  im 
Stande  ist,  die  Integration  ganz  überlliissig  wird.  Die  reifere  Er- 
fuhrung muss  ihn  erst  lehren,  dass  man  wirklich  integrirt  haben 
und  trotzdem  so  klug  sein  kann,  wie  zuvor,  indem  der  Anblick 
des  Integrales  ein  ebenso  tro>stlos  undurchsichtiger  wie  der  der 
DifferentialgleiohuDg  selbst  sein  kann,  ftir  denjenigen  wenigstens, 
dam  die  oberwähnten  allgemeinen  Sätze  und  Kegeln  wie  unnützer 
Ballast  vorkommen  und  für  deu  nur  Integrationsmetfaodea  Werth 
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Es  liegt  Bon  niir  gans  begreiflicher  Weise  daran,  n^neii 
Forsclinngen  auf  dem  Felde  der   linearen  *  DiffereDtialgleichangen 
eine  mSgiichst  scbnelle   Verbreitung  zn   ▼erschalen  und   selbst 
diejenigen  Leser  in  den  Kreis  der  Bearbeiter  dieser  schönen  näd 
anraotbigen   Wissenschaft   hineinzuziehen,    die  mit  nnerßillbaren 
Erwartungen  an  das  Studium  derselben  gehen,   selbst  wenn  dies 
nur  auf  Kosten   der   wissenschaftlichen   Strenge   mSglieb    wire. 
Gerade  so  also,  wie  der  hypothetische  Erfinder  der  Theorie  der 
algebraischen  Gleichungen  zweckmässig  damit  anfangen  kSnnte, 
die  regula  falsi  zu  Teroffentlichen  oder  eine  andere   numeHsehe 
Approximationsmethode,    will  auch   ich  hier  anfangen,    die  Inte- 
grationsmethoden selbst  der  mathematischen  Lese  weit  ▼orzuflibren. 
Blau  wird  dann  sehen,    dass  sie   s&mmtlich   sehr  einfach  «ind, 
gerade  so,   wie  die   AuflSsungsmethoden   bei  den  algebraischen 
Gleichungen,  man  wird  aber  auch    andererseits   das  Bedürfniss 
allgemeiner  Sätze  und  Regeln  über  die  Form  des  Integrales  ken- 
nen lernen,   weil  ohne   sie  sehr  Vieles   in  diesen  Methoden  un- 
motivirt  erscheinen  würde  und  Veranlassung  gäbe  zu  Fragen,  wie: 
aber  warum  macht  man  denn  hier  gerade  das  und  nicht  etwas 
anderes? 

Der  Integrationsmethoden,  die  hier  auseinandergesetzt  werden 
sollen,  sind  vier.  Jede  von  ihnen  hat  ein  besonderes  Feld  d^r 
Torzugsweisen  Brauchbarkeit.  Sie  sind :  erstens  das  Integrl- 
ren  in  Form  von  aufsteigenden  Reihen;  zweitens  das 
asymptotische  Integriren  in  absteigender  Form;  drii- 
iens  das  Integriren  durch  bestimmte  Integrale  und  vier- 
tens das  Ermitteln  der  algebraischen  Gleichung,  aus 
deren  Wurzeln  die  partikulären  Integrale  der  Differentialgleichung 
abgeleitet  werden  können. 


I. 

Integration   in  aufsteigenden  Reihen. 

Es  lässt  sich  bekanntlich  eine  jede  Funktion  einer  einzigen 
Veränderlichen  x  aufsteigend  nach  Potenzen  von  a — a  vermittelst 
der  Mac-Laurin' sehen  Formel  in  eine  Reihe  entwickeln,  unter 
a  eine  nach  Belieben  zu  wählende  Grösse  verstanden;  so  auch 
das  Integral .  einer  Differentialgleichung,  und  es  ist  auch  nicht 
unbekannt,  dass  die  Coeflicienten  der  das  Integral  so  darstellen- 
den Reibe  ohne  alle  Integration  durch  den  puren  Akt  des  Diffe- 
rentiirens  und  Auflösens  von  Gleichungen  gewonnen  werden  können. 
Ist  nämlich   die  Differentialgleichung 
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P  =  0, 

unier  P  einen  AuBdnick  verstanden ^  der  in  sich  enthält: 

^'    y^    dx     y  *    Ar»"-*^"— rf^r«     y    '        ^ 

gleichgültig  flbrigens,  ob  nach  den  letzteren  linear  oder  nicht,  und 
man  denkt  sich  anstatt  y  eine  beliebige  Funktion  von  x,  gleich- 
viel ,  ob  Integral  oder  nicht,  aber  in  Reihenform  aufsteigend  nach 
Potenzen  von  x  —  a  geordnet,  substituirt;  so  wird  auch  P  über- 
gehen in  eine  solche  Reihe,  und  bezeichnet  man  noch  überdies 
roit  y,  y',  y'',....  P,  P',  P'',....  dasjenige,  was  anBy,ff',y'',^ 

dP  d^P 

....  P,  f^  =  z^9    P"  =  -j-^, ,...   wird,    wenn   man  x   durch  o 

ersetzt;  so  sind  kraft  der  Mac-Laurin'schen  Formel  diese  zwei 
Reihen ,  die  für  y  und  jene  für  P,  die  folgenden : 

y  =  y  +  y'(^-«)  +  ly^'C^— «)*  + .-.., 


P=P  +  P'(ar— a)  +  4PV— «)•  + 


Dies  gilt,  wie  gesagt,  für  jeden  beliebigen,  anstatt  g  geseta* 
ten  Werth  in  Reihenform.  Ist  derselbe  aber  ein  Integral,  dann 
hat  man 

P  =  P'  =  P''=s....=  P=rO, 

ein  System  von  Gleichungen ,  das  zur  Auffindung  des.  Integrales 
in  Reihenform,  d.  h.  zur  Ermittelung  der  CoefBcientep,  verwendet 
werden  kann,  und  namentlich  wird  die  erste  dieser  Gleichungen, 
d.  h.  die  P  =  0,  zum  Werthe  fahren  von  y(") ,  der  eindeutig  aus- 
fallen wird,  oder  mehrdeutig,  je  nachdem  diese  Gleichung  nach 
y(")  dem  ersten  Grade  oder  einem  höheren  angebiirC  Die  zweite, 
d.  h.  die  P'=:0,  wird  yC^-f^)  geben,  und  zwar  meist  durch  Auf- 
lösen einer  Gleichung  des  ersten  Grades,  somit  eindeutig,  wenn 
y(*)  nur  einen  einzigen  Werth  erhielt,  und  rdeutig,  wenn  y(«)  r 
verschiedene  Werthe  besass.  Ebenso  gibt  die  nächstfolgende 
dritte,  d.h.  die  P^'r^O,  das  y("+^)  u.  s.  w.  Die  AnfangscoefB- 
cienten  der  Reihe  jedoch,  nämlich  y»  y^,  3^^%  ••••  y("~^^»  werden 
im  Allgemeinen  ans  diesen  Gleichungen  nicht  bestimmt  und  spie- 
len somit  die  Rolle  von  n  verschiedenen  Integrationsconstanten 
und  enthalten  zugleich  in  sich  den  Beweis,  dass  man  mit  der 
Berechnung  des  allgemeinen  Integrales  beschäftigt  sei.  Dies 
Alles  ist  sehr  einfach  und  schon  längst  bekannt,  hatte  aber  bis- 
her nicht  den  geringsten  Nutzen  gebracht,  weil  bei  den  so  erbal* 
tenen  Reihen  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Glieder  gebildet 
werden,  und  folglich  auch  das  allgemeine  Glied,  selten  ermittelt  wer* 
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den  konnte ,  und  weil  der  so  gewonnene  Ansdrack  seiner  ündnreh- 
skbtigkeit  wegen  Ober  die  Nator  des  Integrale«  gar  Nichts  lehrte, 
und  man  sich  sehr  leicht  flberzengen  kann,  dass  selbst  die  aller- 
llehtTollste  Funktion  von*ar,  die  man  als  ein  Integral  der  Diffe- 
rentis||leichnng  auf  einem  anderen  Wege  ermittelt  hat,  durch  die 
hier  zur  Sprache  gebrachte  Int^rationsmethode  in  Reihenrorm 
dargestellt,  Ihre  Durchsichtigkeit  gflnzlich  ▼erliere  und,  gewissef» 
müssen  in  ihren Bestandthellen  chaotisch  susammengeworfen,  jeden 
Anfscfaluss  über  Periodicitit,  Mazlma  und  Uhilma  oder  Nullwerthe 
der  partikullren  Integrale  Terweigere.  Rs  ist  dies  eine  natOrlfche 
Folge  des  Dmstandes»  dass  die  Reihenform  dn  allen  Funktionen 
passendes  Kleid  Ist,  folglich  zur  spedellen  Unterscheidung  der- 
selben von  einander  und  Ermittelung  ihrer  b^Monderen  Eigenachaf- 
ten  ganz  und  gar  untauglich  ist 

Es  wSre  hier  sehr  wichtig,  diese  ySllige  Cntauglichkeit  der 
Reihenform  zur  ErorterOng  der  besonderen  Eigenschaften  des  In- 
tegrales durch  Beispiele  näher  zu  begrOnden.  Wir  mfissen  jedoch, 
um  die  Grenzen  dieses  Aufsatzes  nicht  zu  überschreiten ,  es  dem 
Leser  fiberlassen,  sich  diese  analytische  Erfahrung  zu  yerschalen, 
tilgen  aber  doch  die  Bemerkung  an,  dass  z.B.  eine  trigonome* 
ttisthe  Funktion,  wie  Sin^r  oder  Cosor,  Inglelohen  auch  ein  Le- 
garltbinus,  sehr  bereitwillig  geometrisch  construirt  Tor  die  Augen 
des  Geistes  trete.  Man  bringe  sie  in  Reihenform,  multjplicire  die 
so  erhaltenen  Reihen,  zwei  oder  mehrere,  mit  gewissen  Constan- 
ten, und  äddire  sie,  so  kann  man  Reihengebilde  erhalten,  denen 
es  nun  und  nimmer  anzusehen  ist,  ans  welchen  HcbtTollen  Aus- 
drficken  sie  hervorgegangen  sind,  und  dies  Ist  Im  Wesentlichen 
der  Fall  desjenigen,  der  aufsteigend  in  dieser  Form  integrirt 

Wenn  nun  aber  anefa  diese  Reibenfora  zur  ErOrterung  der 
speciellen  Eigeascbaften  der  Integrale  Im  Allgemeinen  sich  als 
«mtrfiglicb  erweist,  so  ist  sie  dafür  desto  nützlicher,  ja  sie  ist  die 
einzige,  derer  man  ^ch  bedienen  kann,  um  allgemeine  Eigen- 
schaften, wie  z«  B.  Existenz  des  Integrales,  zu  beweisen.  So 
w^lrde  s.  B.  in  der  eben  angefahrten  üeduction  zugleich  unmittel- 
bar der  Beweis  liegen,  dass  eine  jede  DiStrenHalgleichung  der 
Uten  Ordnung  ein  allgemeines  Integral  mit  n  willkfihrllchen  Ce»* 
Staaten,  das  stets  in  Form  einer  anfsteigenden  Reihe,  geordnet 
•nach  Potenzen  von  ec^^u,  zu  erhalten  ist,  besitze,  wenn  sich 
nur  darthun  Itesse,  dass  die  Reihen,  zu  welchen  man  so  gelangt, 
auch  wirklich  gewisss  Funktionen  von  x  repräaentiren,  was  man 
aber  nur  dann  kann,  wenn  man  Ihre  Convergens,  weao  aneh  mm 
flBr  gewisse  u  und  begrenzte  s?,  nachzuweisen  im  Stande  Ist  Füt 
lineare  DÜerentialgleiehungen  mit  algebraischen  and  gaasen  €oelfi- 


cientcto  habe  icb  diesen  Fandanentalbeweis  im  Efaigaiige  neiaee 
Werkes  gegeben,  und  er  spielt  alldort  dieselbe  Rolle,  wie  in  der 
Theorie  der  algebraischen  Gleichongen  der  Beweis  des  Fnndanieii* 
talsatzeSy   dass  eine  jede  Gleicfanng  des  nten  Grades  mhidestens 

Eine  Wurzel  besitze  in  der  Form  p  +  y  V— 1,  und  es  bleibt  spft- 
teren  mathematischen  Wissenschaftsforschern  überlassen,  diesem 
wichtigen  Beweise  eine  grössere  Allgemeinheit  za  Terschaleo. 
Hieran  knfipft  sich  die  Bemerkung,  dass  das  Mngst  bekannte  Inte- 
griren  der  Differentialgleichungen  in  Reihenform  zwar  bisher  den 
Analysten  beinahe  gar  keinen  Nutzen  gebracht  hat,  aber  nicht 
dämm,  weil  es,  absolut  genommen,  unbrauchbar  ist,  sondern  nor 
darnm,  weil  man  es  zu  Zwecken,  zu  welchen  es  brauchbar  ist, 
nicht  verwendete,  und  hieraus  fliesst  wieder  eine  besondere  Er> 
mahnung  an  den  Wissenschaftsforscher,  über  eine  Methode  un- 
mittelbar den  Stab  nicht  zu  brechen,  weil  sie  zu  einem  bestimmten 
Zwecke  sich  nicht  verwenden  lässt,  sondern  vielmehr  auf  die  Ur- 
sache dieser  NichtVerwendbarkeit  zurückzugehen  und,  darauf  ge* 
stützt,  die  Frage  zu  stellen,  ob  sie  vielleicht  zu  anderen  Zwecken 
und  unter  anderen  Umständen  sich  als  tauglicher  erweisen  könne. 

Nun  weiss  man,  dass,  wiewohl  die  Mac-Laurin'scbe  For* 
roel  im  Allgemeinen  immer  und  jede  Funktion  zu  geben  geeignet 
ist,  dies  doch  eine  Ausnahme  erleide  bei  gewissen  Funktionen 
nnd  far  gewisse  Werthe  von  a,  fSr  welche  dieselben  stetig  sa 
sein  aufboren.  Würde  es  sich  daher  in  gewissen  Fällen  heraus- 
stellen, dass  die  auf  die  Mac  -  L  aurin 'sehe  Formel  gegrün- 
dete Integrationsmetbode  zur  Ermittelung  des  Integrales  HSr  ein 
gewisses  a  nicht  zureiche,  so  liegt  auch  der  Schluss  nahe,  dass 
dieses  Integral  nothwendig  einen  ßir  ;r  =  o  nnstetig  werdenden 
Bestandtheil  in  sich  schliessen  muss,  und  dies  würde  nun  eine 
Eigenschaft  sein ,  welche  diesen  Bestandtheil  vor  den  übrigen  her- 
ausbebt und  nach  der  Natur  der  unstetig  machenden  GrHsse  zu 
fragen  veranlasst.  Man  fragt  also  in  einem  solchen  Falle  s  ist  die 
unstetig  machende  Ursache  ein  Nenner,  wie  (.r  — o)'^,  und  sagt, 
wenn  das  ist,  so  wird  die  Befreiung  des  Integrales  von  diesem 
Nenner  es  unmittelbar  unter  die  Herrschaft  der  Mac*Laurin- 
sehen  Formel  zurückf&hren  müssen,  oder  ist  die  unstetig  machende 
Ursache  ein  Bestandtheil,  wie  1og(i:  —  ik),  dann  wird  die  Sonde- 
rung dieses  logarithmischen  Faktors  zu  demselben  Ziele  fthren. 
Die  von  mir  eingeleiteten  Untersuchungen  haben  gezeigt,  dass 
beides  der  Fall  sein  kSnne  dann,  wenn  die  Differenz  x^a,  nach 
welcher  das  Integral  aufsteigend  entwickelt  werden  soll,  als  Fak- 
tor des  ersten  CoefBdenten  der  von  Brüchen  befreiten  linearen 
Differentialgleichung  erscheint,  d.  h.  vrenn  die  Differentialgleicirang 
auf  die  Form  gebracht  ist: 


P9i%vni:   OHer  die  hUe§rmiim 

in  der  die  CoefBcienten  Xn»  Xn^u  JT«.!,....  Xi,  Xq  algebraische 
und  ganze  Fnnlctionen  von  x  sind»  und  wenn  Xn  den  Faictor  x—a 
ein  oder  melirere  Mal  besitzt.  Das  wirlcliche  Integriren  in  Reiben- 
form  ist  wohl  so  ausserordentlich  einfach,  dass  es  kaum  einer 
Exposition  bedarf.  Nicht  gar  so  gut  einzusehen  sind  aber  die 
dasselbe  begleitenden  analytischen  Kunstgriffe  und  dann ,  was  sich 
daran  schliesst  Ich  werde  sie  hier  in  den  speciellsten  Fällen  an- 
geben, jedoch  ohne  Beweis»  welchen  letzteren  der  Leser  noth* 
wendigerweise  in  meinem  grosseren  Werke  aufzasuchen  haben 
würd.  Ich  nehme  den  am  allerhäuGgsten  vorkommenden  Fall  an» 
dass  Xn  einen  einzigen  Faktor  x  —  a  besitze.  Der  nSchste 
Schluss,  den  der  Rechner  aus  diesem  Umstände  zieht»  ist»  dass 
ein  einziges  partikuläres  Integral  und  nicht  mehr  vorhanden  sei» 
welches  ^t  x^a  in  den  Ausnahmezustand  des  Unstetigwerdens 
geräth»  und  zwar  zunächst  darch  das  Vorhandensein  eines  Divi* 
sors  (o;— «)*»  allwo  k  den  leicht  berechenbaren  Werth 

(2)  *=^_„+l 

hat»  unter  Xn-i  und  X«'  analog  der  frfiher  eingeführten  Beieeich- 

dXm 

irangsweise  dasjenige  verstanden »   was  aus  Xn-^i  und  Xn  =  •^~ 

wird»  wenn  man  x  durch  a  ersetzt.  Und  so  lange  der  Exponent 
M  nach  dieser  Formel  nicht  in  eine  ganze  Zahl  übergeht» 
gleichgiltig  ob  positiv  oder  negativ»  wird  immer  die  Sond^rung 
dieses  Nenners  hinreichen»  um  das  partikuläre  Integral  seinem 
Jkusnahmszustande  zu  entreissen  und  in  Reihenform  darstellbar 
zu  machen.  Anders  verhält  sich  jedoch  die  Sache  in  den  gar 
nicht  seltenen  Fällen»  wo  k  in  eine  ganze»  entweder  negative 
oder  positive  Zahl  übergeht.  Der  Faktor  x — a  des  ersten  Coef- 
ficienten  hurt  zwar  auch  dann  nicht  auf»  im  ersten  Falle  auf  ein 
partikuläres  Integral  mit  einem  Faktor  (x  — a)^,  im  zweiten  mit 
einem  Divisor  {x — a)*  hinzudeuten»  er  gibt  aber  noch  überdies 
.Zeugniss  von  einer  im  Integrale  vorkommenden  logarithmischen 
Transcendenten »  namentlich  log(j; — a)»  die  auf  eine  andere  Weise 
im  ersten  und  wieder  auf  eine  andere  Weise  im  zweiten  Falle 
erscheint.  Ist  nämlich  £=  —  h  eine  ganze  negative  Zahl,  so 
ezistirt  ein  einziges  partikuläres  Integral  mit  dem  Faktor  (x — a)*, 
welches  der  Reihenentwickelung  vermittelst  der  Mac-Laurin- 
schen  Formel  gar  nicht  wiederstrebt»  nur  dass  diese  ordnungs- 
missig  A  an  der  Zahl  derNall  gleiche  Anfangsglieder  haben  wird; 
aber  dieses  eine  partikuläre  Integral  entzieht  alle  übrigen»  n — 1 


an  der  ZahU  der  Uerrscbaft  der  Mac-La«riii'«cbeo  Formel» 
jedoch  erst  toiii  Aten  Gliede  angefangeD,  and  swar  darum «  weU 
es  in  alle  einen  Bestandtheil  wie  {x — a)*.z. log (.Or-^-c^)  wirfl; 
all  wo  {x  —  a)^,z  ßir  sich  ein  partikuläres  Integral ,  und  zwar  das 
eben  erwähnte»  einzige  entwickelbare  vorstellt.  Im  letzten  Falle 
endlich 9  wo  k  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  verhält  sich  die  Sache 
wieder  anders  und  gewissermassen  umgekehrt.  Es  existitt  näm- 
lich ein  einziges  partikuläres  Integral  mit  dem  Nenner  (:p»— o)^ 
und  dieses  vermag  weder  unmittelbar,  noch  nach  geschehener 
Sonderung  dieses  Nenners  in  Reihenform  berechnet  zu  werden, 
weil  es  nebst  diesem  Nenner  noch  die  Transcendente  log(:e — a), 
und  zwar  in  n  —  1  verschiedenen  Gliedern  enthält.  Qie  übrigen 
partikulären  Integrale«  n  — l  an  der  Zahl,  aber  sind  anmittelbar 
darstellbar  in  Reihenforni.  Diese  drei  hier  aufgezählten  Fälle  er- 
fordern je  eine  andere  Behandlung.  Ist  nämlich  erstens  k  keim 
ganze  Zahl  und  auch  keine  solche  Funktion  der  in  der  Differenz 
tialgleichung  erscheinenden  Parameter,  dass  es  gelegentlich  in 
eine  ganze  Zahl  übergehen  kann,  *so  föngt  man  damit  tan«  die 
Differentialgleichung  nach  der  oben  angedeuteten  Methode  In  Keihen- 
form  zu  iotegriren,   das  System  von  Gleichungen: 

aufstellend.    Diese  Gleichungen  sind  hier  speciell : 

(3) 
P  =X»y(«)+X«_iy(— i)+X._ay("-«)+....+Xiy'+X«y=0, 

P'  =  X«y<H-»)-|.Xi^,ny(")  +  X,-«  >  y<— »)-h..+Xo  i  y 


«^i1yw  +  Ä«_«  >yt"-»>+...+Äo  1 
+X.'    3       +X,_i'>  +Xi'i    +Xo'y=Ol 

P*=X«y(»+«)+  X,_i  ^y(»+»)+  X.-1  \  yW+... 

+2X,'   3  +'iX._i'(  +2X0'!/ 

+  X«''    )  +X,»5+Xo''y=aO 


In  ihnen  allen  Tcrschwindet  gegenwirtig  das  erste,;  mitt  den  Fa|(r 
tor  Xa  verbandene  Glied,  weil  o;— «  ei»  MnUiplicator  tob  jj^ 
ist  In  Folge  dessen  bestimmt  die  erste  Gleichung  nicht  w^ 
sonst  y(">,  sondern  y("-*)  in  linearer  Funktion  der  y,  y',....y<»-^# 
welche  letzteren  man  als  Integrationsconstanteq,  n-rl  an  der  Zahl, 
aolbssen  kann.  Darauf  gibt  die  zweite  y(")  als  nach  eben  dieaei^ 
n— 1  Constanten  linearen .  AiiMdmck.    Die  folgende  dritte  lieCert 


SI9  FH***lf   enter  äh  MIefMMm 

•bemo  yWJ)  n.  s.  w.  und  e»  sisd  die««  flh>  y<"-*',  yW,  y(»f »>,_,. 
gewonnenen  AoadrSeke  beiieMfeb  gebraoben  durch  die  Prodakt» 
Mn,  Ml,  Mf^t....,  die  gegelien  sind  doreb  die  Gleiebnngen: 

llo3sXa-i, 

M,=X,_i(X._i + X.')  (X».i + 2X.'), 


Mr= X,_i(X,_i  +  X«')  (X._i  +  2X«') ....  (Xi»-i  +  rX,'), 


wd  pivuDt  man  an,  daes  der  seiner  linearen  Form  nach  bdnwite 
Wertb  von  y(«4«^i)  anagedrflcM  wttrde»  wie  folgt) 

y(»K-»)= jl  {[ft  rJy+Cl.rly'  + ....  +  [n-2,  r]y(-«>}, 

so  siebt  offenbar  der  auf  diesem  Wege  gewonnene  und  nach  den 
K— .1  Constanten  geordnete  Werth  von  y  folgendermaaasen  aus: 


»= 


+ 


.t,rO.O]   (a>-a)—       [0,1](^-«)»  , 

yl*+Tä7l... .(«-!)+  Ml     l....n+— J 

.   /         >  ri  .  [1.0]   fa-g)«-«   .  [1,  l](a;-a)-^  .     , 


-»•y*"""-<*-^>*"i_i....(n.^2) + *^n5i;r—  i.:..(n-i) 

fn-2.1]  (X-«)«  -1 

+      M,        l....n  +-.r 

und  stellt  ein  Integral  der  Differentialgleiebung  der  nten  Ordmng 
■rit  n — 1  Constanten,  folglich  kein  allgemeines  dar,  sondern  eis 
durch  den  Zusatz  von  noch  einem  einzigen  GenQge  leistenden 
Werthe  mit  einer  einzigen  Constante  zu  TerTollstSndigendea.  '  Om 
sa  diesem  einen  Werthe  zu  gelangen,  befreit  man  von  dem  Ren* 
ner  («—«)*,  der  Ihm  anhRngt,  vermittelst  der  EinAhmn{f  etner 
neaen  Terfederfleben  t  anstatt  y  dorch  die  Sobstttatient 
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und  wird  eine  neue  DiiFerentialgleichang  erhalten ,  aus  welcher 
auf  dem  betretenen  Weg^  dieses  eine  partikulfire  Integral  ohne 
Anstand  tn.  haben  Ist  Es  kann  noch  bemerkt  werden,  dass  die- 
ses  Verfahren  gelegentlich  mit  einigen  Modifikationen  anch  dann 
noch  zu  einem  Integrale  mit  n  —  1  Constanten  f&hre»  wenn  k  swar 
eine  ganze  negative  Zahl,  aber  eine  solche  ist,  deren  numerischer 
Werth  unter  der  Ordnungszahl  n  der  Differentialgleicbung  liegt 
Wir  bieten  ein  einsiges  Beispiel  in  der  DUEirentlalgleichang : 

(4)  Pi=^^3f/^^yc=0. 

Es  ist  hier:  Xn^x^  jtii-.i=:0,  nb=4;  folglich  hat  man  kraft 
der  Formel  (2):  A:=— 3.  Es  deutet  dies  auf  ein  in  Relheoform 
darstellbares  Integral  mit  dem' Faktor  aei^  und  auf  einen  Bestand- 
theil  des  allgemeinen  Integrales  mit  dem  Faktor  x^  \ogx.  Bin 
partikuläres  Integral  mit  drei  Constanten  lässt  sich  hier  frei  vom 
dem  logx  und  folglich  in  Reihenform  aufsteigend  nach  x  geord* 
net  darstellen;  das  allgemeine  mit  vier  Constanten  versehene  In* 
tegral  jedoch  vermag  diesem  nidit  Wir  gewinnen  hier  auf  dem 
Wege  der  Dif erentiatlon : 


P(r)sB  ir.yCN-«)  ^  ry<«4*»^y('') ; 
•edann  durch  NnlisetMi  den  a  niid  nachhange  Auflösung; 

y=0.    y'^-rry'.  ^^    =|a  y'''=Jy". 

yFi/«}y'.  yP/H^^y»,        y«=^/», 

3.6.9^ 


SIS  P«ju$0mi.'  Mttr  me  iiutfrtutö» 

Hier  laMen  sich  also  die  y' .  y' ,  y*  als  drei  IntegrationscoD» 
stanten  betrachten,  und  es  gibt  die  Mac-Laurin'sche  Fonael 
das  nach  diesen  drei  Konstanten  geordnete  Integral : 

.  _»  ipi .  1  1  . .  1   ^    « .  *     1    «       t 

+ y^-^  Lsi + «a*^ + 9!  •  o-*  +  ß!  •  OTQ*  +  •  ••  J- 

Es  ist  aber,  da  ihm  eine  Constaote  fehlt,  nicht  das  aligemeiiie» 
Qod  es  ist  unerifisslich ,  um  das  letztere  gleichfalls  io  Reihenfonn 
zu  erhalten,  der Einfilhrang  von  zwei  neuen  Veränderlichen»  etwa 
z  und  tf  anstatt  der  einen  ^  Toranzuschicken  hier  durch  die  Sub- 
stitution : 

.  Sie  gilt  speciell  flir  die  Gleichung  (4)  und  Ist  als  ein  specieller 
Fall  enthalten  in  der  ffir  die  allgemeine  DiiFerentialgleichung  (I) 
mit  einem  einzigen  Faktor  x  —  a  im  ersten  Coefficienten  Xu  f&r 
den  Fall  giltigen,  dass  £  =  —  h  eine  ganze  negative  Zahl  ist; 
nämlich : 

(5)  y  =  2  +  M(jr— a)*log(a:— a), 

allwo  A=n — 1 — yr"  ist. 

Vermöge  dieser  Substitution  geht  jedesmal  das  Gleichungs- 
polynom über  in  ein  Aggregat  aus  zwei  Bestandtheilen,  einem 
mit  dem  Faktor  log(j?  — o)  versehenen  und  einem  anderen,  der 
davon  frei  ist,  d.  h.  die  Gleichung  wird  die  Form  annehmen : 

P+Qlog(Ä— a)=0, 

und  muss  durch  schickliche  Werthe  von  z  und  ii  in  Reihenfonn 
erfüllt  werden.    Man  denkt  sich  also: 

(x  —  «)' 
tf  =u+u'(a:— a)  +  U*'  •     i"2"  "*" ""' 

P=P+P'(a;-«) + P^ .  ^2— +  ••- 
.         Q=Q+Q'(:r-.«)+Q''.^|^  + 


•••• , 
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and  hat  Mir  Bestimmiuig  der  GoifficioDten  der  flir  t  irad  »  aoge- 
ncMomeoeD  Reihen  die  xirei  Systeme  tod  lineftreo  GleielniBge»s 

p=P'=P^=....=:0,    Q=Q'=Q»  =  ....  =  0. 

Dies  i«t  der  aUgemeine  Weg.  In  unserem  gegenwärtig  erkijssenen 
Beispiele  aber  sind  die  zwei  Gleichungen,  in  welche  die  trans- 
formirte  zerßLilt,  wie  man  sich  durch  eine  leichte  Rechnung  ohne 
Hflhe  fiberseugt: 

Hieraus  gewinnt  man  durch  DiiFerentiation : 
P'=«.i^+*i^— i'+4r».i«^^+4ar«.ii«+1(Mar.i«''+50.ii', 


Nun  setzen  wir  jr  =  0  und  erhalten  so  aus  der  P=:0  alsogleidi 
die  P=:  — z-|-6u=0,  woraus 

herTorgeht.    Hierauf  gibt  die  Q=:0  unmittelbar 

u'=0. 

Dann  erhalten  wir  aus  der  P'=0  die  P' =  e''^— a'  +  60u'=0, 

welche 

*^^=z' 

liefert.    Dann  kommt  die  0^=0  an  die  Reihe  und  bestimmt 

u^'ssO, 

und  so  geben  der  Reihe  nach  die  P''  =  Q^  =  P«^=  Q«»= ....  =0 
beziehiich  die  nachfolgenden  Cotfdficientenwerthe: 

«WJ:— L'    0^=0    «WiJ— Ju.»    «ri—.^--.    -/X— J-,*    ^^^Sb 
X     __^z  ,  u  -o,  1       -5^«  ,  n     -9,3  gs.  X  '-jgz  -  9|3,e«« 


Tli»ll  XIVUl.  II 


SM  ^itiM9mi^  V$ä§r  M  jmtgfmShM 

.  Ava  fenen  hildet  sieb  miiiftch«!  »vmdum  iMtenfimi^  idini- 
•bar  40r  fal^eode»  Mich  dm  vi«r  frlilkCbrlicbeo  Omaftuäm  m^  ^^ 
%",  s^  goordoete  Wtrtb  von  y  oder  das  allgetaaiDe  lotegral: 

928         65701  1      1  jr*    1   :r* 

...  t 
1    ar»       1     JT*        1        ar«  1         jp»  . 

1      1   :r»      1     «•       1       a?«  1         j?» 

+  '^-^4+g!  T  +  aO  +  IT!  2XlB  +  T4!-*l5.8.li  +  --< 

l        1    ;r'    1     :r^       1        x^        1         :r^* 
+  '^'''JO  +  S!¥+ä"0  +  l2f'r675+lM"3:6.9.12+*'' 

Hier  hat  nun  das  erste  der  Tier  partikalären  Integrale  einen 
logarithmischen  Bestandtheil.  Dies  ist  aber  nur  ein  diesem  Bei- 
spiele angehöriger  sehr  specieller  Fall«  und  es  ist  sehr  leicht  ^n- 
auseben^  dass  Im  Allgemeinen  alle  partikulären'' Integrale  bis  auf 
eines  — r  d^  letzte  nftmlich  —  diesen  logarithmiscben  Bestand- 
theil tragen  werden,  jedoch  wird  er  bei  ihnen  bis  auf  einen  con- 
stanten  Faktor  derselbe  sein.  Die  Reihe,  mit  der  logj?  überall 
multiplicirt  erscheint,  ist  aber  selbst  ein  partikuläres  Integral^ 
ebsn  d/ieaeB  letzte  nämlich.  Alle  Reiben  aber.,  aus  welchen  y  au- 
sammengesetzt  ist,  erfreuen  sich  einer  unbegrenzten  Convergena 
gerade  wie  die  für  die  Exponeniielle  e*  för  beliebige  Werthe  der 
Variablen  x,  nach  welcher  sie  geordnet  sind.  Dieser  Convergena 
sufolge  lässt  aber  dies  gefundene  Integral  an  Braachbarkoit  ^r 
ferneren  Diskussion  kaum  noch  etwas  zu  wünschen  fibrig,  weil 
es  durchaus  nicht  schwer  ist,  aHe  Eigenschaften  seiner  Bestand- 
ibeile;  Maximum»,  Minimum-  und  Nullwerthe  mit  samtat  dem. 
sugehurigen  a:  aufzufinden  und  sich  dieselben  so  mit  beliebigar 
Genauigkeit  geometrisch  construirt  vor  Augen  zu  führen.  Einer 
solchen  Convergenz  begegnet  man  im  Allgemeinen  nur,  wenn  inan 
nach  aufsteigenden  Potenzen  der  Faktoren  des  ersten  Co^fBcien* 
ten  der  Differentialgleichung  entwickelt,  wo  man  dann  zu  gleicher 
Zeit  auch  die  in  den  Integralen  allenfalls  vorhandeaea  logarHhmi» 
schen  Transcendenten  entdeckt,  während  sieh  wieder  ans  Am 
Vorkommen  oder  Nichtvorkommen  eines  solchen  Logarithmus  und 
der  Gestalt«  in  welcher  er  erscheint,  die  ferneren  erspriesslichen 
Schritte  dem  Rechner  kund  geben,  indem  sie  ihn  in  Stand  setzen, 
au  beuTtheilen,  welche  der  übrigen  Integrationsmethoden  laan 
aUeafaUs  noch  anwenden  kSnne,  um  die  möglichst  Tollständige 
Kenntniss  aller  Eigenschaften  des  integrales  zu  erringen. 


der  Mmn»  OitTermUalsleMmm^'  Hl 

'  bt  der  4hrdi  die  (2)  gegebene  Werth  foq  Jk«  gans  mmI  p«i 
•IHip^  htomit  «kr  euaiges  partiknlirefl  lAt«gt»|.mit  dam  Binoot 
(jr*^tt)*  aadciitmid,  sa  ist  auch  mr  in  dieaem  «iaiigen  Intogsaki 
lebst  dem  ooch  eie  anstetig  machender  BestandtheU  mit  log(.«*-a> 
eadialteii»  aod  mao  kann  sich  die  fibrigeo  n-— 1  partilEiilJbreii  Idte* 
grale  mittelst  der  Mae^Laurin'scheo  Formel  genau  so  verschaff 
fen»  wie  in  dem  eben  erledigten  Beispiele.  Cm  jedoch  das  all* 
geiMiae  Integral  zn  finden  durch  einen  einten  Becbonngsaht, 
ist  es  wieder  nothwendig,  die  Einfubning  zweier  neuen  VerindeN 
Ikli^n  dem  Integriren  vorangehen  au  lassen,  abor.  nicht  dorck  dsa 
Substitution  (5),  sondern  vielmehr  durch  die  folgende  von  ihr 
verschiedene : 

(6)  ^=(^^175)* +»*®«(^— «)• 

• 
Alle  diese  Vorschriften  beziehen  sich  auf  den  Fall,  dass  der 

erste  Co^fficient  der  Differentialgleichung  nur  mit  einem  einzigen 
Paktor  :r—- tf  versehen  ist.  W&ren  dagegen  solcher  Faktorea 
mehrere  vorhanden,  dann  richtet  sich  die  Form  des  Integrale» 
nach  Gomplidrterett  Regeln,  und  man  hat  In  derselbeD  als  «aste«' 
tig  machende  Bestandtheile  bald  Exponentialgrössen,  bald  Fakto«^ 
ren  oder  Divisoren,  bald  solche  vnd  Logarlthroira  «ugleich  anau^ 
sehen,  welche  letzteren  dann  auch  in  höheren  Potensen  mit  ganseis 
und  positiven  Exponenten  zu  erscheinen  vermögen«  Diese  Regehi 
gehören  der  Formenlebve  an  und  sind  etwas  von  der  Infegrations*« 
melhode  TöHlg  Geschiedenes,  und  wenn  die  letztere  sich  i»  ihrer 
Anlage  als  Susserst  einfach  andeutet,  so  nöthigen  dagegen  dl» 
Vorschriften  der  Formenlehre  im  Allgemeinen  zu  viel  .jcomplicir- 
teren  Betrachtungen,  gerade  wie  in  der  aifgemeineri  Theorie  der 
algebraischen  Gleichungen  auch.  Das  Integriren  selbst  ist  leicht, 
das  Wissen  jedoch,  wie  man  es  einzuleiten  hat,  ist  schwieriger« 


II. 

I 

Das   asymptotische   Integriren. 

Diese  zweite  Integrationsmethode  ist  die  wichtigste  von  atleV» 
well  die  lichUolIsfe.  Sie  gibt  das  Integral  gewtthnliöh  als  Produkt 
aüif  zwei  Faktorei,  denen  ganz  veischiedene  analytische  und  geo- 
metrische Cigenscliäften  zukommen.  Der  erste  hat  eine  Expo- 
nentialgrösse  zur  Grenze,  und  somit  geometrisch  conströirt  eine' 
exponentielle  Curve  zur  Asymptote;  der  zweite  convergirt  beim 
fortwährenden  Wachsen  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  gegen 

ai* 
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eine  gevriiise  Potoni  von  x,  hat  also,  geomotriadi-.coDatraivC;  zur 
Asymptote  eine  algebrauGhe  Cnire.  .Der  erste  geht  mitnnterliber 
hl  eine  periodische  Funktion,  der  zweite  nie.  Sie.  heisst  danm 
die  asymptotische,  weil  sie  die  partilculären  Integrale  in  ihre  swel 
milltiplicatiTen  Bestandtheile  zerlegt,  denen  Asymptoten  verteUe-t 
dener  Gattnng:  exponentielle-  nod  algebraische,  angehOrenw  Dieser 
Methode  4eB  Integrirens  fQgen  sich  wohl  alle  Differentialgfelchaii- 
gen,  einige  unmittelbar ,  andere  aber  erst  nach  vorhergegangener 
ein-  oder  zweimaliger  Transformation.  Diejeoigen,  denen  man 
unmittelbar  vermittelst  derselben  das  allgemeioe  Integral  entring 
sind  die  in  folgender  Form  enthaltenen: 

(7) 

d»  h.  mit  CoSfficienten,  die  sftmmtlich  ein  und  dieselbe  Gcad* 
zahl  nt  bieten.  Es  leidet  dies  jedoch  mannigfache  Ausmihfoen, 
welche  zum  Theile  aus  der  folgenden  Exposition  sich  von.  selbst 
eigeben  werden,  zum  Theile  jedoch  in  Auseinandersetzungen 
verwickeln  wflrden ,  die  nicht  hieher  geh5ren.  Ich  will  die  Grund- 
sQge  dieser^  Methode,  die  el>enfaUs  ausserordentlich  einfach  .  ist» 
so  wie  die  frühere,  wenn,  man  sie  einmal  richtig  vorbereitet  halU 
hier  nur  in  Bezug  auf  diejenigen  DiiFerentiaJgleichungen  darstelIeD, 
die  der  nten  Ordnung  angeboren  und  Coöfficienten  des  ersten.  :wiid 
snreiten  Grades  bieten. 

Es  sei  also  zuvorderst  gegeben  ietls  zu  integrirende  DUie'ren- 
tialgleichung: 

(8) -       . 

(iwr +6,)y(»)  +(a»-iar+6i,-i)y(»-»)+....+(atÄ+6,)y'  +(«0^?  +  bo)ff=ß. 

Gemäss  den  Vorschriften  der  Formenlehre  erschliessen  wir  in 
dieser  Gleichung  n  partikuläre  Integrale  in  der  Form: 

(9)  e^'.Q, 

unter  Q  eine  Funktion  von  x  verstanden,  die,  ähnlich  den  alge- 
braischen Funktionen  beim  fortwährenden  Wachsen  von  x,  gegen 
eine  gewisse  Potenz  von  x  convergirt  Auf  diese  Kenntniss  ge- 
stfitzt,  nehmen  wir  einen  ihr  Genüge  leistenden  Werth  an  in  ^er 
hiermit  übereinstimmenden  Gestalt: 

(10)  3f  =  ^[e«W1l., 


dm^  Unearek  DHTer^fUtaipielektmfftn.  SIT 

in  welchem  h  einen  constanten  DifferentiaÜbniiiidte,  TF.  eiie 
Punktion  von  ti,  die  kein  x  in  sich  enthält,  mid  a  eine  gleich- 
falls von  X  unabhängige  Constante  andeutet,  die  nach  'geschehe- 
ner Amaliger  Differentiation  anstatt  u  gesetzt  werden  muss,  und 
es  sich  offenbar  darum  handelt,  durch  scfaicicfiche  Wbhl  dieser 
CrrOssen  die  Differentialgleichung  identisch  zu  machen.  Wir  sub- 
stifuiren  demnach  den  angenommenen  Ausdrüdi:  (10)  in  dieselbe 
und  bemerken,  dass,   weif  man  allgemein  Rlr  jedes  r  hat: 

1 

das  Substitutionsresultat  so  aussehe: 

^[(ü,a:+D;,)e«'H']|,=0. 


löit  den  Werthent 


/ 


Dj  =  a«a»  +  Ofi-itt«-*  +  ....+flii«  +  flo, 

Führen  wir  hier  die  Amalige  Differentiation  nach  u  mit  Hilfe  der 
Formel  durch,  die  wir  fOr  den  Amaligön  Differentialquetienten  des 
Produktes  PQ  besitzen,  nämlich: 


i; 


^[PQ)=PC)  +  (;)P(-«)Q'+Q)P«-«)Q'+...., 


»  I 


indem  wir  6*"  als  ersten  und  Ui  Wx  -|-  Üq  W  als  zweiten  Faktor 
auffassen,  denken  wir  uns  sodann  a  anstatt  u  substituirt  und  be- 
zeichnen allgemein  dasjenige,  was  aus  irgend  einem  rten  Diffe- 
rentialquotienten  des  Produktes  üoW  oder  C7|IF  durch  die  Sub- 
stitution a  wird,  durch  (UoW)(0  oder  (UiW)(>-),  wobei  jedoch 
wohl  zu  merken  ist,  dass  hier  die  Substitution  nach  der  rmaligen 
Oilerentiatiovii' atfsgefidiTt  gedacht  wirdooA  nicht»  imgekehrt; 
oidneti  ipi^it  «wdHdi  diisReiBttItat  nach'*  absteigenden  Potenaen'  Ten 
x'y  so  liegt  dan»  folgende,  durch  sehicklicbe  WahlVenA,  »fFmd 
a  identisch  zu  machende  Gleichung  vor: 


»8 
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•I  ■  .     I   •. 


*.*[(0#W)'+^^(ü,W)-] 


+  «**••  ^Xt^^  [(DoW)'+^(üiWr) 


+  «»-'. ^^^'^^i^tl)  [(üoW)(r)  +  J={(Ü,W)('+»)] 


\  •  A  ••••  r 


-' '  *1*.7.^!;(; +7faoW)(^ti)4.^^  (O.  W)(r»D] 


waa  flir  beliebige  a;  düt  dann  mOglich  iat,  wenn  die  Coiffideaten 
der  verachiedenea*PoteoseD  dieaer  Variablen  je  für  eich  glticb 
Null  werden.  Man  erhält  also  folgende  Reibe  von  Beatimmungs- 
gleichangen : 


(II) 


üiW=0 
üoW  +  *(üiW)'=0 

(üoW)'  +  ^(üiW)'  =:  0 

(üoW)''+i^(ü,wr=o 


(üoW)w+Jqri(üiW)^f» 

(üoW)f+»)  +^=p^  (üiW)C^ 


=0 


0 


Der  «raten  vim  ifanen  kann  Geoflge  geleiatet  werden  dorch  iNril» 
werden  Fon  Ui  oder  von  W;  da  aber  Letateraa  unatatthaft  hk 
weil  fie  entwickelt  geaehriebene  aweite ,  cL  h,  die 

dann  anch  WsO,  die  darauf  folgende  W^  =  0  u.  a.  w.  Ihr  In- 


bigfit  aktt  IFssOUefeni  wfirde,  waa  Mch  y^OttadbC,  UM 
•bo  diBfditg»  eine*  Gendge  leisteodeii  Werlb  ettheiM»   dei' 
kein  partü^aläres  lotegrai  ist»  so  bleibt  ans  nor  übrig: 

(12)  Üi=a««»  +  a,»«i«^-»+....+aia  +  ao  =  0 
aoaanebmeDs  nnd  die  zweite»  die  jetzt  in  die  einfachera 

übei^ehty   zur  Bestimmung  von  h  zu  benfitzen.    Sie  Uefaits 

(13)  *  =  -^' 


und  da  die.  U|?=0  eine  algeliraische  Gleichung  des  ntev  Grades 
ist«,  (fie  In  der  Regel  s  von  einander  verschiedene  Wiirzels 
«^»  o^»....Oii  beaitzen  wird,  so  gewinnt  man  ihnem  entsprechend 
auch  in  der  Regel,  und  naroentlicli  so  lange,  als  es  keine  gl^ 
eben  Wurzeln  a  gibt«  und  der  Co^fBcient  On  von  der  Null  ver- 
schieden bleibt,  fi  verschiedene  und  zwar  endliche  Weithe  fflr  k, 
die  dann  olFenb^r  n  verschiedenen  'partikulären  Integralen  ange- 
boren, so  dass  eigentlich  durch  eine  und  dieselbe  Rechnung  und 
nur  mittelst  der  n  Substitutionen  von  »j,,  a^  Ot,**- «lu  alsog^iqh 
das  allgemeine  Integral  erhalten  wird. 

MAchdem  wir  gesehen  haben ,  dasir  die  ersten  beiden  der  IM* 
stinmmifgsgleicbnngeD'  (II)  die  Wertbe  von  a  und  h  gebeert  eilf- 
wiekel»  wir  die  dritte.     Sie  ist: 

(üo'+^ü|-^w+(üo+(*-i)üi')W'  +  ^OiW^=a 


Das  in  ihr  enthaltene  Glied  mit  W^  veiachwindet  wegen  das 
Faktors  Ui,  der  Co«fficient  von  W  geht  in  Folge  der  (13)  in  U|' 
Aber»  ist  somit  unter  der  gemachten  Voraussetzung  verschiedener 
Wurzeln  von  der  Null  verschieden,  daher  denn  diese  Gleichung 
jedesmal  W  bestimmt,  indem  sie  dafär  einen  dem  W  proportio- 
nalen Ausdruck  liefert.  Zar  Bestimmung  des  W  itolbttt  Ist  gar 
kein  Mittel  vorhanden,  es  spielt  daher  die  Rolle  einer  willkfihr- 
lichen  Coastante, '  oder  vielmehr  von  n  verschiedenen,  den  Sub- 
stitutionen «1,  o^,  ctg,...««»  angehorigen  Constanten.  Dass  nun 
dasselbe  mit  den  folgenden  Bestimmungsgleichnngen  in  derselben 
Weise  der  Fall  sei,  davon  belehrt  uns  die  allgemeine  unter  ihnen, 
die  von  dem  Verschwindei  des  Co($fficienten  von  a^^  spricht, 
nämlich  die 

(tJoW)!^)  +  J=^  (üiW)(rM)  =0. 
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Die  hSobatw  in  ihr  vorkomBiendeB  DUEnreotiftlqaotieDtMi-  fiM:  W 
iind  der  rte  and  <r-|-l>ite ;  die  in  iboen  gehörigen  Ce^fBdenten 
•her  ofenbar: 

•  üo  +  (A-.r)U,',.  ^U,. 

Eniterer  geht,  termOge  der  (13),  über  in  it»  von  Null  verschito- 
dene  — rVi',   der  andere  ist  gleich  Null* 

Die  Gleichung  dient  also  bei  dem  Hinansfallen  von  W<'''l'^) 
snr  Bestimninng  von  W<>').  Man  sieht  daher,  dass  die  Gleiehon- 
gen  (11),  von  der  dritten  angefangen,  der  Reihe  nach  W,  W^,.... 
....WC''),  V/irW  geben,  und  zwar  jedesmal  vermittelst  einer 
Division  durch  Ui'.  Man  wird  also  filr  diese  GrSsse  der  Reihe 
nach  dem  willkührlichen  W  proportionale,  beziehlich  durch 
Ü]^,  üi'*,  ....Ui'''  gebrochene,  somit  endliche  AnsdHVcke  erhid^ 
ton,'  'uh8  da  der  in  entwickelter  Form  hingestellte  angenommene 
Werfli'vdn  y  auch  so  aussteht: 

Üö  sind  in  demsdhen  alle  Codfficienten  der  eingeklammerten,  nach 
absteigenden  Potenzen  von  sc  geordneten  Reihe  als  dem  W  pto- 
portionale  Ausdrücke  bekannt.  Dieses  W  erscheint  somit  als 
berausBusetaender  gemeinschaftlicher  Faktor,  und  statuirt  man  allge- 
mein fiir  den  Werth  cea«  das  Symbol :  W=W,  und  W(0=[«,r}W% 
so  ist  in  der  nachfolgenden  Formel  das  allgemeine  Integral  -der 
vorgelegten  Differentialgleichung  enthalten: 

(14) 
«    Wje«.«[a».+A,[l.l]«»i-»+(^)[l,2]a*.-«+.... 

+ W,««.'[j:». +ä,[A  1>».-»  +(^)  [2, 2]«».-«  + . . . . 


....+(^)[2,r]a».-' +  ....) 


+W.ev[«»«+Ä,[".  l]a*.-»+(^)[ii,2]«*,-«  +  .... 


••  +  (,)[n,r]«*«-'+....]. 
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+  ü»'  |-12BoV.'ü,'+«D.Ü/^aCe?I?,'«| 

«       ■  '  •     ;  .       '        •    ■         "t  .11.  %'.>,\,\\'t\      'illi 

Die  Ausdrflck»»' weiohe  mao  Ar  die  |tiifeioaodeTfolg|^deiiRciMie»T 
eeMfeieolen  eof  dieee  Weiea  gewinnt»  werden  swar  \vm9^.\pQfßT 
pHeirter,  deaiuiiigeachtet  aber  läeat  sieh  qieht  nar  eioß 
Regel  sowohl  Ihrer  rekarrenteoy  als  auch  independeoten 
aafstellen,  sondern  auch  eine  jede  der  Funktionen  W  in  geschlos- 
sener Form  angeben,  üies  kann  jedoch  am  gegenwärtigen  Orte 
nicht  geschehen»  weU:sonst  der  vorliegende' kleine J^hri|M^^er  In- 
tegrationsmethoden das  Schicksal  des  Hauptwerkes  hätte,  sich 
albvsehr  In's  BrtfAls  m  dehnen  und  somit  seinen  .Zweck  giUMi''9nd 
gar  verfehlen  wfirde.  >i  1   >^\:..s  ..i 

Ebenso  wenig  lassen  sic^  die  leajilreicfrcfii  AdcAsttpisflH 
rllhren,  in  welchen  man  durch  di«  eben  ausetiiarideifgeseme'fbtff- 
grationsmetiiQde  kein  allgemeines  tiitegral  mit  der  nötUwendigen 
Ansah!  wlllkührlicher  Conisianten  erhält.  Es  geschieht 'dies  ersWns 
dann»  wenn  die  Gleichung  (12)  in  a  gleiche  Wurzelb»  etwa'm  aib 
der  Zahl»  besitst,  ^nd  sweitens  dann»  wenn  sie  wegep  .dM^Ver^ 

Schwindens  der  in  ihr  ■  vorkomaienden  Anfangsco4tfficientjS|i ,  4«» 
Am^i,....,  etwa  m  an  der  Zahl»  einem  oMrigei^n»  sJ^t.^fMn  ippjbvii 
Grade  angehört.  Es  wfirde  aber  wenig  frommen»  hier  auch  nur 
zu  bemerkeii»  dass  uttsere  Integratjonsmetbode .  |n  selchen  FUlen 
partikuläre  Integrale»  m  an  der  Zahl»  darum  su  geben  verweigere» 
weil  sie  in  einer  anderen»  als  der  vorausg^setzt^tiJEvestait  erschei- 
nen.   Im  ersten  Falle  nämlich  in  der  ,Fonn : 

•  •  ■  \.  *\  1..,,' . .     *    .  // 

i  •:-•.•  »•II    •■     ■  ■;•  »1 


im  zweiten  Falle  aber  in  der  ähnlichen : 

zur  "«lii Ti*'  'i«iii 

denn    hieraus   erheUen  ^die  ferneren   Schritte    noch   keineswegs» 
welche  die  n  partikulären'  Tnlegrale  unter  die  Herrschaft  der  in 


Bidki  «Ühaidm  llklbo4#  lurilckflllimi«  «od  fiocUft  sie»  4««  «eharf» 
•iDDige  Leser»  iian  so  hat  er  eioen  Tbeil  der  Fornieolehre  ent- 
deckt  ond  so  von  «elbet  die  Uehenet^aeg  geVonneo,  daes  es 
durchaus  nicht  sordche.  Mos  Integrationsmethoden  za  besitzen, 
vnd  so  vreniger  zureiche,  je  mehr  man  deren  |wt,  weil  daen  na- 
tflrlich  die  Frage  entsteht,  welche  von  allen  den  ▼orhanAeien  In 
jedem  spedellen  Falle  den  Vorzug  verdiene,  und  das  zwar  wäkt 
oder>«l/läe  vorhereltekide  TiaiisforBiatton. 

Dte  ReiheD,  mm  Welcheii  -Aur  al%eMelne  Integral  (14)  hesteKt, 
Jnid  versehen  mit  Binomial-Co^fBcienten,  hahen  daher  gerade  wie 
die  Binomialformel  die  merkwürdige  Eigenschaft,  ahsubrechen, 
se  eft  der  nUt  A  heseichnete  Differentiafionsindez  in  ehe  ganze 
positive  Zahl  r  fibergeht  Dm  dttes  klar  einzusehen,  genügt  es 
Mldlt,  M  bemerken,  das«  die  späteren  Gliedet  dieser  Relbett» 
iföä  dem 


•%  > 


(4l)t»*'+n«»'--».W  =.,  (,*!i)w(-fi>;r*»-'-' 


• '   I 


InigeiuiHe«,  sfimmtUdi  den  versehwindtaden  Faktor  A— r  habcMb; 
es  muss  auch  noch  dargethan  werden,  dass  W(N^),  W^'^*^,,,... 
|(f)ine  QS.e]Qidlichen  Werthe  bekommen.  Dies  zeigt  aber  klar  die 
UnUtl^  der  Besitimmungsgleichungen  (II)«  die  zur  Bestimmung  von 
yi^(f4-^)  di^en  soll  4  aber  hierzu  nicht  verwendet  zu  werden  braucht, 
weil  sie  wegen  des  alten  Gliedern  zukommendep  t^aktora  R'-^r 
)n  eine  identische  (Übergebt 

Schreiten  wir  jeüst  zur  Integratlen  derjenigen  Uiisfential* 
gieichung,  dfe  auf  die  (8)^  deren  CeefBcieeieD  vom  ersieh  Grade 
Mhd,  «mächst  kommt,  die  nämlich  mit  qndratisehenGodfficiente*: 


•••  ■ 


(16)    (abaH^■f«»)Sr<^>•f(<>»-M*•t4|i^l«<^<iti-a)9»^*)4v 
-f*+(^^+l^^  +  Ci)/+(ao3:*-i:6oaf+CQ)y=0. 

Wir  entnehmen  auch  hier  den  Vorschriften  der  Formenlehre  einen 
Genfige  leistenden  Werth  in  der  Form : 

(17)  y=^[^iF]i«, 

und  erhalten  durch  Substitution  desselben  in  die  vorliegende  Glet- 
diung: 


allvro 

sind.  Durch  Eotwidcelung  dieses  SabsÜtutionsrssaltates  und  mit 
Hilfe  der  bereits  gebrauchten»  die  EinfiBbruDg  von  a  anstatt  »  an- 
deutenden Bezeichnung  gelangen  wir  sur  folgenden  identischen 
Gleidiung:  - 

+  «»  [üoW + A(ü,  W)'  +  ^^^  (Ü,W)»] 


+*\-'^**-»[(üoW)»  +  lji(üiWr 


■I  .1.     ..»Jf 


(18)  {    J.  y^    *  .  \  ,4-H.l  r  rtT.WVr^)  J.  *-*•  +  ' 


(r-l)  ''"^^  [(üoW)C-»)  +  ^-^(Ü,SV)(1 


0 


+ 7^^ *(öiW)*»«»] 

+      (r+I)(r+2)     (Ü«W)(^W] 


+  (r  + 1)  **"■*  i;(üoW)<'+»'+^^  (ü,  W)('+«) 


I ' 


+        (r+2)(r  +  3)        (U»W)<*Wn 


'■.•  s 


bei  der  die  CoMBcientea  der  rerscbiedenen  Petenaen  Fsm  x-jß 
tStt  sieh  der  NuU  gleloh  sein  mflsseot  die  denawoh  ta  UgmiB 
Bestimmungsgleichungen  serfiUlt:  ...i 


ü|W+IKÜ,W)'=0, 

üow  ^.  A(ü,  w)' ^  ^^^(ü,w)- =0. 

(OoW)'+  ^  (Ü,  Wr+  ^*~"3^y~^  (ü,W)'r«0^ 


Der  ersten  von  ihnen  kann  nur  dadurch  Genüge  geleistet  wer- 
dfp^^  daek  man:      '' 

nimmt»  nachdem,  in  Folge  dea  etwa  angenötnmenenj  W=rO  auch 
Wy  W^, ....  der  Null  gleich  werden  würden ,  was  ein  Verachwin- 
den  ¥01^  y  zur  Folge'  h&tte.  Die  sweite  bestimmt  dann  in  der 
Regel  den  Weftb  von  h\  da  sie  übergeht  in: 

(19)  üi+AÜ,'=0,   woraus  Ä  =  —  ft 


folgt. '  Da  Yiun  ajber  die  Ua^O^  alb  dem  nien  Grade  angehörend» 
gewöhnlich  ^  von  jeipander  verschiedene  Wurzeln  oti)  ob»....«« 
b^tttty  ab  lange  weni^tensi  als  a«  nicht  Null  ist;  so  hat  man, 
ihnen  entsprechend ,  auch  gewöhnlich  n  von  einander  v^schiedene 
Werthe  von  h^  die  offenbar  k  verschiedenen  parükiiläreq  Integra- 
len angeboren.  Die  dritte  liefert  jetzt  W  als  ^n^  dem  W  pro- 
portionalen Ausdruckj  qnd  zwar: 
}•*■'■■•■.» 

und  ebenso  wird  die'  darauf  folgende  vierte -W^  geben*  durch  W 
ailiged|rüclpt»  die  fllnfte  ku  W  führen;   und  fassen  wir  dndlich  die 

(OoW)('-i)  +^=^(ü,W)(r)  +  ^''~l^^^^~^^  (Ü,W)(r+l)  =  0 

14's«  Auge,  bemerklend,  dass  die  höchsten  in  derselbeiA  vorkokn- 
liood^n  DUTerentialquotlenten  von.  W>  nämlich  W(^  itAd  W(''4^i)) 
besiehlich  multiplicirt  erscheinen  mit: 


dmr  ämi&rm  Mf^fmmaiiUMmm^*  ÜB 


I  • 


r 


Faktoren, >on  wefched  der  erste  der'(19)  ztifblg^  gleich  •^(A^-r-fl)^«'» 
dersWeite  aber  gleich  Null  ist;  so  s^hetf  trir,  d^Sfir-sie,  die  dl« 
(r-f^Oie  an  der  Zahl  Ist,  zb  dem  Werthe  vt>n'W(1  MM^,  ünfd  die« 
zwar  vermittelst  einer  Division  durch  (A— r-f  1)^«'.  Da  dfiero  üi- 
folge  die  W,  W,  W^,....  eine  ähnliche  Division  durch  AU,', 
(A— 1)0,'»  (A— 2)U9',....  erheischen,  so  erscheinen  offenbar  die 
Wertbe  dieser  Grossen  in  Bruchform,  und  es  enth&lt  allgemein 
der  von.W(*')   den  Nenner: 


*(A— l).(A--2)....(A-r;+l)U,'% 


I. 


der  in  der  Regel  von  der  Null  verschieden  ist,  woraus  damk 
folgf,  dass  der  Werth  von  Wt«*)  ein  endlicher  sei.  |Die  Formelö: 
die  sich  früher  für  eine  Differentialgleicliung  mit '  Coiifficieäteii} 
wie  ax^hii  ergeben  haben,  bestehen  also  angeändeit'äacli  hl^r, 
nur  wenden  die  Werthe  vdn  W,  W, ....  arifete,  dtiröh  ändehi 
Glelchangeo  gegebene: 


!  ■     » 


w''=io^^07.[  ü.'»(üo'_3ü,';+2ü,-j 


.••:-'.+j3üglJl"i 

W»(-24üoüiUi'45S4Üflü,trj,»-i:i2üiü/ 

^i8ü,ü,'ü,«;,+6ü,ü,r«+q,«ji,«!)'. 

+ü,"(12üoü,«ü/+12ü,*ü,'*      ' 

+ü,'(-  i2üi»üi'üi* + i2ü,»ü;*^i      ■  ■ 


■    I       't( 


Auch  diese  Fürmeln-'sehen  eben  nicht  sehr  f^sckm^dlg  aui; 
und  doch  l&sst  sich  das  allgemeine  Gesi^tz  ihrer'  intf^pdndeiltisii' 
Bildung  angeben,  was  wir  aber  hier  aus  den  bereits  erwähnten 
Gründen  unterlassen.    Ebensd  verziditen  wir  auf  die  ErSrterang 


8M  ß0Ui^mi:   iMer  4§9  HU§9t9Uom 

der  AnsMhMflUle»  hi  deteo  nao  kein  aUgemeines  Integtel  mit 
n  CoDetanten  bekommt ,  und  fVgen  nar  noch  die  Bemerkung  bei, 
dase  auch  hier  die  partikulären  Integrale  in  geecbloseene  Aue- 
drticke  ^Ibergehen  kDnnen,  wenn  h  gleich  einer  ganzen  Zahl  r 
wird,  nur  iat  biezu  noch  das  stattfinden  eioer  ferneren  Bedio« 
gvW^Sl^'clMiig  ttebst  der  ganaen  Beachafenheit  dee  r  notbwen* 
dig.    üieae  let: 

(üaW)W=0, 

wte  man  sich  durch  unmittelbare  Ansicht  des  in  asymptotischer 
Form  aufgestellten  Gleicbungspolyooms  (18)  ohne  Mühe  überzeu- 
gen Icann.  Es  ist  nicht  schwer,  diese  Integratioosmetbode  aus- 
zudehnen auf  Differentialgleichungen  mit  cubischen,  blquadratischeo 
01^  hoher  gebauten  Co^fBcienten«  Man  begegnet  überall  denselr. 
bf^.  Erecb.einungen  und  kommt  so  zu  sagen  an  gescbless^en 
F^inneln  vorüber«  wenn  der  bifferentiatioosiodex.A  eine  gahzf 
Za^l  is$,.und  vrenn  noch  nebst  den  Bedingungsgleichung^n  b^- 
sieblich  zwei,  Ai<^MnA  mehr  an  der  2Sahl  erfüllt  sind.  Das  )nte- 
griren  jedoch  Ist  nur  ein  Bestandtheil  der  Diskmion,^  eilf.BittbH 
zur  Erürterung  der  Eigenschaften  des  Integrales  und  reicht  zu 
diesem  letzteren  einzig  rationellen  Zwecke  nicht  immer  zu.  Es 
darf  dien  nicht  Wvoder  nehmen,  da  es  mit  dsr  Diskussion  der 
algebraischen  Gleichungen  zwischen  zwei  Veränderlichen  y  und  x 
ja  genau  dieselbe  Bewandtniss  hat  Man  denke  nur  an  eine  Glei- 
chung des  zweiten  Grades  zwbchen  diesen  Variabein.  Wie  leich^ 
ist  da  das  Aufl5sen,  aber  wie  wenig  lehrt  es  über  den  zwischen 
ihnen  bestehenden  Zusammenhang.  Diskutirt  man  hingegen  eine 
solche  Gleichung,  d.  h.  legt  man  sich  ihre  Genüge  leistenden 
Werthe  gehörig  geometrisch  als  Linien  der  zweiten  Ordnung  con- 
atruirt  vor,  so  wird  man,  um  diesen  Zweck  zu  erreichen,  zu  gar 
mannigfachen  anäljrtiscben  Kunstgriffen  zu  greifen  genStbigt  sein, 
die  von  einer  GlelohungS'-Attfldsuiig  gänzlich  verschieden  sind, 
wird  aber  auch  den  klarsten  und  vollständigsten  möglichen  Auf- 
schluss  über  die  Beschaffenheit  der  Genüge  leistenden  Werthe 
errangen  haben.  Es  erklärt  sich  hiermit  auch  unter  Anderm,  wa- 
rum höchst  Seiten  die  in  einer  einzigen  Form  durcbgefiihrte  Inte- 
grfition  einer  Differentialgleichung  ganz  und  gar  zum  Ziele  flShrt 
utidi^  den  meisten  Fällen  das  Integriren  in  verschiedenen  For- 
men ben5thigt  wird.  Wir  fügen  hier  noch  als  Beispiel  bei  die 
Integration  einer  sehr  einfachen  Differentialgleichung  in  asympto* 
iiseber  Forjpi,  nämlich  der: 


dS0r  AtaMTffi  BiftMMiMfMtkiHi^i^  U« 

wo  oNtt  «Ml  «Heirfilb  «nit  <tott  asymplDMwbMi  htegülo  «IW» 
b«gDlgm  ftttVD.  Es  sind  hier  die  CMfBelenleii  ▼«»  ersieii  4SmdiV 
aiMl  mMi  iiat:  .  :  .. 

abo  die  cur  Bestimmaog  toh  a  dienende  Gleidiiing: 

Sf»  4>ieM  die  Wurzeln  ^^k,  a^^-^b.  Zo  beiden  getort  ein 
wd  ideraeibe  Werth  von  A,  Aämlidi: 


%■ 


-.i 


liv  habüB  aUo  awei  partilcnlire  Integrale  za  geivirtigeii ,  di^  be; 
sieblicb  die  zwei  £xpoQen&Jgr(kMen  «^'  und  e-*^  zu  Faktpr^ii, 
Wi^en;  der.aiidere  Fakiei*  läzgt  in  beiden  mü  d^  Gli^dQ  jp*, 
an,  uad  iat  geecUpseen»  «o  /qft  a  in  einej^nae  positive  Zahl, 
übergeht    Da  man  hier  ^ 

■ 

I7,'  =  2tt.    i7/  =  2,     ü;,'=-2o, 

die  fibrigen  DiffereDtialqnotienteii  aber  gleich  Nnil  hat,  so  vtrdn- 
fachen  sich  die  inr  BestimmoDg  ron  W,  W',....  dienenden 
Gleichongen  and  gehen  Aber  in: 

^— +      2*      '     *^  -  2.2«. 6«  ' 

«,«_^  a(a-t-  l)(a-l)  (o+2)(a-2)(a-f3) 

w   _+  2.3.2».A»  '  "•• 


Das  gesuchte  allgemeine  Integral  ist  also: 

=    Cie»»{«- 2^"*^    + 2:2«^ ''* 

a(a+l)(a-I)(a+2)(a-2)(«-f3)    .  .  . 
■  2. 3. 2».  6»  *^   +•  •• 

-rt^e-   (*--t      2A     «^i  2.2«.&«  * 

.  a(«-H)(a-l)(«+2)(o-2)(a  +  3)    .  .  . 

+  STOTJ» **"•  +  •••• 


sie    Petttai:  IM$rmeißmr.  am  äMm^mtiffurrnUaigUick, 

MdMdie.iaiiii  trsicIltUeb« absteigettdenReibiiii^iMiUim,  im  der 
AnUick  ihrer  G»«(fi€ieiitan  lehrt,  die  Eigeoechift,  jedeMet.Teei 
selbst  abzubrechen,  so  oft  n  in  eine  ganze,  gleichgiltig  #b  peei* 
tiye  oder  negative,  Zahl  Obergeht. 

Aach  diese  Litegrationsmethode,  die  wichtigste  von, allen,  ist 
daher  so  ungemein  einfach,  dass  es  Wunder  nehmen  konnte,  wie 
sie  bisher  unentdeckt  geblieben  .ist,  wenn  man  nicht  wflsste,  dass 
mit  dem  Integriren  nur  in  den  seltensten  Fällen  Alles  gethan  sei 
und  daslr  noch  Manches  zu  thun  übrig  bleibe,  um  zv  einer  toH- 
ständigen  Kenntniss  des  Integrales  zu  gelangen,  so  swar^  dsa» 
es  geometrisch  construirt  vor  die  Augen  des  Geistes  tritt  Dem- 
ungeachtet  bleibt  aber  das  Integriren,  und  vorzfiglich  das  in  der 
asymptotischen  Form,  ein  sehr  wesentlicher  Bestandtheil  derDis- 
Irassion,  und  man  sieht  kein  Binderniss,  die  hier  vorgetragene 
Methode  dessell>en  in  die  Lehrbficher  der  Wissenschaft  aäBtif* 
ttbhm^a,  nur  darf  maii -dabei  nicht  zu  ' weit  -gehen,  die  hSdiste 
mathfematische  Strenge  und  Voltstind^eit  beanstrehend,  W«ff 
man  dann  unfeblbY  wieder  zu  einem  ganzen  Badie  gelangt 


l'*r» 


Die  übrigen  zwei  Integrations- Methoden  iHringe  ein  spiteier 
Artikel. 


r.  Baumgariner:    Die  Macht  der  Arbeit,  229 


Hie  Macht  der  Arbeit.  Vortrag  gehalten  bei  der  feier- 
lichen Sitzung  der  KaiserL  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten am  30.  Mai  1855  von  Seiner  Excellenz  dem  Herrn 

Präsidenten  der  Akademie 

Hv.  Andr.  Freih.  v«  Baumgariner^). 


Ich  habe  mir  die  Aufgabe  gestellt,  heute  über  die  Macht  der 
Arbeit  lu  sprechen. 

Als  der  Philosoph  Anazagoras  von  einem  seiner  Landsleute 
gefragt  wurde,  warum  er  sich  nicht  mehr  um  sein  Vaterland  he- 
kümpiere,  deutete  er  liegen  den  Himmel  und  sagte:  Ich  sorge  ffir 
nichts  anderes.  Sollten  Sie  mich  fragen,  warum  ich  zu  meinem 
heutigen  Vortrage  nicht  ein  rein  wissenschaftliches  Thema  ge- 
wählt habe,  wie  dieses  die  Bestimmung  der  kaiserlichen  Akademie 
der  Wissenschaften,  in  deren  Namen  ich  spreche,  zu  erfordern 
scheint,  so  konnte  ich  nicht  so  kurz  antworten,  wie  der  griechische 
Weltweise;  Ich  wQrde  aber  ungeföhr  Folgendes  erwidern:  Ich 
verstehe  unter  Arbeit  nicht  blos  körperliche  Anstrengung,  sondern 
jede  auf  einen  bestimmten  Zweck  gerichtete ,  absichtliche  Kraft- 


*)  Wenn  diese  Rede  des  hochTerehrten  Präsidenten  der  Kaiserlichen 
Akademie  der  Wissenschaften. sn  Wien,  Sr.  Ezceilenz  des  Herrn  Ministers 
T.  Banmgartner,  ouch  nicht  ansschliesslich  mathematischen  und  physika- 
lischen Inhalts  ist,  so  enthält  dieselbe  doch,  eben  so  wie  die  in  ThL  XXY. 
S.  57.  mitgetheilte  Rede  dieses  trefflichen  Physikers  „über  den  Zufall  in  den 
Naturwissenschaften",  eine  so  grosse  Menge  überaus  interessanter  naturwis- 
senschaftlicher Notizen,  namentlich  auch  aus  dem  Gebiete  der  Mechanik  n.s.w., 
die  auch  bei'm  Unterrichte  zu  dessen  Belebung  höchst  zweckmässig  Anwen- 
dung finden  können,  dass  ich  es  mir  nicht  Tcrsagen  kann,  auch  diese  ans- 
gezeichnete  Rede  aas  dem  Almanach  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
W issenschaften.     Jahrgang  1866.  den  Lesern  des  Archirs  mitznth'eilen. 

O. 
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9.  Bmumf^rtmer:   Die  Mmki  äer  ärHiL 

ivMeningy  sowohl  des  KOrpers,  als  des  Geistes,  mithin  auch 
jene»  welcher  Künste  und  Wissenschaften  ihren  Ursprung  verdan- 
ken.  Ich  gehe  von  der  Ansicht  ans,  dass  schon  der  yereinselte 
Mensch,  um  so  mehr  aber  der  Bürger  eines  Staates,  sowohl  für 
die  physische,  als  moralische  Wohlfahrt  seiner  selbst  and  seiner 
Mitmenschen  zu  sorgen  verpflichtet  sei,  da  er  vermöge  seiner 
Natur  Bürger  zweier  Welten  ist,  die  durch  ein  geheimnissVoUes 
Band  zu  einem  Ganzen,  dem  Weltall»  verbunden  sind.  Die  Wia» 
senschaft  hängt  mit  ihrer  Anwendung  auf  das  Leben  so  innig  sn- 
sammen^  wie  die  Seele  des  Menschen  mit  seinem  Leibe.  »»Di« 
Wissenschaft'S  a^gt  Baco  von  Verulam,  „ist  den  Gewfissani 
gleich.  Einige  "Gewässer  fallen  vom  Himmel  herabf  andere  tWüi 
umn  aus  der  Erde/'  —  Was  von  diesem  meinena  Vortrage  dar 
Wissenschaft  angehurt,  flillt  in  das  Bereich  der  letzteren  Claase« 
Dabei  hege  ich  aber  nicht  die  verwegene  HoiFnimg,  die  Wissen- 
schaft wesentKck  zu  fördern  oder  auCzuidären ;  ^ich  setze  mir  ein 
viel  bescheideneres  Ziel.  In  den  norwegischen  Gebirgen,  wo 
Wege  und  Stege  fehlen  und  weit  von  einander  abstehende  Stein* 
häufen  den  Wanderer  leiten,  ist  es  gewöhnlich,  dass  jeder  Rei- 
s^de  diesen  Wegzeigem  im  Vorbeigehen  einen  SteÜi-  bclktgt 
Ein  solches  Steinchen  mag  mein  Vortrag  für  solche  sein,  die*  altli 
im  Gebiete  der  Volia-»  und  Staatswtctkschaft  ergehen  woUeif. 

Der  Schopfer  hat  ein  bestimmtes  Maass  pfodveliver»  naeb 
den  Gesetzen  der  Nothwendigkeit  wirkender  Kräfte  in  dl«  Biatav 
gelegt,  die  seine  folgsamen  Diener  und  die  getreuen  Vollskedme 
sener  Befehle  sind.  Das  Quantum  dieser  Kräfte  Ist  gegeben  aad 
kann  weder  vermehrt  noch  vermindert  werden;  nicht»  kaM  8i# 
beetimmen,  von  den  ewigen  Gesetzen  ihrer  Wirksamkeit  abio«i 
weichen.  Was  sie  nun  nach  dem  freien  Laufe  def  Natar  fa«t«of« 
bringen,  heisst  Naturproduot.  Während  der  kfirpetttche^Oiga^ 
nismus  des  Menschen  diesen  Kräften  unterthaa  ist,  steht  der 
menschliche  Geist  ausser  deren  Bereich,  er  kann  eine  dieaer 
Kräfte  in  eine  andere  umwandeln,  ihre  Wirksamkeit,  weaa  er  sie 
auf  ein  grosseres  oder  geringeres  Zeitmaass  bringt,  steigern  eder 
schwächen  und  auf  solche  Weise  nach  seinen  Zwecken  und  AIh 
sichten  lenken.  Dieser  EingriiF  des  Menschen  in  den  Gang  dei^ 
Natur  ist  Arbeit  Im  Gkonomischeo  Sinne  des  Wortes,  und  das 
hierdurch  erzielte  Erzeugniss  Product  der  Arbeitskraft.  Selbst 
die  willkürlichen  Thätigkeiten  der  Thiere  sind  in  dieser  Bedeutung 
nur  in  so  fern  Arbeit,  als  sie  von  menschlichem  Einflüsse  gelenkt 
werden.  Ohne  Mithilfe  der  Naturkräfte  gibt  es  daher  keine  Arbeit 
Nicht  blos  an  allen  willkürlichen  und  unwillkürlichen  BewegQsgea, 
sondern  anch  an  den  geistreichsten  Gedanken  des  Menschen,   aa 
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seinen  kSchsteo  Ideen  und  «eioeo  blQfaendBlen  PbantasieD  haben 
die  Natur ItTä rte .  wenn  &ach  nnr  als  untergeordnete  Werkienga« 
ihren  Anthell,  and  der  Mensch  Ut  ihrer  nur  dann  f^big.  weu 
eeinem  Geist«  die  entsprechenden  Organe  des  Körpers  zu  Ge- 
bote stehen.  il 


Die  NaturkrEfte  allein  gewähren  dem  Menschen  nicht  die  sd 
seiner  würdigen  Existens,  noch  weniger  die  zu  seiner  geistigen 
Entwicifelung  niltfaigen  Bedingungen.  Schon  bei  seinem  Eintritte 
in  die  Welt  bedarf  er  der  Hilfe  seiner  MitgeschSpfe  und  fremdet 
Arbeit.  „Wir  werden,"  sagt  J.  J.  Rousseau,  „schwach  ge> 
boren  und  brauchen  Krall,  wir  werden  von  Allem  enlhtti&st  fe» 
boren  und  brauchen  Beistand,  wir  werden  dumm  geboren  onA 
brauchen  Urtheilskraft.  Alles,  was  wir  bei  unserer  Geburt  nicirf 
haben  und  was  wir  benülhigen,  wenn  wir  erwachsen  sind,  wiri 
ans  durch  die  Erziehung  gegeben."  Man  mag  aber  den  Menschen 
mit  aller  möglichen  Sorgfalt  erziehen,  so  verwildert  er  doch  «■»< 
d«r,  wenn  er  den  blossen  Nalurlcr&ften  überlassen  ist.  Will  er 
nttniich  nnr  von  den  freiwilligen  tlaben  der  Natur  leben ,  so  niuM 
er  Jager  oder  Flacher  sein.  Aber  auch  da  kann  er  der  Arbril 
nicht  ganz  entbehren.  Die  Natur  hat  nSinlich  nur  von  jenem  ■ 
•Stoffe  einen  unerschlipfllcben,  allenthalben  verbreiteten  Vorrath 
geschftffen,  den  wir  zur  Unterhaltung  det«  Lebensprocesees  ohne 
Unlerlass  anfnebnien  mfisseu  und  bei  dem  ea  nicht  genügt,  be- 
stimmte  Mahlzeilen  zu  hülten,  nämlich  von  der  atmnsphärischeil 
Luft,  und  nur  bei  dieser  ist  der  Act  der  Besitznahme,  nSmlicfa 
das  Athemholen,  zugleich  der  Anfang  der  Consumtion.  Alle  übrige 
Nolhdurfl  musB  er  erst  aufsuchen  und  oR  nicht  ohne  Anstrengung 
sein  Eigen  machen.  Er  braucht  aber  als  Fischer  oder  J&ger  att 
seinem  Unterhalte  «in  unverhSltnissrnSssig  grosses  Termin,  musA 
daher  jeden  Andern  davon  ausscbliessen,  und  es  ist  ihm  Selbst^ 
ncht  gleithsam  zur  Noihwendigkeit  geworden;  er  sieht  in  jedem 
Mitmenschen  einen  Dürftigen,  wie  er  es  selbst  ist,  den  er  nor 
mit  Gewalt  vertreiben  kann.  Er  kann  sich  nur  für  den  Augen* 
blick  versorgen  und  lebt  daher  in  steter  Furcht  vor  Mangel.  Jedea^ 
der  mehr  besitzt  als  er,  findet  er  reich  und  beneldensiverth  und 
Missgunst  schlügt  in  ihm  Wurzel;  selbst  an  Weib  und  Kind  siebt 
er  Wesen,  die  seine  Armuth  vermehren.  Nur  wenn  er  aufhört^ 
Jagd  und  Fischfang  als  die  einzigen  Quellen  seiner  Sut)8i8lenl 
anznaehen  und  zur  Viehzucht  fibergeht,  kOnnen  seine  Sitten  mil^ 
der  werden  ;  es  fallt  ihm  aber  ein  grösseres  Itlaass  von  Arbeit  sitj 
Er  hat  nun  nicht  mehr  blos  Bogen  und  Pfeile  zu  verfertigen  oder 
Netce  m  stricken,  er  lauas  dauernd  für  die  Erhaltung  seiner 
Iftfere  sorgen ,   er  findet  aber  an  denselben  Wesen .  deren  Erbal'- 
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tung  ihm  am  Herztn  liegen  mass,  und  ist  bleibender  E%entlifi- 
mer  geworden.  Doch  hat  er  keinen  bleibenden  Wohnsitz  ond 
daram  auch  keine  gesicherte  Existenz.  Um  diese  zu  erlangen» 
muss  er  zum  Ackerbau  fibergehen.  Da  benfitzt  er  die  Natnrkrifto 
In  höherem  Grade  als  im  Zustande  des  Nomadenlebens,  seine 
Arbeit  wird  regelmässiger  vertheilt  und  lohnender ,  er  findet  viel- 
fachere Veranlassung  zur  geistigen  Thätigkeit  und  hat  (&r  solche 
einen  grosseren  Spielraum.  Diese  Vorzfige  d^s  Landbaues  wer- 
den schon  vom  schlichtesten  Verstände  erkannt  In  dieser  BezIeboBg 
ist  eine  Anrede  merkwürdig,  die  ein  Häuptling  eines  amerikani« 
sehen  Stammes ,  der  Missisaes»  an  seine  Laiidsleute  hielt 
^,Seht  ihr  nicht 'S  sagte  er,  ,,dass  die  Weissen  von  Kfimem,  wir 
aber  vom  Fleisch  leben,  dass  das  Fleisch  mehr  als  30  Monden 
braucht,  um  heranzuwachsen,  und  oft  selten  ist;  dass  jedes  jener 
wunderbaren  K5roer ,  die  sie  in  die  Erde  streuen ,  ihnen  mehr  als 
hundertfültig  wiedergegeben  wird ;  dass  das  Fleisch,  wovon  wir 
leben,  vier  Beine  bat  zum  Fortlaufen,  wir  aber  deren  nur  zwei 
besitzen,  um  es  zu  verfolgen;  dass  die  KCrner  da,  wo  die  weis- 
sen Männer  sie  hinsäen,  bleiben  und  wachsen,  dass  der  Winter 
für  uns  die  Zeit  der  mfihsameo  Jagden,  ihnen  die  Zeit  der  Rohe  isf 

Durch  Arbelt  kann  der  Mensch  die  Ungunst  der  Natur  mildem 
und  die  Segnungen  derselben  erhoben.  Deutschland  war  zu  Tacl- 
tus  Zeiten  mit  Morästen  und  Waldungen  bedeckt,  sein  Klima  war 
rauh,  unwirthlich,  die  Einwohner  wohnten  in  Hfitten  von  Holz 
oder  Stroh,  im  Winter  in  Erdhöhlen,  sie  hatten  nur  Hafergrfitze 
zur  gewöhnlichen  Nahrung  und  man  kannte  keine  anderen  Getrei» 
dearten  als  Hafer  und  Gerste.  Fleiss  hat  die  Wälder  gelichtet, 
die  Moräste  ausgetrocknet,  den  Boden  der  belebenden  Kraft  des 
Lichtes  und  der  Wärme  eröffnet  und  ihn  ffir  fremde,  an  gflostigere 
Verhältnisse  gewohnte  Gewächse  geeignet  j;emacht  Man  hat  den 
Roggen  vom  Kaukasus,  den  W^einstock  und  den  Weizen  von  Italien, 
die  Kartoffel,  den  Hais  und  die  Tabakspflaoze  von  Amerika,  die 
Hirse  von  Ostindien,  das  Heidekorn  von  der  Tfirkei  dahin  ver- 
franzt, und  die  Natur  hat  diese  Fremdlinge  wie  ihre  eigenoi 
Kinder  aufgenommen  und  genährt.  Selbst  dem  vom  Klima  so  sehr 
begfinstigten  Italien  musste  der  Reis  aus  Ostindien,  der  Maul- 
beerbaum aus  China,  selbst  der  Weinstock  aus  Asien  zugef&brt 
werden,  es  hatte  nicht  von  Natur  aus  die  Apfelsine,  die  Pome- 
ranze,  die  Citroue  und  den  Cedrat,  und  es  war  sonach  Italien 
nicht  von  Natur  aus  das  Land ,  wo  die  Citronen  blfihn  und  wo  iaü 
dunklen  Laub  die  Goldorangen  glühn.  Der  Kaffeebaum,  der  ge- 
genwärtig jährlich  gegen  600  Millionen  Pfund  Bohnen  liefert  und 
Millionen   Menschen   rine  gesunde  und  feine  Nahrung  gewährt; 
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war  DTSprangUch    blos  in  den  M'Idlich    von    Abysainien    gelcftenen 
Lindern  zu  Hause,    tvn   er  auch  noch  jetzt  wild  trachsend    ange- 
troffen wird.     Menschlicher  Fleiss  hat  ihn  aher  nach  Arabien 
später  nach  Weatindien,    Brasilien   und   Java  verpflanzt.     Es  ver***^ 
dient  bemerkt  zu  werden,  dass  wahrscheinlich  alle  in  Westindien 
und  Brasilien  wachsenden  Kaffeeb.lume  von  einem  einzigen  Indt^  ] 
viduum  abNlainmen,  das  in  Frankreich  aus  Samen  gezogen  und  itii 
Jahre  1717    von    Declieus,    nicht  ohne  Opfer,    nach   Martiniquii    j 
gebracht    worden;     denn    Declieux    musste   seine    ihm    bei    der  J 
langen  und  mühevotlen  Uelierfahrt  karg  zugemessene  Wasserpor-  ' 
tion  mit  dem  ßäumchen    theilen,    um    es  bei  Leben  zu   rrhalten.    | 

Was  hier  von  den  Leistungen  d«r  Arbeit  in  Bexug  auf  nuti> 
bare  Pflanzen  gesagt  imt,  lüsst  sich  auch  bezüglich  nützlicher - 
Thiere  behaupten.  Bin  recht  schlagendes  Beispiel  gibt  uns  Meti^ 
holland.  bort  scheint  es  sich  die  Natur  zur  Aufgabe  gemacht  a« 
haben,  recht  bizarr  zu  era(.'heincn.  Das  Land  hat  von  Natur  aus 
Vögel  ohne  Flügel  mit  Haaren  statt  der  Federn,  vierfiisaige  Thiere . 
mit  einem  Schnabel,  schwarze  Schwane,  weisse  Adler,  Kuckub« 
die  bei  Nacht,  Eulen  die  bei  Tage  schreien,  es  fehlen  ihm  aber 
alle  zahmen  Hauslhiere  mit  Ausnahme  des  Schweines  und  des 
Hundes,  und  es  war  den  Europäern  überlassen,  Pferde,  Rinder; 
Ziegeu  und  Schafe  dahin  zu  bringen,  die  daselbst  auch  trefflich 
gedeihen.  Als  die  ersten  Pferde  daselbst  anlangtet),  nannten  si4  , 
die  Einwohner  Scbivcine,  auf  denen  man  reiten  kann.  . 

Die  Kunst,  wie  man  oft  die  Arbeit  im  Gegensatze  zur  Natur  * 
nennt,  hat  nicht  blos  Länder  niil  Pflanzen  und  Thieren  versehoDi 
die  ihnen  von   Hause  aus    fremd   waren,   sondern    dieselben    auctt  * 
veredelt  und    fruchtbarer  gemacht.     Nicht  ohne  tiefen  Sinn  nennt    ' 
man  daher   auch  jede  auf  Veredlung    ausgebende  Arbeit  Cultur. 
Hätte  man  den  wilden  Apfelbaum  der  Natur  allein  Ghcrlassen,  sa 
wGrden  wir  nur  herbe,    kleine  und   unansehnliche  Aepfel  kennen; 
die  Cullnr  hat  uns  mit  1400  bis  1500  Arten  edler,  von  jenem  Wild-  ' 
ling  ausgegangenen  Arten  bereichert.      Auf  demselben  Wege  er- 
hielten   wir    über    1300   edle    Birnensorlen    und    über   -100  Sorten 
Kirschen.     Noch  vor  50  Jahren  kannte  man  nur  die  einfache  Ge» 
orgine,  jetzt    besitzen    wir    1500   gefüllte  Abarten.     Wie  vielerlei  ' 
Traubensorten  der  Weinstock  trägt,   ist  bekannt.     I>ie  Cultur  hat 
ihn  aber  nicht   blos   veredelt,    sondern  auch   zu    einem  grüsseren 
Ertrag   gebracht.     Audibert    erwähnt  eines    Weinstockes,    du 
%a  350  Flaschen  Wein  die  Trauben    trug.     Ein  Weinstock  im  kö- 
niglichen  Garten    zu   Hampton-Court   fiiilt  ein   ganzes  grosses 
Triebhaus  aus    und  trägt  so   viel  Trauben,    dass,    atx  Georg  IH, 
einst  den   Schauspielern   im    Drury-Lane-Theater    !'i00  Dutzend 
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daiFOD  abtuschnelden  erlaabte,  fäll«  deren  eo  viele  veTheadee  wftren» 
der  Gärtner  erklSrte,  man  kOnne  noch  einmal  ae  viele  alwcluMl» 
See,   ohne  den  Stock  gana  zu  entblOaaen. 

Von  Natur  ana  gibt  ea  keine  zahmen  Hauathiere»  alle  die^ 
etammea  von  gezähmten  Wildfilngen.  Die  Kunat  hat  den  maat- 
fkbigen  Ochaen  geacbaffen  und  ihn  gezwungen,  dem  Menacl|en 
aeine  Kraft  zu  widmen ;  dnrch  Einwirkung  auf  den  Wolf  iin4 
Sobakal  aollen  die  zahlreichen  Racen  von  Hunden  entatanden  aein, 
ana  dem  wilden  Pferde  iat  der  feuerige  Araber  und  der  achwer* 
Allige  Normane  mit  allen  Zwiacbenracen,  ana  dem  Bauemachafe 
tat  daa  feinwollige  Merinoachaf  hervorgegangen. 

Ohne  Arbeit  erwachet  flir  den  Menacheo  aelbat  bei  dem  gffn- 
atigaten  Klima  nicht  jener  Zuatand  der  Civiliaation  und  geiatiger 
Eatwickelungi  der  aeiner  Beatimmung  entapricbt  Wenige  Gegen« 
den  der  Welt  haben  ein  ao  gGnatigea  Klima  und  bo  groaae  Frucht« 
barkeit  wie  die  Südaee- Inaein.  Da  |ibt  ea  ganze  Wälder  von 
wildwachaenden  Kokoapalmen»  die  dem  Henachen  Nahrung  aad 
Brennatoff  gewähren ;  mit  wenig  Mflhe  pflanzt  mau  Piaanga,  die 
133mal  ao  viel  Nahrung  liefern,  ala  Weizen  auf  gleich  groaaer  Area, 
und  von  denen  ein  kleiner  Garten  hinreicht,  um  eine  Familie  zu 
ernähren;  ea  gedeiht  dort  der  Brodbaum,  der  alle  8 — 9  Monate 
Früchte  trägt,  die  auf  einem  beiaaen  Steine  gebacken  wie  Wei- 
zenbrod  achmecken.  ,»Wer",  aagt  Cook,  „in  aeinem  Leben  zehn 
Brodbäume  nflanzt,  erfiillt  die  Pflicht  gegen  aeine  Familie  eben 
ao  gut,  wie  bei  uoa  ein  Bauer,  der  jedea  Jahr  pfldgt,  aäet,  ern- 
tet und  driacht  '*  Ja  man  holt  aich  in  dieaen  Ländern  Brod Arneht 
aua  dem  Walde  eben  ao,  wie  man  bei  una  nach  Holz  auageht. 
Der  dort  wachaende  Sagobanni  enthält  nämlich  In  aeinem  Marke 
300  bia  600  Pfund  nahrhafte«  Mehl ;  man  braucht  ihn  nur  um- 
zuachlagen,  in  Stflcke  zu  zerachneiden  und  daa  Mark  heraaszu« 
kratzen.  Unter  dieaen  glOcklichen  phyaiachen  Verhältniaaen  leben 
nun  auf  den  Sfidaee- Inaein  zwei  an  Civiliaation  und  Bildunga- 
fthigkeit  aehr  weit  von  einander  abatehende  Uratämme,  die 
Malayen  und  die  Papuas.  Bei  erateren  fanden  die  Europäer 
zur  Zeit  ihres  ersten  Beauches  schon  einige  Cultur,  dieselben  trie* 
ben  Ackerbau,  hatten  kQnstlicbe  Bewäaaerungen  und  einige  Indn« 
ätrie,  und  es  offenbarte  aich  achon  an  ihren  Zeugen  und  Geräth- 
achaften  und  besondera  an  ihren  Booten  einiger  Geachmaek;  aie 
wohnten  in  DOrfern  und  hatten  achon  moralische  und  religUlae 
Begriffe.  Gegenwärtig  haben  viele  derselben  bereite  europäiache 
Sitten  angenommen,  kleiden  aich  europäiach  und  wohnen  in.  gut 
gebauten  Häuaem.  Die  dem  Stamme  der  Papuas  Angehörigen 
aber  gehen  noch  jetzt  nackt  oder  hGcbatena  in  Tiiierfelle  gekleidet. 
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fliibran«sioh  vöd  Fbohen  oder  Kängiirali8  aod  TersehreD  alias  rok» 
•ie  rapfiM  einen  Vogel  kaum  die  Federn  aus,  bevor  eie  ihn  Ter« 
sebren.  Mehrere  essen  sogar  das  Fleisch  ihrer  erschlageneo 
Felsde,  ja  sie  erschlagen  Menschen  blos^  um  sie  aufzehren  zu 
können.  Noch  im  Jahre  1845  brachten  die  Bewohner  der  Salo- 
monsinseln  den  Missionären  ein  Kind  zum  Verkaufe  und  empfah- 
len  ihr  Anbot  durch  die  Versicherung «  es  sei  gut  zu  essen.  Der 
König  Nicaiki  der  Fortunainsel  soll  nicht  weniger  als  1000  Men- 
schen aufgezehrt  haben. 

Nachdem  ich  nun  gezeigt  habe ,  wie  die  Menschen  durch  Ar- 
beit in  der  Civilisation  und  im  Wohlstande  fortschreiten ,  will  ich 
auch  durch  Beispiele  darthuo»  wie  man  durch  Aufgeben  der  Arbeit 
vom  Zustande  einer  selbst  hoch  entwickelten  Bildung  in  Rohheit 
und  Dflrftigkeit  zurücksinken  kann.  Aegypten  war  im  Alterthum 
der  Sitz  der  höchsten  Cultur,  es  nShrte  zwölf  Millionen  Einwoh- 
ner und  hatte  noch  Ceberfluss  zur  Ausfuhr;  Rom  nannte  es  eine 
seiner  Kornkammern.  Die  Juden,  welche  sich  im  eigenen  Lande 
nur  langsam  vermehrten»  nahmen  in  diesen  fruchtbaren  Gegenden 
80  rasch  zu»  dass  sich  ihre  Zahl  alle  15  Jahre  verdoppelte.  Da- 
bei hatte  man  Gewerbe,  eine  sehr  hoch  entwickelte  Baukunst, 
und  selbst  Wissenschaften  wurden  mit  Sorgfalt  gepflegt.  Das 
Land  %var  aber,  wie  uns  Berodot  erzählt,  nur  durch  ungeheure 
Anstrengungen  beirohnbar  gemacht.  Sein  Segen  beruhte  auf  den 
Ueberschwemmungen  des  Nils.  Man  musste  ein  ausgedehntes 
Canalsystem  anlegen,  kolossale  Dämme  bauen,  zahlreiche  Schleussen 
unterhalten,  um  dem  Lande  das  Wasser  gehGrig  zuzuleiten  und 
es  wieder  zu  rechter  Zeit  trocken  zu  legen ;  man  musste  es  gegen 
den  eindringenden  Wüstensand  schätzen  und  sogar  Mauern  bauen, 
um  feindliehe  Horden  abzuhalten.  Die  Natur  ist  zwar  in  Aq^- 
ten  noch  immer  dieselbe,  der  Nil  tritt  noch  alljährlich  aus,  man 
braucht  auch  jetzt  nur  den  Samen  in  den  zurückgebliebenen  Schtanm 
zu  streuen  und  ihn  der  belebenden  Kraft  der  Sonne  zu  fiberlassen; 
es  gilt  von  diesem  Lande  noch  immer,  was  der  Eroberer  dessel-' 
ben,  Amrn  (640  n.  Chr.),  an  den  Kalifen  Omar  schrieb:  „Aegyp« 
ten  ist  erst  ein  ungeheures  Staubfeld,  dann  ein  Süsswasserroeer, 
dann  ein  Blumenbeet."  Allein  es  fehlt  an  hinreichenden  arbel» 
tenden  H&ndeu,  da  die  Bevölkerung  auf  zwei  und  eine  halbe  Mil- 
iion  herabgesunken  ist,  ein  Theil  der  Canäle  ist  verschlämmta 
ein  Theil  der  Dämme  verfallen,  mehrere  Schleussen  sind  ver- 
«chwunden,  der  Wüstensand  dringt  immer  weiter  vor  und  elu 
Theil  des  sonst  fruchtbarsten  Landes  ist  in  eine  Wüste  verwan- 
delt Zwar  hat  sich  der  Zustand  dieses  Landes  in  neuerer  Zeit 
etwas  gebessert»  da  man  fremde  Kräfte  dahin  gezogen  und  manche 
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Arbeit  wieder  aufgeDomnieD  hat;  allein  noch  immer  imt  es  gegeo 
die  frohere  Zeit  der.  BIfithe  in  einem  Zustande  der  Armath  iiii4 
Verwildening, 

Ein  noch  traarlgeres  Bild  stellen  uns  die  westasiatischen  LSn- 
der  vor  Augen.  Dort  standen  einst  Babylon,  Ninive,  Ecbatana 
mit  ihren  ungeheuren  Bauwerken,  ihren  Tempeln,  Palüsten,  Bädern 
und  Gärten,  dort  blühten  einst  Industrie  und  Handel;  grossartige 
(Canäle,  Dämme  und  Wasserbauten  der  kfinstlichsten  Art  führten 
dem  von  Natur  trockenen ,  aber  zeitweiligen  Ueberschwemmongen 
ausgesetzten  Lande  das  Wasser  des  Euphrat  und  Tigris  lu  und 
schützten  es  wieder  vor  Ueberschwemmungen«  Eine  riesenhafte 
Mauer  trennte  zwei  Reiche  von  einander  und  hielt  den  Einfall 
feindlicher  Horden  ab.  Jetzt  bezeichnen  nur  mehr  Ruinen  den 
Ort,  wo  die  Städte  gestanden;  die  Canäle  sind  versandet,  die 
Dämme  verfallen,  von  Kunstbauten  ist  keine  Spur  übrig;,  der 
Euphrat«  welcher  sonst  mitten  durch  Babylon  floss,  ist  schon 
unterhalb  der  Stelle,  wo  diese  Stadt  stand,  versandet,  die  Men* 
sehen,  die  Industrie  und  der  Handel  sind  verschwunden  und  es 
finden  dort  nur  mehr  schwärmende  Kurden  mit  ihren  Herden 
sparsame  Nahrung, 

Der  Ackerbau  steht  noch  unter  dem  überwiegesden  Einflüsse 
der  Naturkräfte,  und  die  Arbeit,  so  segenvoll  auch  da  ihre  Wir- 
kungen sind,  spielt  dabei  doch  nur  eine  untergeordnete  Rolle. 
Bei  der  gewerblichen  Industrie  und  dem  Handel  gewinnt  aber  die 
Arbeit  das  Debergewicht.  Ackerbau  kann  man  nur,  wenn  er  die« 
sen  Namen  verdienen  soll,  im  offenen  Felde  treiben,  Gewerbe« 
Industrie  oder  Industrie  schlechtweg,  wie  ich  erstere  im  Folgenden 
stets  nennen  werde,  gestattet  zu  ihrer  Ausübung  geschlossene 
Räume.  Der  Landwirth  hängt  von  jenem  Maasse  des  Lichtes  und 
der  Wärme  ah,  das  ihm  Witterung  und  Klima  gewähren,  der  In- 
dustrielle erleuchtet  und  erwärmt  seine  Werkstätten  künstlich  in 
dem  Grade,  als  er  dieses  bedarf.  Luft  und  Feuchtigkeit  wirken 
auf  Felder  und  Wiesen,  wie  es  der  Lauf  der  Natur  mit  sich  bringt, 
aber  in  industriellen  Werkstätten  schafft  man  sich  künstlich 
Trockenheit  und  Nässe,  selbst  für  einzelne  Zwecke  künstliche 
Gas  •'Atmosphären  und  luftleere  Räume. 

Der  Landwirth  kann  wohl  Vieles  thun,  um  den  Ertrag  seiner 
Gärten,  Aecker,  Wiesen«  und  Wälder  zu  erhüben,  das  Schicksal 
des  Industriellen  liegt  hingegen  fast  ganz  in  seiner  Einsicht,  sei- 
nem Fleisse  und  seinen  Capitalkräften.  Beide  bedürfen  zwar  der 
Consumenten  als  Abnehmer,  doch  sind  diese  dem  Industriellen 
unentbehrlicher  als  dem  Landbebauer,  daher  denn  auch  nur  jene 
Länder  einer  dauernden  und  starken  Erschütterungen  nicht  aus- 
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geMtiten  Woblfobrt  sieb  erfreuen,  in  denen  Ackerbau  und  Industrie 
Hnnd  In  Hand  geben  und  jeder  Zweig  am  anderen  einen  siebe- 
ren  Abnebmer  findet  Belgien  scbeint  in  Europa  das  Land  m 
sein,  wo  diese  beiden  Kräfte  am  besten  ausgeglicben  sind;  daber 
es  aucb  auf  jeder  Quadratmeile  seines  Bodens  8200  Menscbeo 
näbrt  und  an  den  Fortscbritten  in  allen  Zweigen  der  Cultur  höchst 
ehrenvollen  Antheil  nimmt 

Die  beiden  Hauptbeschäftigungen  des  cultivirten  Menschen, 
die  Industrie  und  der  Ackerbau,  gleichen  einem  durch  mensch« 
liehe  Arbeit  errichteten  kolossalen  Gebäude,  jedoch  die  Industrie 
einem  aus  künstlich  bearbeiteten  Bausteinen  und  künstlichem 
Mörtel  erbauten,  der  Ackerbau  einem  solchen,  das  aus  rohem 
Materiale  errichtet  ist ;  den  Stoff  zu  beiden  bat  die  Natur  gelie- 
fert. Es  wäre  interessant,  Plan  und  Ausftibrung  in  Bezug  auf 
beide  Gebäude  näher  zu  besprechen ;  allein  dieses  könnte  nur  in 
einem  bändereichen  Werke  geschehen.  Hier  beschränke  ich  mich 
auf  einiges  Wenige  bezüglich  der  industriellen  Vorgänge  und  ihrer 
Wirkung. 

In  der  Industrie  siebt  man  recht  deutlich,  wie  der  Mensch 
der  Natur  seine  eigenen  Zwecke  unterschiebt  und  sie  zwingt,  durch 
ihre  Kraft  seine  Absiebten  zu  fcJrdern.  Der  Stamm  der  Bäume 
ist  von  Natur  aus  mit  eigenen  röhrenförmigen  Gefässen  ausge- 
stattet, mittelst  welcher  er  aus  dem  Boden  die  Flüssigkelten  auf- 
saugt J  die  ihn  nähren  und  in  seine  Substanz  übergehen.  Wird 
ein  Baum  umgeschlagen ,  so  ist  der  im  Holze  enthaltene  Nahrungs- 
saft die  Hauptveranlassung  zur  Fäulniss.  Man  substituirt  nun  dem 
Nabrungssafte  eine  passende  Salzauflösung  und  die  getäuschte 
Natur  des  Baumes  nimmt  sie  eben  so  willig  auf,  wie  den  wirkli- 
chen Nabrungsstoff.  Diese  Salzauflösung  widersteht  aber  der 
Fäulniss,  und  ein  so  behandelter  Baum  gibt  ein  zu  gewissen 
Zwecken  viel  dauerhafteres  Holz. 

Die  Sonne  sendfit  der  Erde  Wärmestrahlen  zu,  um  den  Orga- 
nismen daselbst  eine  der  wichtigsten  Lebensbedingungen  zu  ge- 
währen, dann  um  das  Wasser,  das  ohne  Unterlass  dem  Meere 
zuströmt,  in  Dunst  zu  verwandeln,  damit  es  wieder  als  Regen 
den  Ländern  zurückgegeben  werde,  aus  denen  es  gekommen  ist. 
Daraus  zieht  man  aber  Nutzen  zur  Erzeugung  von  Seesalz.  In- 
dem man  Seewasser  in  flache  Bebälter  leitet  und  die  Sonnen- 
wärme darauf  wirken  lässt,  setzt  sich  nach  Verdunstung  des 
Wassers  der  Salzgehalt  ab.  In  Sicilien  gewinnt  man  auf  solche 
Weise  gegen  IVs  Million  Centner  Seesalz. 

Es  gibt  Kräfte  in  der  Natur,  die  sich  feindlich  gegenüber 
stehen  und  sich  in  ihren  Wirkungen  aufheben.    Diesen  Zwiespalt 
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« 

dB?  N«tv  hat  der  todostiMia  Maiiaok  nitfhl  mAenfitit  gelasMU. 
So  .|E,  B.  bedient  man  aioh  dev  farbaoaerstOreBdeo  Kraft  des  Chlatt 
aani'  Bleichan»  GiaKUeQ  von  Mnatarn  hi  gaförbte  Stoffe  «.  a.  w» 


,  Mengchen  und  Tbiere  haben  ein  beatimmtea  Maaaa  physiacber 
Kx^tte,  die  aiber  weder  mit  der  allen  vorkommenden  Zwecken 
entaprechenden  Geschwindigkeit  wirken  noch  alle  erforderlichen 
Bewegungen  hervorbringen  können.  Es  mnssten  also  Vorrlchton- 
gen  erfanden  werden,  welche  geeignet  sind»  die  nOtbigen  Modi- 
ficationen  solcher  Art  hervorzobringen.  Dieses  ist  nnn  bereits  in 
vlelfaeher  Beziehang  geschehen.  Ein  Mann  kann  mit  freier  Hand 
nnr  einen  Druck  von  etwa  90  Pfd.  ausfiben;  aber  mit  der  Bra- 
mah'ischen  Presse  ist  er  im  Stande,  einen  Balken  von  1  Fnaa 
Dieke  and  2  Fnss  Länge  oder  eine  6  Zoll  dicke  Eisenplatte  absa- 
ArOckeo,  wozu  eine  Kraft  von  circa  1500  Centner  erfordert  wird. 
Ein  Mann  hebt  In  einer  Secnnde  87  Pfd.  1  Fnss  hoch,  hält  aber 
dabei  mit  den  nOtbigen  Unterbrechungen  nur  drei  Stunden  im  Tage 
ans.  Sein  mechanisches  Moment  ist  daher  87x3  =  261.  Mit- 
telst eines  Hornbaspels  hebt  er  aber  26  Pfd.  in  einer  Secnnde 
8%  Fnss  hoch  und  kann  des  Tagea  10  Stunden  arbeiten.  Sein 
Moment  ist  daher  26  X  Sy,  X 10  c:=  910,  also  3V,mal  grosser.  Eb 
Pferd  trägt  in  einem  Tage  von  8  Arbeitsstunden  150  Pfd.  5  Mei* 
len  oder  20,000  Klafter  weit ;  mittelst  eines  Wagens  zieht  es  aber 
auf  gewöhnlicher  guter  Strasse  12  Centner  in  einem  Tage  von 
8  Arbeitsstunden  3  Meilen  oder  12,000  Klafter  weit;  leUtere  Lei- 
staog  ist  daher  4*8mal  grösser  als  erstere« 

Maschinen,  das  Erzeugniss  menschlicher  Arbelt,  machen  so- 
gar die  physische  Kraft  des  Menschen  ganz  entbehrlich  und  es 
bleibt  dem  Menschen  nur  das  würdigere  Geschäft  der  Aufsicht 
und  Leitung.  Wir  sehen  Maschinen,  die  hämmern  und  walzen, 
sägen  und  bohren,  hobeln  und  drechseln,  prägen  und  nieten,  spin- 
nen und  weben ,  sticken  und  klöppeln ,  Nägel  und  Ketten  machen, 
Nadeln  und  Stifte  erzeugen,  Bflcber  drucken  und  Münzen  prä- 
gen, ohne  eine  andere  Kraft  als  die  des  Wassers  oder  Dampfes 
tu  bedürfen.  Ihre  Leistungen  gehen  in's  Fabelhafte.  Ein  Dampf- 
hammer kann  mit  einer  Kraft  von  12,000  Pfd.,  einer  Fallhöhe  von 
6  Fuss  in  einer  Minute  bis  200  Schläge  machen.  Ein  Mann  kann 
mit  einer  Handzugrahme  nur  eine  Last  von  48  Pfd.  in  einerSeeande 
1  Foss  hoch  heben  und  täglich  5  Stunden  arbeiten.  2000  Men- 
schen richten  daher  kaum  so  viel  aus,  als  ein  einziges  Dampf- 
schlagwerk. Eine  von  Wasser  oder  Dampf  bewegte  Kreiasl^e 
schneidet  in  9  Zoll  dickem  Eichenholz  stündlich  120  Quadratfiias, 
eine  Leistung,  die  jener  von  24  Männern  mit  Bandsägen  gleich- 
kommt.   Man  bat  auf  30^^  Millionen  Spindeln  mtt  etwa  60(MMN) 
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Arbeileiii  über  flOO  Millionen  Pfd.  Garn  erzeugt,  «in  Quanlum,  Ml 
doBsen  Production  mittelst  Handspin neu  etwa  30  MilÜanen  Spin« 
ner  iiüthi^  genesen  »ären.  Mitlelel  der  von  Heathcothe  er- 
fundenen TtiUniaschino  kann  ein  Arbeiter  in  einer  Stunde  wenig- 
stens 6  Quadrat-Ellen  Tüll  erzeugen,  wiihrenJ  eine  sehr  Oeisslge 
Klüpplerin  in  einem  Tasje  kaum  '2  Ellen  eiDfache  und  ganz  schmal« 
Spitzen  zu  Stanile  bringt.  Mittelst  Handarbeit  und  bei  der  fibü- 
eben  Tbeilung  der  Arbeil  kann  man  bei  der  Fabrikation  vnn  Stech' 
nadeln  auf  eine  Person  4800  Nadeln  rechnen.  Die  Wright'scb« 
NadeltiiBschine  macht  in  einem  Tage  "2 — 3  Milltonen  Stecknadeln 
mit  Beihilfe  von  1 — 2  Arbeitern.  Bei  der  Pupierfabrikation  schupft 
ein  Mann  in  einem  Tage  3000  Bo^en  ordinäres  Schreibpapier,  also 
nahe  4500  Quadrat -Fusa,  dieses  Papier  bedarf  aber  zur  gänzli- 
chen Vollendung  noch  mehrerer  Manipulationen;  eine  Papiernui' 
achine  erteugt  mit  Hilfe  von  3  —  4  Personen  eben  so  viel  gaas 
fertiges  Papier  in  einer  Stunde.  Mit  einer  gemeinen  Buchdrucker« 
presse  erhSlt  man  in  einer  Stunde  nur  200,  mit  einer  Stanhope- 
presse  bücbstena  250  Abdrücke  ;  die  vnn  KTinig  erfundeneSchnell> 
presse  liefert  in  einer  Stunde  l'iOO,  Cooper'a  Stereotypen  presse 
gar  4000  Abdrücke. 

Unter  solchen  Omstäoden  konnte  mit  Grund  erwartet  werden, 
das«  die  Erzeugnisse  der  Industrie  einer  bedeutenden  Preiset* 
mäesigung  unterliegen  mussten,  und  dieser  Emarlung  bat  auch 
der  Erfolg  entsprochen.  Als  man  Schwefelsaure  noch  einzig  und 
allein  aus  Eisenvitriol  im  Kleinen  erzeugte,  kostete  das  Pfund 
7%  Gulden,  dadurch  dass  man  sie  mit  Zugabe  von  Salpeter  in 
grossen  Glaskolben  bereitete,  fiel  dieser  Preis  auf  8'/,  Kreuzer, 
und  als  man  die  Erzeugung  in  Bleikammeni  betverktilelligt  halte, 
wurde  eio  Centner  mit  S  — D  Gulden  abgelassen.  Als  man  da^ 
Ultramarin,  die  jetzt  allgemein  angewendete  schöne  blaue  Farbe, 
aus  Lasurülein  erzeugen  muüste,  kostete  das  Pfund  der  Mitteisorte 
über  600  Gulden,  jetzt,  wo  man  es  aus  sehr  gemeinen  Stoffen 
künstlich  zusammensetzen  gelernt  bat,  nur  !>/«  Gulden.  Von  den 
chemiscbeit  Zündhölzchen  kosteten,  als  sie  zuerst  nach  Oester- 
reich  kamen,  hundert  Sltick  t'/s  Gulden,  jetzt  steht  dieser  Preis 
auf  Vt  krwizer.  Ueut  zu  Tage  ist  kaum  eine  Bauernstube  ohne 
Uhr;  im  15.  Jahrhundert  hielt  es  der  Stadtrath  von  Auxerre  für 
bedenklich,  ohne  besondere  Erlaubities  des  Königs  aus  der  Sladt- 
kasse  eine  Uhr  anzuschaffen.  Im  Jahre  1720  soll  die  Unterhaltung 
eines  Fortepiano  von  186  Saiten,  ivegen  des  hoben  Preises  der 
Letzteren,  jährlich  100  Tbaler  gekostet  haben.  Ein  Pfund  Seide 
war  im  Alterthum  gleich  einem  Pfund  Gold.  Als  König  Eduard 
der  VI.  von  England  durch  einen  Kaufmann  ein  Paar  Seidenslrümpfe 
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artiielt,  nachte  man  davon  imgaitaahi  viel  Aufheben«.  Gegen  aolche 
PreiaerRiSaaigangen  «ficht  die  gegenwärtig  hohe  Verwerthong  aonal 
ab  mibraochbar  betrachteter  Gegenstände  elgenthfimlich  ab,  und 
doch  Ist  diese  eben  sowohl  ein  Ergebniss  indastrieller  höherer 
Arbeit  wie  jene.  Ein  todtes  Ross^  dem  Haut  und  Uaar  entnommen 
sind  f  galt  lange  als  Bild  eines  nutzlosen  Gegenstandes ;  in  der 
Abdeckerei  zu  Montfaucon  bei  Paris  bringt  man  einen  solchen 
KOrper  durch  kluge  BenOtzung  aller  Theile  auf  20—45  Gulden.  Das 
Blut  wird  theils  zur  Fabrikation  von  Berlinerblau,  theils  getrock* 
oet  als  Dünger  verkauft»  die  Hufe  und  Knochen  beziehen  die 
Kamromacher  und  Messerschmiede ,  und  was  diese  nicht  brauchen 
können,  chemische  Fabriken  zur  Erzeugung  von  Ammoniak;  das 
Fett  wird  zum  Einschmieren  von  Leder  oder  als  Brennstoff  ßlr 
Lampen  der  Emailleurs,  das  Fleisch  theils  zum  Verspeisen»  theils 
als  Futter  fOr  Hunde,  Katzen,  Schweine  und  Hühner  verwendet, 
aus  den  Flechsen  siedet  man  Leim»  von  den  dünnen  Gedärmen 
macht  man  Saiten,  die  schon  in  Fäulniss  übergegangenen  Reste 
von  Fleisch  dienen  Maden  zur  Nahrung  und  letztere  werden  dann 
als  Vogelfutter  oder  als  Köder  zum  Fischfang  verkauft»  nebenbei 
finden  sich  zahlreiche  Ratten  ein,  die  man  eigens  hegt,  dann  in 
Masse  erschlägt  und  deren  Felle  an  Kürschner  verkauft.  Wie 
viele  Menschen  wfirdeki  Beschäftigung  und  Unterhalt  finden,  wenn 
diese  Industrie  von  Montfaucon  in  Bezug  auf  andere  Gegenstände 
Anwendung  flinde,  die  jetzt  nutzlos  zu  Grunde  gehen  ;  in  der  That» 
wenn  über  Mangel  an  Beschäftigung,  Verdienstlosigkeit  und  Arrouth 
von  gesunden  Leuten  geklagt  wird,  so  ist  dieses  gar  oft  nur  die 
Folge  eines  Mangels  an  industriellen  Bestrebungen. 

Sollte  mein  Bild  über  die  Macht  der  Arbeit  vollendet  heissen 
können,  so  roüsste  ich  auch  den  Antheil,  welchen  die  Arbeit  am 
Handel  und  Verkehr,  an  Künsten  und  Wissenschaften  bat,  näher 
schildern ;  allein  dann  würde  dieses  Bild  grösser  sein  als  der 
Rahmen,  in  den  es  passen  muss. 

Es  ist  aber  schon  aus  dem  Gesagten  zu  ersehen,  dass  der 
Mensch  hur  durch  Arbeit  zum  Herrn  der  Welt  wird,  als  welchen 
er  sich  so  gerne  betrachtet  und  dass  er  ohne  Arbeit  nur  ihr  Sklave 
ist;  Alles  gehört  ihm,  wenn  er  es  durch  Arbeit  zu  gewinnen  weiss. 
Das  Licht  ist  ihm  nicht  mehr  blos  das  Vehikel  des  Sehens,  son- 
dern sein  Bleicher  und  Färber,  die  Wärme  wird  zu  seinem  Motor» 
die  Elektricität  zu  seinem  Postillon,  der  Magnet  zu  seinem  Füh- 
rer; die  Ströme  fliessen,  um  seine  Schiffe  in  ferne  Lande  zu 
tragen,  für  ihn  hat  die  Erde  ihre  Mineralschätze»  für  ihn  quillt 
die  Gesnndheitsquelle,  f&r  ihn  keimt  die  Saat  und  laichet  der  Fisch. 
Das  Lamm  trägt  filr  ihn  die  Wolle,  gibt  die  Kuh  die  Milch,  legt 
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da»  Huhn  eeine  Eier,  üarcb  Fleisc  bat  der  Blenflch  da«  Raieb 
der  Wisseoscbaften  gegHIndet,  d.  b.  eineo  Baam  gepflanit,  der  ia 
der  Erde  wurzelt  and  dessen  Krone  bis  au  den  Gestirnen  reicht« 
Doch  ich  erinnere  mich  vielleicht  noch  zu  rechter  Zeit  ao  Hon* 
t  e  s  q  u  i  e  u ,  der  sagt :  Manche  Redner  suchen  durch  die  Länge  ihres 
Vortrages  zu  ersetzen,  was  ihnen  an  Grfindllcbkeit  abgebt,  und 
ich  achüesse  daher,   um  nicht  diesem  SStze  zu  verfallen. 


Uebongsaufgaben  fSr  Schuler. 

Von  Herrn  Professor  F.  H.  Rnftip  am  Gymnatiiim   in  Cötfeld. 

Vorbemerkung.  Die  folgenden  Aufgaben  sind  nicht  für 
einzelne  talentvolle  und  mehr  ausgebildete  Schiller ,  sondern  viel- 
mehr ftir  ganze  Klassen,  z.  B.  f^r  die  Secunda  eines  G3rmnaslam8 
bestimmt,  so  dass  die  Auflosung  einer  solchen  Aufgabe,  die  aus- 
serhalb der  Schulzeit  anzufertigende  und  in  einer  bestimmten  Zdt 
einzuliefernde  schriftliche  Arbeit  eines  jeden  Schillers  der  Klasse 
ausmacht.  Dass  bei  Aufgaben  dieser  Art  nicht  so  sehr  und  vor- 
zugsweise die  Erfindungsgabe  in  Anspruch  genommen  werden 
darf,  in  welchem  Falle  nur  die  besser  begabten  Schüler  berück- 
sichtiget wurden,  —  dass  vielmehr  auch  der  minder  begabte,  aber 
fleissige  Schüler  sich  .im  Stande  fohlen  muss,  mit  Benatzung  der 
in  der  Schule  gegebenen  Anweisung  unter  Anwendung  von  ziem* 
lieh  leicht  zu  findenden  Combinationen  und  Analogien  die  Aufgabe 
bewältigen  zu  kOnnen,  versteht  sich  bei  jedem  praktischen  Schul- 
manne wohl  von  selbst  — -  Unter  Anderem;  liefern  manche  Be- 
weise fSr  den  Pythagoräischen  Lehrsatz,  solche  nämlich ,  die  sieB 
auf  Congruenz  von  Dreiecken  und  auf  Gleichheit  von  ParaUelo» 
grammen  stützen,  für  Aufgaben  der  bezeichneten  Art  ein  voitref- 
liebes  Matefial.  Nachdem  nämlich  ein  solcher  Beweis  mehr  oder 
mmder  ausführlich  hi  der  Schale  vorgenommen  oder  aach  nur 
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■ttgeleolk  k/tf  wird  die  Lag»  der  Quadrate  gegen  einander  ge- 
Mdert  and  datiQ  den  Schatern  die  Aufgabe  gestelh^  bei  dieser 
i#iiiderten  Lage  <der  Quadrate  den  Beweis  so  llefefn.  Um  fclei^ 
boi  mebif  Mamiigfiiltigiceit  heirer'ätt  bringen  nnd  dem  ScbMevehi 
gvOiä^N»  Fe^  Air  seine  freie  Tbfttigkeit  m  Terechaffen ,  können 
in  'der'Sebole  avcb  tnebrere  Beweise  eder  docfc  mehrfacbe  Ab* 
Snderungen  desselben  Beweises  Air  die  einmal  angenommene  Lage 
der  Quadrate  behandelt  werden»  worauf  der  Schaler  in  seiner 
schriftlichen  9  eine  andere  Lage  der  Quadrate  yoraussetzenden  Auf- 
gabe eine  freiere  Bewegung  bei  Aufsuchung  des  Beweises  anneh- 
men kann.  In  derselben  Weise  sollen  auch  die  folgenden  Lehr- 
sätze benutzt   werden. 

L  Lehrsatz.  Durchschneiden  sich  in  einem  Kreise  zwei 
Sehnen»  so  sind  die  beiden  Parallelogramme»  welche  aus  den  zwei 
Stficken  jeder  Sehne  und  dem  Winkel»  unter  welchem  sich  die 
Sehnen  schneiden»  construirt  werden»  an  Flächeninhalt  gleich. 

Es  seien  ^CondZ>£  (Taf.  V.  Fig.  7.)  die  beiden  sich  in  B 
durchschneidenden  Sehnen.  jUacht  man  nun  BF=BC  und 
BG  =  BDf  und  donstruirt  hiernach  die  beiden  Parallelogramme 
BAJF  und  BEUG,  so  ist  zu  beweisen»  dass  BAJF  =  BEHG. 

Erster  Beweis.  Ziehe  DC  und  GF,  verlängere  alsdann 
nach  beiden  Seiten  hin  die  Linien  JF  und  BG,  bis  sie  einerseits 
sich  itL  M  treffen»  andererseits  aber  mit  der  durch  A  und  E  ge- 
Ifgien  Geraden  in  K  und  L  zusamroenstossen.  Alsdann  ist  zu- 
nächst £iDBC&i^GBF,  und  demnach  der  Winkel CDB^FGB. 
^ß  bt  aber  auch  CDB  —  CAE  und  folglich  auch  FGB  r=  CAE, 
ipd  daher  FG  parallel  KL.  Also  Ist  auch  ferner  FGAK^  FGLE^ 
und  da  FGAK^MGAJ  und  FGLE  =  FMHE  ist»  so  ist  MGAJ 
^FMUEt  und  folglich  auch  ».wenn  man  das  gemeinschaftliche 
$tOck  FMGB  wegnimmt»  FBAJ—GBEH. 

'  Zweitei*  Beweis.  Nachdem»  wie  Im  Ersten  Beweise  gezeigt 
bt»  dass  FG  parallel  iEJL»  und  hlel'adf  die  Diagonalen  FA  iind  CE 
^zogefl  sind»  etgiebt  sieh»  dass  ^FGA=i^FGE,  und  folglich 
atoeli  tsiPBA  :r:  A  GBE.  Da  ritib  A  FBA—  \FBAJ  und  A  GBB 
^lÖBEBt,  Bö  Ist  auch  FBAJ^GBEH. 

Dritter  Beweis..  Nachdem  abermals  dargetban  ist»  dass 
gG  parallel  KL,  erglebt  sieb,  dass  ^KFE^AAGL,  und  demnach 
a4'^-fC3=o-f <2-f^»  u^d  da  nun  a^f;^§f,  c  aber  gemeinscbaft« 
Uab^ist»   so  ist  auch  b:^dr  d«  h^  FBAJ^GBEH, 

Anmerkung.  So  dnbdi  die  yorst^heuden  BA^tfse  auch 
sind»  no  lehrreich  wM  de^h  der  iShib  tt¥  den  S^ler;  iebaM' 
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die  veränderte  Lage  der  Parallelogramme  lo  Anwendung  kommt 
und  er  dann  den  Beweis  aelbstständig  ausfuhren  soll.  Die  Lage 
der  Parallelogramme  kann  aber  mannigfach  verändert  werden ,  wie 
die  folgenden  Figuren  leigen.  In  Taf.  V.  Fig.  7.  waren  sie  Aber 
die  grosseren  Sehnenstücke,  und  zwar,  vom  Dreieck  ABE  ans 
betrachtet,  nach  aussen  hin  gelegt;  in  Taf.  V.  Fig.  8.  fallen  sie 
aber  das  Dreieck  ABE;  in  Taf.  V«  Fig.  9.  stehen  die  Parallelo- 
gramme auf  den  kleineren  SehnenstQcken ;  dasselbe  ist  auch  in 
Taf.  V.  Fig.  10.  der  Fall,  aber  hier  li^en  sie  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite.  In  Taf.  V.  Fig.  IL  li^en  abermals  beide  Paral- 
lelogramme auf  den  grosseren  Sehnenstficken ,  aber  das  eine  flUlt 
fiber  das  Dreieck  ABE,  das  andere  nicht.  Wie  noch  ferner 
Aenderungen  vorgenommen  werden  können,  ist  leicht  zu  sehen. 

2.  Lehrsatz.  Sind  aus  einem  ausserhalb  eines  Kreises  lie- 
genden Punkte  zwei  Secanten  durch  den  Kreis  gezogen,  so  ist 
das  Parallelogramm,  welches  aus  der  einen  Secante,  dem  ausser- 
halb des  Kreises  liegenden  Stücke  derselben  und  dem  von  beiden 
Secanten  gebildeten  Winkel  construirt  wird,  dem  bei  der  anderen 
Secante  in  gleicher  Welse  constniirted  Paralletogtamme  gleieh. 

Auch  hier  bietet  sich  wie  beim  ersten  Lehrsatke  dieselbe 
Mannigfaltigkeit  dar.  —  Statt  der  einen  Secante  kann  anch  die 
Tangente  genommen  werden,  wo  dann  das  ^ine  ParallelogranMIi 
gleichseitig  wird. 
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Von   dein    Heraasgeber. 

Zwei  geometrische  Aofgabeo. 

JSrtte  Aufgabe. 

In  TatV.  Fig.  12.  sei  AOB  ein  Dreieclc,  dessen  Sei- 
ten OA:=za,  OB  =  6  und  der  von  denselben  eingeschlos- 
sene Winicel  AOB=i  gegeben  sind;  man  soll  die  Sei- 
ten OA  and  OB  dieses  Dreiecks  um  zirei  solche  Stflcice 
AC  und  BD  verlängern,  dass  diese  Stücke  in.  einem 
gegebenen  Verhältnisse  mm  zu  einander  stehen»  und 
die  ihre  Endpunkte  C  und  D  verbindende  gerade  Linie 
CD  eine  gegebene  Grosse  c  hat. 

Erste    Auflösung. 

Man  setze  AC:=x,   BD=y,   so  ist  nach  den  Bedingungen 

der  Aufgabe 

x:y  :=m:n. 

Femer  ist  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe 

c«  =  (a  +  x)^  +  (6  +y)«— 2(a  +a:)(6+y)co8t 
oder 

c«=    l(a+:r)«  +  (6+y)«+2(a+.r)(6+.y)|sin4t'« 

+  |(a+a:)«+(6+y)«-2(a+a:)(6+y)lcosii«, 
also 

c«=|(a  +  j:)  +  (6+y)l«8init«  +  t(a  +  j:)-(6  +  y)i«coslt« 


oder 


c«  =  |(a  +  6)  +  (:r+y)|«sinJi«  +  |(a-6)  +  (jr-.y)|«cos4A 


Nun  ergiebt  sich  aa»  der  ProfiortioD 

xr  :  iy  =  m :  n 
die  Proportion 

und  wir  haben  also  zur  Bestimmung  von  x  und  y  die  beiden  fol- 
genden Gleichungen: 

(m— n)(ar+y)  =  (m+ii)(ar— y), 

|(a+6)  +  ^ar+y)}*8in4t«  +  {(a-6)  +  (:r-y)|«co8ii«=c* 

Die  zweite  Gleichung  ISsst  sich  auf  folgende  Form  bringen : 

j(£±*)±(£±l!)«.,„...j'+  j(£z±±(£=s^eo«y|  =1, 

undisets^n  wir  also: 

80  wird  diese  Gleichung: 

t^  +  r«=l. 

t 

Ferner  ist 
also  wird  die  erste  der  beiden  obigen  Hauptgleichungen: 


oder 


(m~ii)c        (m-\n)c 
sinit  cos  4t  ^  ^ 


also 


•         «      I 


(m  — m)c  (m  +  ii)c         

2  (fn6— ^na)  sin  iv        2(m6— 9ta)cos4l 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

._     .  {m-^fOc  __       (m-f n)c  : 

"^2(iii6 — na}sinit'     '*"~2(iw6  — no)cos4t* 

so  sind  die  aufzulösenden  Gleichungen: 

Theil  XXVIII.  23 


•f 


S46  JMmMM. 

EUmlDirt  man  Vy   so  erhUt  man  dif  Gteichnng 

a       ^      -£!zJL 

und  bestimmt  man  nun  »  aas  dieset  Glaio)^i|ng»  hierauf  v  mittelst 
der  Formel 

so  erhält  man: 

"-  ?+^«  ' 

"- T^T^ 

Also  haben  wir  snr  AaflSsung  unserer  Angabe  die  folgenden 
Formeln : 

2(m6 — fia)sioit'    ^     2(iii6— na)cosit' 


'•~  ia^..a  • 


iHf*^ 


Zweite    Auflösung. 
Crehen  wir  wieder  von  den  beiden  Gleichungen 

aus»  so  können  wir 

X^SZU^W  f     y  sa  f|t9 


8etBehv-'iind-dfe>BiivfM»>GMclnmi^'Wiird  diltiii: 

\ siDit^    +\ cos\i\   =1. 


c 
Wir  können  also 


tt  +  6-f(m-fn)€o  .     .      . 
'—  sin  U = sin  P, 

^ —  cos  It  =:  cos  P 

c 

setzen,   woraus  wir 

c  sin  P— (a  +  6)  sin  it 


fU  = 


iw+n 

c  cos  P —  (ö— 6)  cos  Jt , 

= ^- —  ♦ 


also  zur  Bestimmung  von  P  die  Gleichung 

csin  P —  (g  -f  6)  sin  jt  __  c  cos  P —  (g — 6)  cos  jt 


oder 


sinP       coaP         a-t^b      .   v:         g— 6 
m-i-n      m — n      {m+n)c  (m— ii)c       * 


oder 


sinP— cosP=: {sinit • — r-icoshl 

m — n  c  m  — n   g  +  o 

erhalten.    Berechnen  wir  nun  die  HOlfswinkel  S,  m  mittelst  der 

Fonnelii 

^      m+n      ,  m+n   a— 6 

tane  &  = 1     tang  a>  = •  — r-y ; 

^     .     m  —  n  "         m — n   a+b 

so  wird  vorstehende  Gleichung: 


g  also 


sin(P— 6)       a+b   sin(lt  — ©) 
COS  9  e  cosco 


^  '         c        cos©         *  ' 


milfeM  welcher  Pdrmel  P  berechnet  werden  kam.    Hie^aof 
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man  tOp  s,  ff  mittatst  dar  im  Obigan  flhr  di«M  Gr^gsen  gegebeoMi 
Aaedrflcke. 


Dritte    Aufl58ung. 

Bezeichnet  man  die  Winkel  ODC  und  OCD  respective  durch 
9  und  ^^  so  ist 


aber  yzzz—x,   also 

ma-i-mximb  +  na:  ^  tun  tpisiu^, 

woraus  sich 

osiny;  —  fesin  y 
itsing)  — ntsinif; 

ergiebt.    Nun  ist 


also 


a-f d?:c  =  sinep:sint,    a4-x  =  c   .    .  ; 


asintf; — 6sin<p  siny 

H  +  111 ;; ; — ~  =  C  — ; — r  » 

'      nsiny — main^         smt 


oder,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  6ndet: 

(na — itife)siny  cs\üq> 

ns\nq> — msin^         sint 

d.  L 

(na— mft)  sin?  s=c(n  sin  y — tn  sin  tp). 

Es  ist  aber  t);=]80^— (t-f  9),    folglich  hat  man  zur  Besthnmung 
von  9  die  Gleichung 

(na — mb)  sin  iz=zc  \nBinq> — msin(i  +  tp)], 
oder 

(na — ni6)  sin  i=:c{(n — mcosOsin^ — msintces^), 

oder 

na~^mb   ...  ^  ,  ,    , 
sm  t  =:  (n — m  cos  t)  sin  9  —  m  sm  i  cos  <p. 

c 

Bestimmt  man  also  die  Hfilfsgrossen  R,  ^  mittelst  der  Gleichungen 


MUeHSen.  S49^ 

was  bekanntlich  keine  Schwierigkeit  hat,    00  wird   vorstehende 
Gleichung : 

na — mb  ,    ,       »  .   /        o\ 
sin  1  =  IC  810(9 — w), 

woraus  sich  zur  Bestimmung  von  q>  die  Formel 

sin(g)— Ä)  =  -. — ^ 

ergiebt  *  ... 

Ueberhaupt  aber  haben  wir  nun  zur  Auflosung  unserer  Auf- 
gabe die  folgenden  Formeln: 

Asin  A=msint, 
jBcosi^=n — mcost; 

.   ^        ^v      na'^mb   sint 
sin  (9  -  Ä)  = ^  p 

t  =  i80o-(t+9); 

asin^  —  6  sin  9 
nsin9  — msini^ 

asintI;  —  68in9 

y  =  ll — ; ' — r« 
nsin9 — msintp 


Zweite  Aufgabe, 

In  Taf.  V.  Fig.  13.  sei  AOB  ein  Dreieck«  dessen  Sei* 
ten  OÄ=^a,  OB  =  b  und  der  von  denselben  eingeschlos- 
sene Winkel  AOß  =  i  gegeben  sind;  man  soll  die  Sel- 
ten OA  und  OB  dieses  Dreiecks  um  zwei  solche  Stücke 
AC  und  BD  verlängern,  dass  diese  Stücke  in  eineitt 
gegebenen  VerhSitnisse  m:n  zu  einander  stehen«  und 
die  ihre  Endpunkte  C  und  D  verbindende  gerade  Linie 
CD  ein  Minimum  werde. 

A  u  f  I  o  s  u  n  g. 

Man  setze  AC^zmx,  BD=:na:  und  bezeichne  die  Linie  CD, 
welche  ein  Minimum  werden  soll»  durch  y.    Dann  ist 


■I    f  •  I        .-  • 


SBO  JittmfMmt. 

ys = (n  4iMr)»-f  (6  -fn«)»-^  2(a^fw)  (*4ri|A>co8 1. 
Mglithjf  wenn  man  4iffeMitiirt: 

*     — i]i(6 -ftup}co«i— n(a -h>>>^)co8t 
=     fna  +  nb  —  (mb+na)cosi 
+  (m*  +  n* — 3mn  cos») «. 
Die  gemeinschaftliche  Bedingung  des  Maximums  und  Minimums  Ist 


I  • » 


^-0 


<    ,         ,11       .    I 


folglich  wegen  vorstehender  -  Gleiehotig  s 

ma+n6— (m6+«fl>ee«t+<iii*+ii'-*-2iimcosi)a:=0, 

woraus  sich 

ma+nb  —  (tno  +  nfl)  cos  i 
.Hl*  +  n* — 2mfi  cos  i 

oder 

.^       g  (m  *^n  cosi)  4*6(w  —  m  cos  t) 
^  ""  ""  (m  +  ii)«sln  !<»+  (m  -  n)*  cos  4? 

ergiebt 

Leicht  6ndet  man: 

(na'-Tnb)(n — mcost) 

a  +  inar=      — 5— j — 0 — 5 r- * 

m*  +  n* — 2mnco8t 

.  __      (tiö — mb)(m — 91  cos  t) 

6  +  iu:-         ^a^^a_2fiiit€0sr' 

und  folglich  nach  dem  Ohigen : 

(iifl— m6)1(m— ncost)*+(it~inces<)>-t-2(m*^ce»t')(n  — mceslQcosf) 


»"= 


(m*  +  n»— 2mn  cos  0* 


woraus  man  nach  einigen  einfachen  Transformationen : 

^_    (na — ^6)^8101** 
^  ~ma+n2~2m»co8»' 

also 

±(nii— -m6)8int 
V^m«  +  n*  — Swncost 


odof 


9-±^y~ 


{na—mb)aiüi 


Vi'm  +  *)•  »in  y>  +  (m-^ny^^ifi 


erbXIt»  Indem  man  dail  Vorzeichen  immer  so  nimmt,  das«  y  po- 
sfiiy  wird. 

Um  nun  zwischen  dem  Maximum  und  Minimum  zu  unterschei- 
den, müssen  wir  noch  den  zweiten  Differentialquotienten  entwiclcein. 
Nach  dem  Ohigen  war 

dy 
y^sma-fni— (iii6-|-fia)co8t -t- (m^-t-n'-^Snificost)^» 

woraus  man  durch  fernere  Differentiation: 

erhält  Da  es  uns  aber  hier  bloss  auf  die  Kenntniss  des  Wer^ 
thes  des  zweiten  Differentialquotienten  ankommt,  welchen  der- 
selbe fär  den  Werth  von  x  erhSit»  für  welchen  der  erste  Diffe- 
rentiaiquotient  verschwindet,  so  können  wir  in  der  verstehendeta 
Gleichung 

ex 
setzen,  nnd  erhdten  dettztifbige 


also 


oder 


y^|i=:m'+n* — Zum  cos  t» 
Bhf  ^^  m*  +  fi^'-'^imn  cos  i 


(m  +  n)*sin4i*  +  (m— n)*cosit* 

^  Jag       I    I  i  1 1      ii*.     I  ■  I  . 

•  9 


wo  für  ]y  sehi  oben  gefundener  stets  positiver  IVerth  zu  setzen 
ist.  Hiemaeb  ist^lso  der  zweite  Differentialquotient  positiv,  folg«- 
lieh  die  Bedingung  desMinimums  wirklich  erf&llt,  wie  verlangt  wavde; 


A  nrm  €  r  k  u  n  g. 

Man  kann  die  beiden  vorbergehenden  Aufgaben  auf  verschie- 
dene Weise  abändern,  indem  man  die  Stücke  AC  und  BD,  statt 


9ia  MiiceHem. 

sie  auf  deo  Verlängerangen  der  Seiten  OA  und  OB  des  DmA^ 
ecks  AOB  sa  nehmen,  auch  auf  diesen  Seiten  selbst  von  A  und 
B  an  abschneiden,  auch  das  eine  Stfick  aof  der  VerlSngerung  der 
entsprechenden  Seite  nehmen ,  das  andere  auf  der  ent6precheB,den 
Seite  selbst  abschneiden  kann.  Die  Auflösungen  der  hierays 
hervorgehenden  Aufgaben,  die  in  zweckmässiger  Weise  alsUebungs- 
aa%aben  benutzt  werden  kennen,  ergeben  sich  aus  deri  Aufldsun- . 
gen  der  beiden  vorhergehenden  Aufgaben  ganz  von  selbst,  wenn 
man  nur  die  Zeichen  gehurig  verändert,  und  bedflrfen  einer  v^el- 
teren  Erläuterung  nicht 

Eine  praktische  Anwendung  kOnne^  die  vorhergehenden  Auf- 
gaben bei  der  Berechnung  einer  Mondfinsterniss  6nden  :  die  erste 
bei  der  Berechnung  der  Zeit  des  Eintritts  des  Mondes  fn  den 
Erdschatten,  die  zweite  bei  der  Berechnung  der  Zeit  der  grossten 
VerOnsterung.  Der  Kundige  übersieht  den  >Zusammenhang  unse- 
rer Aufgaben  mit  diesem  Gegenstande  von  selbst,  und  ich  halte 
weitere  Erläuterungen  ffir  ganz  uhnuthig,  will  indesis  notih-  in 
grOsstentheils  bekannter  Weise  zeigen,  wie  zur  Zeit  einer  Monf^ 
finsterniss  die  Breite  des ^ Erdschattens  an  det*  Stelle,  wo  der 
Mond  durch  denselben  hindurch  geht,  gefunden  werden  kiinn, 
was.  hinreichen  wird,  um  die  bei  der  Berechnung  einer  Soleb^ 
Erscheinung  mit  Hülfe  der  obigen  Aufgaben  nuthigen  Formeln  bei- 
sammen zu  haben,  wobei  man  sich  nur  immer  erinnern  muss, 
dass  man  es  bei  einer  solchen  Rechnung  stets  nur  mit  sehr  klei- 
nen Linien  oder  Bogen  zu  thun  hat,  für  welche  immer  die  in 
einerlei  Maasse  ausgedrückten,  ihnen  entsprechenden  'Winkel  am 
Mittelpunkte  der  Erde  gesetzt  werden  kOnnen,  und  dass  man, 
wie  bei  allen  solchen  Rechnungen  in  der  Astronomie,  auch  hier 
die  Zeit  des  Eintritts  des  Mondes  in  den  Erdschatten  schon  nähe- 
rungsweise kennen  muss,  völlige  Genauigkeit  auch  nur* auf  dem 
Wege  successiver  Annäherung  erreichen  kann.  Zur  Erläuterung 
dient  Taf.  V.  Fig.  14.,  in  Bezug  auf  welche  ich  nur  bemerke,  dass 
A  der  Mittelpunkt  der  Sonne,  B  der  Mittelpunkt  der  Erde,  e  die 
Entfernung  des  Mondes  von  der  Erde  ist;  alle  übrigen  Bezeich- 
nungen sind  aus  der  Figur  selbst  ersichtlich ;  die  oberen  Zelehen 
beziehen  sich  auf  den  Kernschatten,  die  unteren  auf  den  Halb* 
schatten.    Es  ist 

gzzz  ethngip; 

R:r=E±BS:BS, 

R^r:r=:E:BS, 


Nna  Ist 

r  tE      \ 

^  =  (BS  T  «)  tang^  =  ^^^TcJ  tang^ . 

also  nach  dem  Vorbergeheodeti : 

f  ^^  T  «y  tang^  =  « taog  g). 
Ferner  ist 

r=:Ä5.sint|;=s  g^r-sin^,  sin i|;  =  — jg— • 

Aus  den  beiden  Gleicbangen 

W^r      ^  «tangffi 

sinif;=— £-,    tang^=-^:g— - 

müssen   wir,   um  q>i  weiches  hier  eigentlich  die  gesuchte  unber 
kannte  Grosse  ist»  zu  finden,  tf;  eliminiren.    Es  ist  aber  bekanntlich 


also 


-  sinif;^ 

tangi^*  =  I ; — -^ , 

o  ^        1  —  sin  if;^ 

•      ' » 


!    1     • 


woraus  sich 


"!■' 


r«    


\E^Ey 


ergiebt*    Setzen  wir  also 


'  8      T?  •*  '       TT  ^  •        A 

~=sino,    p=sin  il»    -7?=sm^; 


SM  WiinffüiL 

wo  S  die  Mondcparallaze»  n  die  SoDoeoparallaie,  ^  der  Mhebir 
bare  Sonnenhalbmeseer  ist^  sc^  wird 

taog 9*  =  CID o* -^-^ — ^— T ^■■-  ^    , 


also 


l8ingT(gin^T»inJT)i» 


woraus 


8iiicd  +  8inI77Mn<^ 
folgt    NäheniDgaweiif^  kann  man 
setsen. 


Bfe  p^lnleclie  Chr&^  Slc^rsewek»  obiI  die  beMea 

HatlieMiAtiker  #•!!•  ■elnr.  üanaliert  obiI  vn  M«l« 

l»nfl  fiber  die  Anfgmb^  ▼•!!  der  Beeclu-eibiuiiir  eise« 

4rei  Andere  ir^i^bene  Kreise  berührenden  Kreiee«« 

Der  erste  ^Theil  tod  Joh,  Heinr.  Lambert'a  deotscbem 
gelehrten  Briefwecbsel.  Heranagegeben  von  Job.  Ber- 
Doalli,  Mitgl.  der  Konigl.  Akademie  der  Wissenacbaf- 
ten  zn  Berlin.  1781.  enthält  yorsüglicb  die  Briefe  xwischen 
Lambert  und  ▼.  flolland,  welcher  letztere  ein  grosser  Liebha- 
ber und  sebr^  gründlicher  Kenner  der  Mathematik  war  und  sich 
damals  In  Treptow  an  der  Rega  in  Hinterpommern  aufbielty 
als  Hofmeister  in  der  Familie  des  Herzogs  Friedrich  Eugen 
von  Würtembergy  der,  zu  jener  Zelt  in  preus^ischen  Diensten, 
mit  seinem  Rcfgknente  in  Treptow  in  Garnison  stand.  In  die- 
sen Briefen  kommt  zwischen  den  beiden  Mathematikern  auch  das 
Problem  von  der  Beschreibung  eines  Kreises ,  der  drei  andere 
gegebene  Kreise  berfihren  soll,  zur  Sprache,  in  einer  Weise»  die 
manches  Interessante  enAält  und  daher  hier  wobi  eine  Mitthei- 
lung verdient. 


iWMMMk  90ft 


'  ^HbilaiKd  JEMdmlM  an  Iji«i^««l>atii  Treptow  du«  20.  N«h 
viAmbcr  1769:  '  <  ■  i   i  .>  r-  .  -  i  .  .>"m. 

,,Die  Gräfin  Skorzeirska  *)' hat  inir  letzthin  das  l^roHleiQ 
au^egeben«  zu  drei  gegebenen  Zirkeln  einep  vierten  zu  finden, 
der  jene  drei  berfifirt.  Ich  habe  zwar  bereits  die  AutlOsiiqg  davoq 
gemacht.  Die  Rechnung  ist  aber  entsetzlich  mQhsam  gewesen 
and  hat  mich  endlich  auf  eid«  bis  aumr  Eekel  züsakhmengesetzte 
blquadratische  Gleichung  geföhrt>  wtb  diä  unbekannte  GriHsäe  d«r 
Radios  des  gesuchten  Cirkebläi.  Nun  ist  es' mir  eine  ganz  dasUe 
Erinnerung,  dass  Vieta  schon  eben  die  Aufgabe  au^eiösi  hat^' 
und  ich  bin  gewiss,  dass  er  sich  aller  der  algebraischen  H^lfs- 
roittei,  die  mir  zur  Auflusung  verhelfen ,  damals  noch  nicht!  h^t 
bedienen  können.  Ich  glaube  aber,  dass  seine  Solution ,  die  bfin^ 
Zweifel  geometrisch  gewesen ,  kCIrzer  und  netter  sein  wird  als  die 
meinige.  Sollten  Sie  etwa  in  einem  Buche  irgendwo  Vieta^'s 
oder  eines  andern  Auflösung  dieses  Problems  haben,  90  würde 
ich  Ihnen  für  die  Mittheilung  derselben  verbunden  sein,  die  Be- 
gierde ist  natflriich,  nach  einem  zurflckgelegten  Weg,  den  man 
selbst  gesucht  hat>  zu  wissen,  ob  man  den  kürzesten  getroffen 
habe  **). " 

Hierauf  antwortet  Lambert  aus  Berlin  den  IL  Decbr.  1768: 
,,Die  Gräfin  Skorzewska,  Herr  Beitier  *^*)  und  Herr  Obris^ 
Ricaut  haben  mir  ebenfalls  von  der  Aufgabe  des  Circuls  ge- 
sprochen, der  drei  andere  von  gegebener  Lage  berübrefi  solle. 
Dieses  Berühren  kann  auf  acht  Arten  geschehen,  weil  entweder 
alle  drei,  oder  nur  zween  oder  nur  eiAet  oder  gar  keiner  inwendig 
oder  auswendig  berührt  wird.  Auf  diese  Art  aber  schiene  da^ 
Problem  auf  eine  Gleichung  vom  achten  Grade  zu  führen,  und 
würde  sich  schwerlich  mit  Chreul  und  Lineal  xHbnstruiren  lassen. 
Indessen  läset  es  sich  dennoch  auf  eine'Gl^hung  vom  zweiten 
Grade  bringen.  Die  Auflösung,  so  ic|i..  durch  trigonometrische 
Formeln  erhielt,    hatte  ich  der  Gräfin  n^itgetbeilt,    indessen  lAei» 


I  •• 


^)  Hierzu  bemerkt  Bernoulli:  „Eine  gelehrte  polnische  Dame 
und  grosse  Liebhaberin  der  natheivatischeQ  Wbjuenliehafteik  Sie, hat 
sich  l#nge  in  Berlin  auf ge|i#ll^,   lebt  aber  «loht  mehr.*'     * 

^*)  Holland  hat  also  den  Apollonius  Gallus  des  Vieta  nicht 
gekanit,  kOndtem  erinoert  sich  aor  dbnkel,  einnal  etwas  ihivoli  gehört 
zu  haben.  Noch  weniger  wird  er  also  die  berähmte  Schrift  des  A  p  o  N 
lonios:  9r«^«  \a€atf4j»v  gekannt  haben,  die  awar  verloren  gegangen  ist, 
KU  der  aber  Pappns  im  siebenten  Bnche  seiner  roathematiscfhen 
Sammlangen  Lemmata  anfgesetit  hat.  G. 

')  Später  Professor  am  Gymnasium  illustre  zu  Mi  tan. 


•»•^ 


dete  8i6  m\t,  eise  ge^metslsclie  wflndo  dem  Obrist  Ricaut  Im^mt 
anstehen.  Ich  suchte  darauf  eine  bloss  algebraische,'  weil  die 
trigonometriscben  Formeln  noch  nicht  sehr  bekannt  sind*).  Die 
Auflösung  war  ebenfalls  vom  zweiten  Grade,  und  botb  eine  wie- 
wohl etwas  weitifiufige  Construction  an.  Dieses  meldete  ich  deir 
Gräfin,   habe  aber  noch  weiter  keine  Antwort  darauf  erhalten. '^ 

Nun  theilt  Lambert  seine  beiden  Auflosungen  mit  Nor 
über  die  erste  dieser  beiden  Aufldsungen,  welche  trigonometrische 
Foroieln  in  Anspruch  nimmt,  wollen  wir  im  Folgenden  einige 
Worte  sagen ,  da  die  zweite  uns  weniger  bemerkenswerth  scheint 

,  In  Taf.  VI.  F^.  1.  seien  die  Halbmesser  der  um  C,D,E  be- 
schriebenen drei  gegebenen  Kreise  respective  c,  d,  e\  die  Ent* 
femuugen  CD,  DE  werden  respective  durch  a,  h  bezeichnet; 
und  den  Winkel  CDE  nenne  man  d.  Ist  dann  x  der  Halbmesser 
des  gesuchten  Kreises,  so  ist,  wo  die  Bedeutung  von  09  und  o 
aiis  der  Figur  erhallt: 

a«+(d  +  jr)«  — (C4-J?)»      a^  +  if«~c*4-2(rf-c)a? 
^^*"""~"        2a(d+a!)  ~  2a(d+a:) 

cosö-        ,      26(rf+x)  ""  26(d+ap) 

Weil  nun 

eös  im  +  cos  €S  =  2cos  4(a>  -f  c5)cos  |(S  —  «>)=:2cos  Jocos  i(S  —  »), 
cos  o> — cos  0  =  2  sin4((D  -f  q)  sin  i(o  —  (d)=2  sinio  sin  i  (o  —  o) 

Ist,  so  Ist  nach  dem  Obigen: 

,     g^^-ifa— c»  +  2(d— c)ar       6«-[-iP— e»-[-2(i/— e)jr 
C08j(o— <»)-         4ii(ii+a:)cosia         +  46(d+j:)cos4a 

sln,(0-©)—        jia(d+x)Biuia         ""  46(d+ar)8inlo  ' 


also: 


+1 


4a(d-fa;)cosia        "*"  Aöid+x)co8ia         ) 

a^+d^^(A^2(d--c)x      6*  +  iP  — c*  +  2(d-c)arj«       "" 
4a(d+x)8\nia  ib(d  +  x)is\uia 


*)  Nämlich  in  Berlin  im  Jahre    1768!!    Jetst  frage  man  in  den 
Schulen  nach.  G. 


welche  Gleicliiing,  weiter  eotwMieit,  offenbar  auf  eine  qotdralisebe 
Oleichaiig  lur  Bestimmuhg  voo  as  tthtt,  deren  AnflSeuDg  wir  4eiii 
Leser  überlaeeen. 

Seinen  beiden  AaflSsongeD  fßgt  Lambert  noch  folgende 
Worte  hinzu: 

»,Ich  hal>e  aber  die  Sache  nicht  weiter  Terfolgt,  sondern  der 
Gräfin  gemeldet,  dass,  weDn  es  nur  um  die  wirldiche  Ausflbung^ 
selbst  auf  dem  Felde  zu  tbuQ  ist,  das  Problem  sich  vermittelst: 
dreier  Schnäre  so  hurtig  und  leicht  aufluseo  lasse,  als  man  es 
irerlangeo  kann.  Sonst  ist  mir  ?on  der  Aufgabe  nichts  zu  Ge- 
sichte gekommen*),  als  dass  ich  mich  ei^innere,  in  einer  acader 
mischen  Disputation  das  Problem  fiOr  den  Fall,  wo  die  drei  CIrc;«! 
sich  berühren,  eine  algebraische  Auflösung,  die  ebenfalls  nicht 
kurz  war,  gesehen  zu  haben.    Ich  habe  sie  aber  nicht  hier  bei  mir/' 

■ 

Späterhin  fährt  er  aber  so  fort: 

„So  eben  schlage  ich  des  Saverien  Geschichte  der  Mess* 
kunst  U.S.W,  auf,  und  finde,  dass  Vieta  dem  A'driano  Romano 
das  Problem  von  den  Circnln  aufzulösen  voVgegeben^  und  da  die* 
ser  es  nicht  auflösen  konnte ,  seine  AunSsüng  bekannt  gemacht 
habe.  Den  Vieta  mOsste  ich  etwan  auf  der  Bibliothek  änbchla* 
gen.  Ich  vermuthe  aber  sehr,  dass  Vieta,  welcher  die  geome- 
trische Construction  der  Wurzeln  aufgebracht  hat,  vorbemeldetb 
Aufgaben  wohl  dürfte  vermittelst  ein^r  odc^r  izwoer  Hyperbeln  coo« 
struirt  haben.  Doch  sagt  Saverien  weiter  nichts,  als^dass  seine 
Auflösung  schön  neu" 

Die  letztere  Vermuthung  ist  jedenfalls  ganz  unrichtig,  und 
auch  die  ersteren  Bemerkungen  sind  wenigstens  nicht  genau. 
Vielmehr  sagt  Klfigel  im  mathematischen  Wörterb'nche. 
Tbl.  III.  S.  136.:  „Die  Auflösungen  des  Vieta  gefielen  dem 
Adrianus  Romanus,  der  die  gedachte  Aufgabe  aufzulösen  einen 
unzulässigen  Weg  gewählt  hatte,  so  sehr,  dass  er  von  Würz- 
burg,  wo  er  sich  damals  aufhielt,  nach  Frankreich  reisete,  um 
sich  mit  Vieta  über  mathematische  Gegenstände  zu  besprechen.'^ 

Holland  antwortetLambertaus  Treptow  den  19.  Mars  1760 
Folgendes: 

„Die  Art  wie  ich  anfänglich  die  Aufgabe  der  Gräfin  S kur- 
ze wska  aufgelöst  hatte,  ist  ganz  vollständig  einerlei  mit  der 
trigonometrisehen  Solution,  die  Sie,  mein  Herr,   davon  gemacht 

')  Alto  niemalii  die  Sdirdten  des'Vieta  und  di«  roathema tischen 
Sammiangen  des  Pappni?  G. 


iditeil.'  H9tle">iiikp  ^fi  MatheinaiHivwMludiggc  .iieFray  Ti>»ty* 
¥&f^,  ko  wivfie  loh  mich  damii  begnflgt  haben  ^  Him  die»  AtrflGsalif 
zuzuschicken.  Nun  wusste  ich  zwar  wohl,  dass  jede  andere  An£* 
V^^n^  (denn  eine  Euclidiache.^  dergleichen  man  von  mir  verlangt 
hatte,  sehe  ich  ffir  uninSglich  an^)  für  die  Gräfin  immer  zo 
transcendeni  sein  wfirde**}.  Weil  eher  jene  algehraisch-trigono- 
ünitrische  nicht  wehl' eine  Oonstruction  anläset  und  also,  den 
Augen  gar  nidkts  datbietet,  se  dachte  ich  auf  eine  andere«  die 
doch  wenigstens  den  angeAlhrten  Fehler  nicht  haben  sollte.  leli 
flind  endlich,  dass  sich  die  gesuchten  Mittelpunkte  der  beröbre»' 
ä¥n  Cirkel  durch  Intersectfen  rofn  Hyperbeln  und  Ellipsen  besfim* 
vi€h  lasset.  Die  griisirte  Scbil^ierigkei^  beistund  aber  nun  in  der 
Zeichnung;  und  icli  Iran« 'Wohl  M)s^;  dass  mir  die  ganze  Sache 
inehr  Mühe  gemacht  hat/  als  sie  tn  verdienen  scheint." 

,,Ich  iiberschickte  hierauf  meine  Arbeit  an  die  Gräfin,  mit 
der  Bitte,  Ihnen,  mein  Herr,  dieselbe. Mitzutheilen,  welches,  wie 
ic||.,|M>fl^j  gesf^ehen  seiq  .iYir4-  ^ie  werden  daraus  ersehen  haben, 
^f^  lcl|  ipich  IjleBfiht^;  4^9  B^weis^f ,  die  sich  ganz  kurz  und  all* 
gfifßeim,  hätten  abfassen  lasifen,  so  viel  als  muglich  vorzubuch- 
iL^fibifei)«  Viele  CproUaria ,  iiiiier  andern  auch  die  Fälle,  da  die 
l:j[]rj>Qrii|eln  iii^i  Eflipsep  in  Parabeln  Qb^rgeben,  habe  ich  wegge- 
l^^l^D,  weil  dto  Arbeit  überhaupt  meipe  Geduld  schon  erschupfl 
bfi^te,"    .   . 

'  Vtti  dieifel^  was  Holland  hier  von  Ellipsen  und  Hyperbeln  sägt, 
i^twas  Tiäner  zu  eriäutern,  füge  ich,  am  Scbluss  dieser  Auszüge 
aus  dem  Briefwechsel  eines  der  grussten  und  scharfsinnigsten 
llathematiker  des  vorigen  Jahrhunderts,  eine  kleine  analytische 
Qetrschtung  bei,  deren  J|ftesu|tate  sieb  übrigens  auch  sehr  einfach 
auf  rein  gQonie^ischem  Wege  gewinnen  lassen. 

Endlich  antwortet  Lambert  aus  Berlin  den  26.  Septem- 
ber 1769: 

„Uie  Gräfin  Skorzewska  ist  noch  im  Winter  von  hier  ver- 
reiset« Ich  hatte  sie  wegen  des  Nutzens  einer  euciidischen  Auf- 
lösung ihres  Problems  befragt.  Sie  sagte,  dass  es  Uhrmachern 
an  Stellun^der  Räder  dienen  k9nne.  Uas  wäre:  dann  nun  fiir 
den  Fall,  wo  ein  Rad  drei  andere  von  gegebener  Lage  und  Gro$«e 


^)  Wer  kennt  nicht  die  Vercchiedenea  reiik'  geometristolMn  (Reclidi- 
tchen)  Auflötongen,  welche  wir  JefttÜr  die  hier  betpr^chea«  Aafgalie 
betitzen  ? 

e^  Nieht  sehr  galant  einer  sieh  eifrig  mit  Mathematik  beschäfti- 
genden (irälin  gegenäber. 


Mu  tnXbm  bStte.    80  gßt  unil^lbefae  EUle  icoiiinifii^  dber  dpch 
bei  UbmacherD  sehwerlicb  ror.*' 

Bhrmit  schliesst  der  Briefwecbsel.  Es  ist  docb  immer  sebr 
interessant»  zu  sehen»  wie  eifrig  sieb  im  vorigen  Jahrbunderte 
eine  polniscbe  Gräfin  und  zwei  sebr  gelebrte  Matbematiicer»  von 
denen  der  eine  za  den  grSssten  Sternen  des  ganzen  JäUtbniderts 
gebort»  mit  dem  Problem  von  dem  drei  andere  g^ebene  berflbt«A 
soUenden  Kreise  beschäftigen  iconnten. 


«Geometriscber   Ort   des   Mittelpunicts    eines   Kreises» 
welqber  zwei  gegebene  Kreiiie  beruhet. 

Die  Linie »  welche  die  Mittelpunkte  der  beiden  gegebenen  Kreise 
mit  einander  verbindet»  nehme  inan  als  Aze  cfer  x  an»  und  den 
Mittelpunkt  dieser  Linie  als  Anfang  der  V rechtwinkligen  x,  y. 
Dann  können  die  ersten  Coofdinaten  der  Mittelpunkte  der  beiden 
gegebenen  Kreise»  deren. zweite  Coordiniiten  verschwinden»  durch 
a  und  — a  bezeichnet  werden.  Die  Halbmesser  der  beiden  gege- 
benen Kreise  seien  respective  r  und  ri.  Die  Coordin^ten  des 
Mittelpunkts  des  gesuchten  Kreises  wollen  wir  durch  or^  n  bezeich- 
nen. Der  Halbmesser  des  gestiebten  Kreises  sbl(  durch  q  H^ezeich- 
net  werden«  Sollen  nun  zwischen  dem  gesuchten  Kreide  und  den 
beiden  gegebenen  gleichartige  Berührungen  Statt  finden»  so  haben 
wir  die  beiden  falgenden  Oleipb.uDgen»  in  denen  die  obere^^  Zei- 
chen fiSr  äussere»  die  unteren  für  Innere 'Bürfibr^ngen  geltend 

(ri±^)*=(a:  +  a)«+y«; 
r*±2rp  +  j»e=a;*  +  y*+o»— 2aa:, 

±2(r-r,)  e=V-'*  -  4aflf . 
±f-*^t    2(r-ri)      ^  a(*~fS)        "  -      2(r-r,)     ' 


aUo 


also 


•*^~''+     2(r-r,)      -  W^^)         =      2(r-r,) 

(r— ri)H'4<ij; 

-        2(r-ri)    • 

Folglich  ist  die  Gleicbniig  des  Orts  des  Mittelpunkts  d«s  die 
i>eiden  Kreise  gleichartig  berdhrenden  Kreises: 

■ 

|(r-r,)«-4aa;)« 

I 

Kr- -r,)"— 2«Rr>f  ^j— 1^=«»— 2ajr+a«+y«, 

(r-r0«-4a«  _  (r-r.)«-4i.« 

(r-ri)»      *  +*^—  4 

(r-r,)«  "^^  (r-n)«— 4^  ~"  * ' 


»•; 


-■  *!  ' 


(-^n)        jV(r-r,)«-4a'j 


Im  ersten  Falle  ist 


(^-^)-  i^^s=^-^r=(^,^)'-(?)+.^.. 


im  zweiten  Falle  ist 


Im  ersten  Falle  ist  der  Ort  eine  Ellipse;  die  Brennpunkte 
sind  die  Mittelpunkte  der  beiden  gegebenen  Kreise;  die  Haupt- 
aze  ist  der  absolute  Werth  von  r — r^.  Im  zweiten  Falle  ist  der 
Ort  eine  Hyperbel;  die  Brennpunkte  sind  auch  hier  die  Mittel- 
punkte der  beiden  gegebenen  Kreise;  die  Hauptaxe  ist  der  abso- 
lute Werth  von  r — ti.     0er  Mittelpunkt  des  Orts  ist  in  beiden 


Fällen   der  Mittelpookt   der  CentraUiBle  der   beiden   gegebenen 
Kreise. 

Ffir  ungleichartige  BerOhrongen  haben  wir  die  beiden  Glel- 
chungen : 

^•T2ri^  +  ^« =a:*  +  y«  +  a«  +  2iur ; 
also  ^  • 

±2(r+ri)^  =  ri«-r*-4a«. 

*-±      2(r  +  r,—  ' 

_     .  rt' — r*—Atuc r*-f  2rri+ri* — tax (r  +  r{)r — *«* 

r±(f-r+      2(r+ri)      "  2(r  +  r,)  "      2(r+n)      ' 

_        r|* — r* — 4aa; r*-f2iTt-f  rt*+4ax (r  -t- ti)* + 4ax 

Ti'fü-rt-     2(r  +  r,)     "         2(r  +  r,)  ~      2(r+ri)      ' 

Also  ist  die  Gleichung  des  Orts  des  Mittelpunktes  des  die  bei- 
den Kreise  ungleichartig  berfihrenden  Kreises: 

|(r-frr.)'-4ax>«_, 

4(r  +  n)'       =(^-«)'-fy«> 

^iiS<i*a 
i(r  +  r,)»-2«u:+ ^jq:^  =  a:«-2M:+a«+»*, 

(r  4-  r,)«  -  4««                 (r4-»,)«-4a« 
(r  +  r,)»      *'  +  3''= i ' 


( 


r  +  r,)«  +  (r+r,)«-4o«~*' 


(rAy+1^T^2^.j 


-äI   Wr  (r+r,)«>4a». 


Im  ersten  Falle  ist 

ThtU  XXVIII.  «4 


^^Q  JMMwIAni. 


(t^y-  jVl±^EWj'„(r^)'_(L+n)V=>, 


rm  zw«!fen  Fälle  ist 


Im  ersten  Falle  Ist  der  Ort  eine  Ellipse ,  die  Brennpunkte  sind 
die  Mittelpunkte  der  beiden  gegebenen  Kreise,  die  Hauptaxe  iet 
r  +  Tii  im*  zweitem  Falle  ist  der  Ort  eine  Hyperbel ,  die  Brenn- 
punkte sind  die  Mlttelpun|^te  der  beiden  gegebenen  Kreise,  die 
Hauptaxe  ist  r-f  ff  0er  Mittelpunkt  des  Orts  ist  in  beiden  FSl- 
len  der  Mittelpunkt  der  Centrallinie  der  beiden  gegebenen  Kreise. 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher 
drei  gegebene  Kreise  berfihren  soll,  sich  im  Allgemeinen  immer 
leicht  durch  den  Durchschnittspunkt  zweier  Ellipsen,  oder  iweier 
Hyperbeln,  oder  einer  Ellipse  und  einer  Hyperbel  constroiren 
liest.  Wie  diese  Kegelschnitte  selbst  m  beschreiben  sind  und 
durch  welche  Elemente  sie  bestimmt  werden»  ergiebt  sich'  ms 
dem  Vorhergehenden  ?on  selbst ,  und  bedarf  natürlich  hier  einer 
weiteren  Erläuterung  nicht* 


Ol. 

In  der  Vorrede  zu  den  von  ihm  herausgegebenen  Logischen 
und  philosophischen  Abhandlungen.  Berlin  1782.  des 
grossen  Mathematikers  Johann  Heinrich  Lambert  erzählt  der 
frühere  Berliner  Astronom  Johann  Bernoulli  von  diesem  in  so 
vielen  Beziehungen  merkwürdigen  Manne  Folgendes: 

„Was  mir  alle  logischen  Arbeiten  Lambert's  vorzüglich 
schätzbar  machet,  ist  seine  erstaunliche  Fertigkeit,  die  zu  einer 
Gewohnheit  geworden,  über  alles  logisch  zu  denken.  Er  unter- 
suchte  den  geringsten  häuslichen  Vorfall  nach  eben  den  Regeln, 
nach  weichen  er  scientifische  Demonstrationen  untersuchte.  Leu- 
ten,  die  ihn  nicht  kannten,  war  es  äusserst  lächerlich,  ihn  logfeche 
KunstwOrter  und  Kraut  und  Rüben  in  eigentlichem  Verstandsb  un- 
tereiuaoderwerfen,  bey  einem  Loch  im  Strumpf  eine  Figur  in  Bar- 
bara, oder  bey  einem  Stuhlbein  eine  Hypothese  anbrlfigea  |ij5ren. 
Dieser  Fertigkeit  alles  logisch  zu  behandeln,  hatte  er  die  erstaun- 
liche Leichtigkeit  zu  dissertiren  zu  danken,  die  jedem  der  mit 
ihm  zu  thun  hatte  auffallend  war.    Man  kann  keiaan  Geganstand 


mwuüm.  aas 

sicii  ausdenkeD»  d«ii  er  nicht  stehenden  Fasse«  mehr  oder  weni- 
ger SQ. entwickeln  im  Stande  war,  und  auf  eine  Weise,  bey  .wel* 
clier  seine  ganze  Person  die  grosste  Ungezwungenheit  ausdrückte. 
Immer  fieng  er  damit  an,  dass  er  die  logischen  Eigenschaften  des 
Gegenstandes  aufsuchte;  ihn  durch  seine  logische  Topik  durch- 
f&brte;  dann  als  Prädicat  oder  Subject  beti^achtete ;  den  Satz 
umkehrte  u.  s.  w.  Ich  habe  das  Glflck  verschiedene  philosophische 
und  wirklich  habituel  scharfdenkende  Männer  genau  zu  kennen; 
allein  Lambert  liess  sie  hierinnen  so  weit  hinter  sich  sarflck, 
dass  ich  die  Fertigkeit  logisch  zn  denken  fllr  einen  henrorstecheo- 
den  Zug  halte,  der  sein  Genie  charakterisiret. 

Hierzu  kommt  noch,  dass  er  mit  einer  so  erstaunlichen  Fer- 
tigkeit eine  lebhafte  Begierde  verband,  die  Regeln  nach  welchen 
sie  wirkte,  zu  entdecken,  und  unablSsslich  sich  bemühete  diese 
Regeln  prakticabler  und  Tollständiger  zu  machen.  Es  lassen  sich 
se  gar  aUe  Gegenstände,  womit  er  sich  besch^igte,  auf  swey 
einzige  bringen»  mathematisch -physische  und  logische.  In  eine 
▼OB  diesen  beyden  Klassen  gehören  seine  gedruckten  Werke  se 
wohl  als  seine  hinterlassenen  Handschriften«  Was  er  ausser  die- 
sem bearbeitet,  ist,  die  Architectonik  ausgenommen,  in  Vergleichung 
mit  dem  andern  für  nichts  zu  achten.  Ich  horte  ihn  auch  vielmal 
mit  Nachdruck  sagen :  ^die  Vervollkommnung  der  Methaphysik 
hänge  von  der  Vervollkommnung  der  Logik  ab;  noch  seyn  wir 
nicht  so  weit,  dass  wir  nur  einmal  beweisen  können;  noch  seye 
fast  alles  dunkel  u.  s.  w.'*  Ich  hatte  Mühe  ihn  zur  Herausgabe 
der  Architectonik  zu  bereden:  nicht  so  vast  der  GleichgQltig- 
keit  des  Publikums  wegen  ftlr  metaphysische  Arbeiten,  als  weil 
dieses  wichtige  Buch  in  seinen  eigenen  Augen  nidit  den  Weith 
hatte,  den  es  wirklich  hat. 

Das  tiefe  Gefühl  von  der  Cnvollkommenheit  unsrer  logischen 
Mittel ,  das  beständige  Bedörfniss  einer  scientifischen  Bezeichnung 
der  Qualitäten,  einer  allgemeinen  Analytik,  einer  anwendbaren 
Erfindungskunst,  deren  Möglichkeit  er  einsähe,  trieb  ihn  an,  die 
Logik  nie  aus  dem  Gesicht  zu  verliehren.  Er  hatte  mir  Hofming 
gemacht,  er  werde  nach  Beendigung  der  Pyrometrie  som 
Schede  von  der  Erfindungsknnst  vornehmen  und  diesen  logieehett 
Theil  ausarbeiten,  allem  das  Schicksal  fand  es  nicht  fär  gut,  m« 
sere  Augen  zu  Oftien  — <^  Lambert  starb  als  er  imum  seine  Pyro* 
metrie  zn  Ende  hatte,  und  noch  kenne  ich  den  Mann  nicht,, der 
uns  diesen  logischen  VeHust  ersetzen  werde.'' 
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8ahTOitai4MH6ffnil.B.8lorHi  m  Rogeatbarg  •■  den H er ««t geller. 

Ich  bin  biemlt  so  frei»  Ibnen  eine  Erwiderung  auf  eine  Be« 
merlrang  des  Herrn  Dr.  W.  Stammer  im  1.  Hefte  XXVII.  Tbl«. 
Seite  112.  dieses  Archives»  dahin  lautend,  dass  mein  Beweis 
für  den  Satz  von  den  Kantenwinkeln  einer  körperlichen  Ecke  swar 
für  die  meisten  FUle  ausreiche,  in  manchen  aber  nicht  richtig 
sei,  sur  gfltigen  Aufnahme  in  das  Archiv  zu  übersenden. 

Das  Mittelglied  In  meinem  Beweise  bildet  der  Sats:  Wenn 
eine  gerade  Linie  OO'  in  dem  Punkte  O'  auf  einer  Ebene  senk- 
recht steht,  und  es  sind  A  und  B  zwei  andere  Punkte  in  dieser 
Ebene,  so  ist»  wenn  die  Linien  OA,  OB  und  O^A,  ffB  gezo- 
gen werden,  nicht  blos  in  den  meisten  FSlIen,  sondern 
Immer 

^AOB<j:,AO'B. 

Um  diesen  Satz  einzusehen,  denke  man  sich  in  den  Dreieekm 
AOB  und  A&B  aus  den  Spitzen  O  und  O'  die  H9hen  gezogen; 
diese  werden  sich  sodann  nach  einem  bekannten  Satze  der  Stereo- 
metrie In  der  Linie  AB  oder  deren  VerlSngerung  schneiden,  und 
wird  dieser  Durchscbnittspunkt  mit  C  bezeichnet,  so  kOnnen, 
wenn  die  Ebene  AOB  in  die  Ebene  AO'B  umgelegt  wird,  nur 
die  beiden  in  Taf.  VL  Fig.  2.  und  Fig.  3.  verzeichneten  Fälle  stattfinden. 

Was  nun  den  Fall  I.  (Taf.  VI.  Fig.  2.)  anbelangt,  so  ist  auf  der 
Stelle  klar,  dass 

^AOB<,^AO'B 

ist,  und  um  diese  Ungleichheit  auch  im  Falle  IL  (Taf.  VI.  Fig. 3.) 
zu  begreifen,  darf  man  nur  durch  die  Punkte  O^  A  und  B  einen  Kreis 
gelegt  denken  und  hierbei  den  im  Fall  I.  angewendeten  Schluss  noch 
mit  dem  bekannten  Satze  von  den  Peripheriewinkeln  in  Verbin 
düng  bringen. 

Wie  man  siebt,  kommt  es  also  nicht  darauf  an,  vorerst  noch 
zu  beweisen,  dass  man  in  jeder  Ecke  die  Linie  00'  so  ziehen 
kann,  dass  fl3r  eine  auf  ihr  senkrechte  Ebene  sämmtlicbe  Winkel 
O'AB,  O'BA  spitze  sind,  und  ich  schliesse  mit  der  Bemer- 
kung, dass  es  mich  sehr  gefreut  hat,  dass  mein  Beweis  von  den 
Kantenwinkeln  einer  körperlichen  Ecke  einer  Aufmerksamkeit  ge- 
würdigt  wurde,  da  er  sich  nicht  blos  durch  Einfachheit,  wie  ich 
glaube,  empfiehlt,  sondern  auch  noch  dadurch,  dass  das  Prinzip, 
auf  welchem  er  ruht,  auch  Anwendung  findet  bei  dem  Beweise 
für  den  Satz  von  den  Neigungswinkeln  einer  kurp^rlidien  Ecke; 
denn  denkt  man  sich  den  Neigungswinkel  der  beiden  Seitenwände 


AOB  und  BOC  wiridich  dureb  Linien  dargMielH,  so  «iMnieht 
man  angeobliclclich,  das«  dieser  Neigangewinkel  grOaaer  sei»  als 
der  Winlcel  ABC^  daas  somit  also  die  Samnie  der  Neigungswin* 
kel  der  SeitenwSnde  einer  kSrperliciien  Ecke  grösser  als  (n — 2). 212 
sich  darstelle »  wenn  n  die  Ansahl  der  SeitenwSnde  ausdrüclct. 


Ueber  den  zwei  and  dreissigsten  Satz  im  ersten  Bnche  der 

Elemente  des  Enklides. 

Von  Herrn  Profetsor  W.  Fischer  am  Gjmnatinni  in  Nfirnberg. 

In  neuerer  Zeit  wird  Tielfach  die  Richtigkeit  der  Bebaoptong, 
dass  die  iDneowinkel  eines  Dreiecks  zusammengenommen  =  21t 
sind,  dadurch  anschaulich  gemacht,  dass  man  drei  in  gleichem 
Sinne  liegende  Ansseowinkel  durch  drehende  nnd  gleitende  Bewe- 
gung eines  Strahls  beschreiben  Ifisst  Diese  Veranschaulichung 
kann  meiner  Meinung  nach  zum  strengen  Beweis  erhohen  werden, 
wenn  man  einerseits  ein  Paar  Axiome,  welche  genau  genommen 
jeder  Winkelmessung  zu  Grunde  liegen,  wirklich  ausspricht,  an- 
dererseits nicht  Mos  drei  Aussenwinkel ,  sondern  auch  die  Innen* 
Winkel  resp.  einen  derselben  unmittelbar  und  statt  der  anderen 
ihre  Scheitelwinkel  von  einem  Strahl  durchlaufen  lässt  Der  aus- 
fäbrlichen  Darlegung  des  Beweises  aber  will  ich  ausser  den  nOthi- 
gen  Axiomen  einige  Sätze  Aber  Winkel  Oberhaupt  Torausschicken, 
theils  wegen  der  Abweichungen,  welche  in  der  Definition  des  Be- 
griffs „Winkel*'  vorkommen,  theils  wegen  des  engen  Zusammen- 
hangs der  aufgestellten  Grundsätze  mit  der  Winkellehre  selbst 

§.  1.  Grundsatz*  Auf  einen  in  einer  Ebene  gegebenen 
Strahl  lässt  sich  ein  zweiter  so  legen,  dass  beide  denselben  An- 
fangspunkt und  dieselbe  Richtung  haben,  also  nach  ihrer  unl>e- 
grenzten  Ausdehnung  vullig  einerlei  sind.  Man  kann  ferner  den 
einen  von  den  beiden  Strahlen  ruhen  lassen,  den  andern  aber  in 
der  Ebene  um  den  festen,  beiden  Linien  gemeinschaftlichen  An- 
fangspunkt von  dem  ruhenden  aus  stetig  in  einerlei  Sinn,  d.h. 
fortwährend  nach  rechts  oder  fortwährend  nach  links  drehen  nnd 
in  der  Richtung  eines  jeden  von  jenem  Punkte  aus  in  der  Ebene 
denkbaren  Strahles  feststellen; 

Daher  lässt  sich  auch  die  gegenseitige  Lage  (Verschieden- 
heit der  Richtung)  von  zwei  gegebenen  Strahlen,  die  einen  ge- 
meinschaftlichen Anfangspunkt  ballen,  immer  als  Resultat  einer 
derartigen  Drehung  betrachten. 


'-  A.  3.  Erktätmn§.'  a)  Die  fertiget  1» «hier  Ebeae  OMbdn^ 
lai  Sitio  vor  eloh  gegan|(ene  DrehuD|{  swiecken  twei  Strahlen,  die 
▼OQ  eiDom  Pankt.aaalaofen»  um  dieaeo  Punkt,  lieisst  IVIokel 
-|-  Scheitel,  Schenkel  (Anrangs-  und  Endschenkel). 

.  b)  Wenn  eich  nach  der  in  &  1.  beseichneten  Weiee  der  be- 
wegliche Strahl  aus  dem  ruhenaen  heraus  um  den  gemeinschaft- 
lichen Anfangspunkt  stetig  in  einerlei  Sinn  so  lange  dreht,  bis 
er  in  seine  ursprüngliche  Lage,  d.  h.  in  den  ruhenden  Strahl  zu« 
rflckkoromt,  so  macht  er  eine  volle  Umdrehung. 

Die  fertige  volle  Umdrehung  oder  der  volle  Winkel  stellt 
sich  dar  als  ein  einziger  Strahl  auf  unbegrenzter  Ebene. 

c)  Hat  ein  Strahl  aus  einem  anderen  ruhenden  um  den  ge* 
meinschaftlichen  Anfangspunkt  als  Scheitel  sich  so  lange  gedreht, 
bis  er  in  die  röckläufige  Verlängerung  des  ruhenden  fiel,  oder, 
lyas  daeeelbe  ist,  bis  er  die  en^egengesetzte  Richtung  erreicht 
hat,  do  heisst  der  dadurch  erzeugte  Winkel  ein  gestreckter.  — 
Ein  gestreckter  Winkel  stellt  sich  dar  als  eine  Halbebene,  welche 
von  einer  durch  einen  Punkt  getheilten  Geraden  einseitig  begrenzt, 
•oast  aber  unendlich  ist.  Jener  Theiliingspunkt  ist  der  Scheitel 
and  die  Strahlen  der  Geraden  sind  die  Schenkel  des  gestreckten 
Winkels. 

tS.  Grundsatz.  I.  Ein  Strahl  kann  durch  keine  einfachere 
Orsere  Bewegung  aus  einer  gegebenen  Richtung  in  die  ent- 
gegengesetzte gelangen,  als  dadurch,  dass  er  um  seinen  Anfangs- 
punkt einen  gestreckten  Winkel  beschreibt. 

11.  Auf  einer  Ebene  kann  ein  Strahl,  der  eine  gegebene 
Richtung  verlässt,  ohne  rückläufig  zu  werden,  durch  keine  ein- 
fachere und  kürzere  Bewegung  in  seine  ursprüngliche  Lage  zu- 
rückkommen, als  durch  eine  volle  Umdrehung  um  seinen  Anfangs- 
punkt als  festen  Scheitel. 

$.  4.  Lehrsatz,  Alle  gestreckten  Winkel  sind  ein- 
ander gleich. 

Beweis.  Mögen  zwei  gestreckte  Winkel,  in  einer  Ebene 
neben  einander  liegend,  den  Scheitel  und  beide  Schenkel  gemein 
haben ,  oder  mögen  sie  vOllig  getrennt  sein ,  immer  kann  man  den 
einen  auf  den  andern  so  gelegt  denken,  dass  beide  den  Scheitel 
und  einen  Schenkel  als  Anfangsschenkel  gemein  haben.  ,  Dann 
muss,  weil  zwei  Gerade  nach  ihrer  unendlichen  Ausdehnung  eine 
einzige  bilden ,  so  bald  sie  zwei  Punkte  mit  einander  gemein  haben, 
der  Endschenkel  des  einen  Winkels  von  selbst  mit  dem  des  anderen 
Winkels  znsammenftillen,  woraus  hervorgeht  ($.  3.),  dass  die  Drehung 
des  erzeugenden  Strahls  aus  dem  Anfangsscnenkel  um  den  Schei- 
tel bis  in  den  Endschenkel  bei  beiden  Winkeln  gleich  gross  ge- 
wesen sein  muss. 

Zusatz  1.  Macht  ein  Strahl  von  AB  aus  nach  oben  um 
den  Scheitel  A  eine  volle  Umdrehung,  so  durchläuft  er  «nraittel- 
bar  nach  einander  erst  den  oberen  gestreckten  Winkel  BAC  und 
sehliesslich  den  unteren  CAB.  Da  diese  einander  gleich  sind, 
folgt:  Jeder  gestreckte  Winkel  ist  die  Hälfte  einer  vollen  Üm- 
drenung. 


MiKtllen. 


367 


.i.Zutati  2.    Alle  vollen  Winkel,  die  ilurch  eine  einmalige  üm- 
tehung  beschriebeu  wurden,  nind  einaodsf  gle'K^ll. 

ErfclÖTunff  von  hühletr,  erbabeDen,  rechten  Winkeln  u.  s.  f. 
i  geiviihnlit:h. 

Grundsatt.     Rel  zwei  Strahlen,  ilie  in  verschiedenea 


Richtungen  v 
kürzere  Be»e] 
Drehung,  «ot 

Ann^i 
den  he  reit  j 


inem  Punkte 
i  au9  dem  einen 


isiaiifen,  ist  keine  einCachere  und  | 
den  anderen  denkbar  als  dif  | 


rkune. 
.  ArcVi 
,   Punkte  ) 


der  hohle  Winkel  iwischeit  ihnen  erzeugt  nir^ 
Uie^ierSatz  und  der  in  §.3.  I-  ist  analog  dem, 
ned  aU  Axiom  hinstellte:     "      '  ■■        •    "' 


Der  kürzeste  Weg  J 
einem  anderen  ist  die  durch   beide  Punicn  I 
begrenzte   Gerade.      Und    wie    der    oben    erwähnten    Ei^enschaR  J 
hnlber  begrenzte  Gerade  als    Grnndmassse    IHr    alle   Längen  gül 
braucht  werden,  »o  spricht  meiner  Meinung  nach  der  obige  SaÜ 
"   jeher  alle  La f;en unterschiede  durdf 

st  die  Sumn^a 
treckten  WIht   ' 


den  Gl 

Messung  gl 


adliniger  Winkel  bestimmt  wurden, 
jedem  Dreieck 
em   get 


Bei  je 
cl  glei 


5-6.  Lehnatt. 
der  drei  Itinenwin 
kel    Oller   ='iR. 

Beweis.  Bei  einem  \  ABC  (Tat.  \l  Fig.  i.),  dessen  Innen- 
winkel diirrh  a.  ß,  y  bezeichnet  sein  sollen,  seien  die  Verlänge- 
rungen BD,  CE,  AF  der  Seiten  AB,  BC.  CA  «emeen,  so  daw 
die  zusammengehörigen  Aussenwinhel  ,r,  y,  t  entstehen. 

Man  denke  ^ich  einen  Strahl,  der  i^einen  Aorangpunkt  itf  ip 
A  und  die  nämliche  Kichluns  nie  AB  hat.  Derselbe  liegt  dann 
auch  in  der  Kichlun^  von  BD,  weil  BD  die  Verlängerung  vod 
AB  ist;    er  wird  daher,    wenn  er  in  AD  fortrückt,  bis  M  auf  B 


iailt.  nach  dieser  Be 
ohne  eine  Drehung 
Durchläuft  hi( 


leguDg  vüllig  einerlei  sein  mit  BD,  und  zwar 


icht  z 


habei 


r  Strahl  den  Winkel  x,  ho  erreicht  er  di« 
Richtung  der  Seile  BC,  mithin  auch  ihrer  Verlängerung  CE, 
muss  also,  wenn  er  in  BE  sich  fortbewegt,  bis  jV  in  Cist,  ohne 
nene  Drehung  völlig  einerlei  werden  mit  CE.  Orebt  sich  der 
Strahl  aus  seiner  jetzigen  l>age  um  den  Punkt  M  \a  C  \m  vori- 
gen Sinne  weiter,  so  muss  er  einmal  in  der  Richtung  der  Seite 
CA  anlangen  und  kann  in  dieser  festgehalten  werden.  Er  bat 
dann  von  CE  aus  den  Winkel  y  durchlaufen  und  zugleich  die 
Richtung  von  AF  als  der  Verlängerung  von  CA  erreicht,  wird 
demnach  ohne  neue  Drehung  vüllig  einerlei  werden  mit  AF,  so 
bald  er  in  CF  fortrückt,  bis  M  auf  A  kommt. 

Setzt  er  dann  seine  Drehung  um  den  Punkt  lit  In  A  im  vo- 
rigen Sinne  fort,  so  kommt  er  endlich  in  seine  anßngliche  Rich- 
tung AB  zurück.  In  dieser  festgehalten  bat  er  )^n  AF  aus  den 
Winkel   I   durchlaufen. 

An  sich  betrachtet  ist  die  gesammte  Drehung  des  Strahls 

Dieselbe  kann  aber,  da  sie  zwar  um  drei  verschiedene  Punkte, 
JMAcb  fortwährend  in  einerlei  Sinn  vorsieh  ging,  und  da  der  be- 
wegliche Strahl  schliesslich  in  seine   ursprüngliche  Lage  zurück- 
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kmm»  nnmOplicIi  <|.  3.  II.)  kleiner  sein,  nie  eine  votte  Umdrehung 
am  einen  einzigen  Punict    Folglich  iel  jedenfalls 

1)  «-f  y  +  >^  nicht  kleiner  als  4«, 

obwohl  man  wegen  Ermangelung  eines  jeemelnscbaftlichen  Schei- 
tels vorläufig  ^r+y  +  x  noch  nicht  =41?  setzen  kann. 

Nun  ist  dr-f«  + 2  +  a  +  /}  +  r==0'^*  WÄre  o  +  /J  +  y>2Ä, 
MO  raflsste  x+Sf-f '  <4i2  sein.  Da  dies  nach  1)  unmOguch  ist» 
so  folgt  Rlr  die  Summe  der  Innenwinkel' 

2)  a  +  /}-|-r  ni^^l*^  grOsser  als  3/1.       * 

Demnach  bleibt  zu  beweisen  fibrig»  dass  cr-f/^'f/  <^nch  nicht 
kleiner  als  2i2  sein  kann.  —  Man  ziehe  die  Verlängerungen  AG 
und  BH  der  Seiten  BÄ  und  CB  und  denke  sich  einen  Strahl, 
der  seinen  Anfangspunkt  iV  in  ^  und  die  nfimliche  Richtung  wie 
AG  hat  Diesen  Strahl  lasse  man  zunächst  den  ^  GAF  durch« 
laufen.  Sobald  er  in  AF  angelangt  ist,  schiebe  man  ihn  rflckwä'ts 
so,  dass  sein  Anfangspunkt  rf  nach  C  kommt,  aber  der  Punkt  A 
hl  ihm  bleibt.  Er  hat  dann  die  Richtung  CA,  mithin,  weil  AF 
die  Verlängerung  von  CA  Ist,  noch  die  nämliche  wie  AF,  wes* 
halb  zur  Drehung  GAF  keine  neue  hinzugekommen  sein  kann. 
Wird  der  Strahl  aus  seiner  jetzigen  Lage  VAF  um  iV  in  C  im 
vorigen  Sinne  weiter  gedreht,  so  langt  er  sogleich  an  den 
j^/  zu  beschreiben,  gelangt,  wenn  er  /  durchliet,  in  die  Rich- 
tung der  Seite  CB,  so  wie  ihrer  Verlängerunff  BH,  und  wird, 
in  CH  fortgleitend,  bis  N  auf  B  kommt,  einerlei  mit  BH,  ohne 
dass  zu  den  Drehungen  GAF  und  y  eine  neue  hinzugekommen 
wäre.  Sobald  er  aber  aus  BH  um  iv  in  B  die  Drehung  im  vo- 
rigen Sinn  fortsetzt,  beginnt  er  den  j^HBD  zu  beschreiben, 
und  langt,  wenn  er  diesen  durchlaufen  hat,  in  BD  an.  Offenbar 
ist  die  gesammte  Drehung  des  Strahls  ^^GAF-i^y+^HBD. 

Da  aber  der  Strahl  aus  der  Richtuns  AG  in  die  entgegenge- 
setzte BD  kam,  so  ist  es  unmöglich  (g.  3.  f.),  dass  seine  ge- 
sammte Drehung  kleiner  sei  als  eine  halbe  Umdrehung  um  einen 
einzigen  Punkt;  folglich  ist  Z  GAF+v  +  ^HBD,  oder  wegen 
GAF=:a  und  HBD  =  ß; 

3)  a  +  ß  +  Y  nicht  kleiner  als  2R. 
Aus  2)  und  3)  geht  schliesslich  hervor : 

So  wie  der  erste  Theil  des  vorliegenden  Beweises  an  sich 
nicht  neu  ist,  so  wurde  ich  auf  den  zweiten  durch  eine  Anmer- 
kung geffihrt,  die  Grelle  in  seiner  Uebersetzung  von  Legen- 
dre's  Geometrie  dem  dortigen  Beweise  desselben  Lehrsatzes 
beifügt.  ^ 

Die  Verknvlpfung  beider  Theile  aber  in  der  obigen  Weise  und 
die  Be^rfindung  des  Beweises  durch  die  Axiome  in  §.  3.  dürften 
neu  sein.  Nun  glaube  ich  gerade  durch  diese  Hilfsmittel  dem  Be- 
weise eine  solche  Schärfe  gegeben  zu  haben,  dass  der  treffende 
Lehrsatz  als  sicheres  Fundament  der  Parallelentheorie  gebraucht 
werden  kann. 
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Ein  Beitrag  zur  Analysis  der  complexen  Zahlen. 


Voo 

Herrn  fV.  DenxUr 

BQ    Kosnach    bei    Zäriefa. 


Schon  seit  längerer  Zeit  beschäftigt  mich  die  Avfgabe, 
die  Gesetze,  welche  die  Analysis  filr  reelle  Zahlen  b^ründet  hat» 
in  Beziehung  auf  coroplexe  Zahlen  za  antersachen,  und  hiebet 
geometrische  Evidenz  in  Euklideischer  Weise  anzustreben«  So 
sehr  ich  es  nun  auch  bedaure,  dass  meine  Arbeiten  in  dieser 
Richtung  mich  erst  bis  zur  Untersuchung  des  Restes  der  TayiorN 
sehen  Reihe  mit  complexen  Variabein  führten,  ebenso  sehr  freue 
ich  mich  der  erlangten  geometrischen  Einsicht  in  die  Analysis  der 
complexen  Zahlen,  deren  Behandlung  in  den  Lehrbfichern  noch 
immer  so  Vieles  zu  wünschen  fibrig  lässt  Der  Gang  dieser  Ar^ 
beiten  war  folgender:  Vorerst  betrachtete  ich  die  Gesetze  der 
Verbindung  complexer  Zahlen  durch  Addition,  Multiplikation  und 
die  zugehörigen  inversen  Operationen«  In  Beziehung  auf  diesen 
Abschnitt  will  ich,  da  die  Resultate  bekannt  sind,  die  Entwicklung 
dieser  Resultate  aber  allein  schon  den  Raum  einer  Abhandinog 
fordert,  nur  Folgendes  mittheilen: 

1«  Ich  suchte  die  Erklärung  der  Addition  und .  MaltiplikafieM 
so  zu  geben,  dass  diese  die  bekannten  Erklärungen  för  reelle 
Zahlen  als  besondere  Fälle  enthielten. 

2«  Ich  hielt  es  für  unerlässlich ,  die  Richtigkeit  der  Ansicht 
Ton  Gauss  nachzuweisen,  dass  nämlich,  wenn  cÜe  Bilder  der 
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reellen  Zahlen  in  einer  und  derselben .  Geraden  gedacht  werden, 
die  Bilder  der  Seitenzahlen  nothwendig  in  Perpendikeln  auf  diese 
Gerade  liegen  mCUeen. 

3.  Es  gelang  mir,  die  Begröndang  der  Gesetze  in  diesem 
Abschnitt  nar  sehr  einfachen  geometrischen  Betrachtangen  za 
entnehmen. 

Nach  Beendigung  dieses  Abschnittes  zog  ich  dann  die  Ge- 
setze der  Verbindung  com  plexer  Zahlen  durch  Potenzirung  und 
die  zugehörigen  inversen  Operationen  in  Betracht  und  gelangte 
hiebei  zu  folgenden  Sätzen: 


§.  1.    Erklärungen. 

1.  Bedeutet  p  irgend  eine  reelle  Zahl,  so  bezeichne  ich  mit 
p  den  Quotienten  aus  p  durch  den  absoluten  Werth  von  p.  Ist 
pzrzO,  so  verstehe  ich  in  diesem  Falle  unter  g  durchaus  nichts 
anderes  als  die  absolute  Einheit,  "ist»  dass  durch  diese  Annahme 
das  p  immer  eine  bestimmte  Bedeutung  hat  und  nur  eindeutig  ist. 

2.  Durch  qVo,  wo  a  eine  absolute  Zahl  und  m  eine  positive 
oder  negative  ganze  Zahl,  deute  ich  die  absolute  Zahl  an,  die  mit 
m  petcnzirt  m  gibt  Diene  Bezeichnung  ist»  wie  die  Folge  zeigen 
wifd,  nur  <ebi  besonderer  Fall  einer  allgemeinern  von  mir  enge* 
Dottmeneii  Beseichnungsweise. 

3.  A.rg(p  +  qt),  wo  p  und  q  reell,  bezeichnet  jeden  Bogen, 

dessen   Sinus  = -rr=±=i    und  dessen  Cosinus  ^s= — ^*  '; 

oVp«+y*  oVn^+y* 

9Lfgip+qi)  aber  stellt  denjenigen  besondern  Wertb  you  Arg(p-i-qi) 
dan,  der  entweder  =  tk  ist  oder  zwischen  n  und — ;s  liegt  Das  BUd 
V4ifi  arg(|p-f  9t)  in  der  Zablebeue  ist  der  Kreisbogen,  dessen 
Mittelpunkt  der  Nullpunkt«  der  einerseits  von  der  positiven  ZaU- 
linie  und  anderseits  von  dem  Gauss'schen  Zahlort  der  ComplezeB 
pi-fi  begrenzt  ist.,  und  der,  wenn  ^=:0  und  p  negativ  ist,  auf 
derjenigen -Seüe  von  der  reellen  Zahllinie  lieg^,  uo  sich  dte  Bilder 
der  positiven  Seitenzahlen  befinden.  Mod.  (p  -f  qi)  bezeichnet  die 
albsolute  Zahl,  die  quadrirt  p*  +  q^  gibt;  das  Bild  dieses  Modflos 
in  der  Zahlebene  ist  die  Gerade  aus  dem  Nullpunkt  nach  dem 
Kahtovt  «»Ml  p  +  gi. 

4.  arcsinp,   wo  p  reell  und  p'.l»  bedeutet  den  efnrigen 
b^fgßtk,  dessen  Sinus  =p  und   dessen  absoluter  Werih  ^  nicht 
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übersteigt;  Me^cosp  bezfiebmt  d«ii  eioiMgeB  «i  nicht  Otorsteigen- 
den  positiven  Bogen,  dessen  Cosinus  =p;  arctangp  and  arc.cot|i, 
wo  p  reell»  bedeotet  den  Bogen ,   dessen  Tangente  oder  Cotaa- 

j^nte  ==p  nnd  dessen  absoluter  Werth  -5  lAeht  übersteigt.    Soll 

jefler  Bogen»  dessen  sin.»  cos.,  tang.,  cot  =sp,  vorgestolK  wer* 
den,  so  schreibe  ich  Are.  anstatt  arc. 

§.  2.    Lehrsätse. 

Beseichnen  a  und  ö  reelle  Zahlen,  so  ist 

1)  Argla  +  b%)-2pt  +  9i$(fl  +  ln), 

wo  y  sowohl  0,  als  auch  jede  positive  und  Jede  negative  ganze 
Zi9b\  dAKStailt. 

2)  arg  (a  +  bi) =6(1 — «)  2  +  ^^'  *»"«  « 

3)  =  6(1  — «)  o  +  fl  arc.  sin 


4)  =6  arc.  cos 


oVa«+6« 
a 


»Va«  +  6« 


f. 3.    Erklärungen  und  Lehrsätze. 

1.  Afit  £«,  wo  d?  tilgend  eine  eompleae  Zahl,  besetehne  loh 
die  Bzponentialreihe 

laithin  nicht  die  Potesz  «'«  die  im  AllgeBneineo  vieldeutig  ist  Äi 
di^  Reibe  E*  f0r  jeden  angebbaren  cemplexen  Werth  von  ;c  codt 
vergir^  ,so  wird  E'  imneir  eine  bestimmii»  JMgebhace  Cioimplejie  seui. 

2.  fa,  wo  a  eine  reelle  Zahl,  bezeichne  die  einzige  recffte 
Zahl,  mit  der  e  oder  die  irrationale  Zahl  2,71828....  potenzirt, 
a  gibt 

log(p-f  j)rt)  aber«  wo  p  und  q  reell,  bezeichnet  jede  ZaU»  die 
ni  &  ftr  j(  gesetzl,  diesem  £'  den  Vferth  f^-f  ^  gibt 

3.  Bezeichnet  y  die  Null,  so  wie  auch  jede  positive  und  jede 
negative  Zahl,  p  und  q  reelle  Zahlen,  so  hat  man  die  Gleichung 
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I 

4.    Mit  rlog(p-4-90-l>s>*'<!li»^  ich  ^o  speciellea  Wertb 

Diese  eindeatige  Grösse  t\o%{p-\qi)  vermag  fibrigens,  iasofeni 
man  Doch  fiir  x  die  Nall  and  jede  positive  oder  negative  ganze 
Zabl  anoehmen  icann,  jeden  Werth  von  log(pf  ^')  aaszadrficlcen. 

§.4.    Lehrsätze  and  Erklärungen. 

1.  Unter  (p-\-qt)r»  wo  n  and  m  absolute  ganze  Zahlen,  ver- 
stehe ich  die  nte  Potenz  jeder  Zahl,  deren  mt^  Potenz  j9-f-^'  ist. 
Diese  Potenz  ist  daher  im  Allgemeinen  von  dem  keineswegs  gleich- 


bedeutenden   Ausdruck    VTJHh^)"  wohl   zu  unterscheiden.    Die 
Crleichung 

-*  1 

(P  +  yt)   "•= T 

stellt  die  Erklärung  der  Potenzirung  irgend  einer  Zahl  mit  einem 
negativen  Brache  dar. 

Den  Quotienten  aus  einer  eindeutigen  Potenz,  und,  «renn  die 
Potenz  vieldeutig  ist,  aus  irgend  einem  bestimmten  besondern 
Werthe  einer  Potenz  durch  sich  selbst  werde  ich  auch  durch  die. 
Ote  Potenz  desselben  Dignanden  ausdrucken,  so  dass  {p'\-qt)i^ 
stets  eindeutig  genommen  ist,  und  wenn  p-\-qi  nicht  0,  die  Ein- 
heit bedeutet.  Der  Fall,  da  auch  p-f  ^1  =  0,  muss  in  der  Rech- 
nung stets  besonders  untersucht  werden. 

2.  Bezeichnen  wieder  p,  q  und  c  positive  oder  negative  reelle 
Zahlen,  y  eine  unendlich  vieldeutige  Zahl,  welche  0,  sowie  auch 
jede  positive  und  jede  negative  ganze  Zahl  zu  ihren  Werthen 
bat,  endlich  n  und  m  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  deren 
absolute  Werthe  zu  einander  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  die 
Gleichung 

=E  ■  |coe^[2y»  +aig(p^qi)}]  +  8iD[^(ay»+arg(p+^'))]> 

na 

=  (P  +  Jl)»«' 
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eine  vollkommene,  d.h.  eine  solche,  in  welcher  die  Wertbe  voi\ 
irgend  einem  der  vier  Theile  auch  zugleich  die  Weithe  von  jedem 
der  fibrigen  Theile  sind;  und  jeder  dieser  vier  Theile  bat  nicht 
mehr  und  nicht  weniger  als  m  verschiedene  Wertbe. 

In  Beziehung  auf  den  Beweis  dieses  Lehrsatzes  nur  folgende 

Andeutungen:  Wer  sich  den  Zablort  von  p-\-qii  ferner  die  Beden- 

1 

tang  von  (p  -f  ^t)^»  wo  m  vorerst  positiv  sein  soll  und  die*  Er- 
klärung von  der  Multiplikation  klar  denkt,  der  wird  gewiss  sogleich 
flnden,  dass  die  Zahlorte  von  m  verschiedenen  Wertben  der  Po- 

tenz  (p-{-qiy^  in  einem  und  demselben  Kreisumfang  liegen,  der 
in  der  Zablebene  um  den  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  beschriebeo 
ist  und  dessen  Radius 

m  1 

=:c.oV"Mod(p+9t)=c.£>i'^*^**^' 

wo  £  die,  die  absolute  Einheit  in  der  Zablebene  vorstellende  Ge- 
rade ist;   und  dass  die  Argumente  dieser  Zahlorte  folgende  sind: 

»«^gCP  +  yO       2;g  +  arg(;?  +  yi)       2.2;r+arg(p +  yt) 
m  m    *  m 

2(m~  l);r  f  arg(p  -f  qt) 


m 


Ferner  käme  man  bei  der  Annahme,  die  Zahl  der  verschiedeneo 

Wertbe  von  (p-f  ^t)"*  sei  grösser  als  m,  sehr  leicht  aof  den 
Schluss,  dass  es  entweder  verschiedene  Bogen  gäbe,  die  mmal 
genommen  arg(p'f  9t)  ausmachten,  oder  dann  ein  Bogen  existirte, 
der  mit  m  multiplizirt  eine  solche  ganze  Anzahl  von  ganzen  Peri- 
pherieen  gäbe,  die  zwischen  zwei  nur  um  eine  Einheit  verschiedenen 
ganzen  Zahlen  läge.  Von  jetzt  an  konnte  der  Beweis  mit  Zu- 
ziehung eines  bekannten  Satzes  aus  der  Theorie  der  Primzahlen 
leicht  vervollständigt  werden. 

Fflr  den  Fall,  da  ni=l,  hat  der  Beweis  gar  keine  Schwie- 
rigkeiten. 

§.5.    Erklärungen  und  Lehrsätze. 

I.  Bezeichnen  a,  /?,  p  und  q  reelle  Zahlen,  so  nehmen  wir 
nach  dem  Vorgange  Ohm's  för  den  Fall,  dass  ß  nicht  0,  die 
Gleichung 


(fie  dann»  weo»  /3=:0,  entweder  die  bereite  gegeheoe  Erklämog 
von  (pi-qi)^9  oder  dann  den  Lehreatz  in  §.4.  aoedrückt»  als  Dar- 
stellang  der  Erklärung  •  von  der  Potenzirung  irgend  einer  Zahl 
mft  tiaer  OtniplexeD  »u. 

IL  Den  speciellen  Werth  £(«+/Jt\toc(p+gO  von  (p+qt)'^ß* 
beadebne  ich  mit  v(pi■9i)^/'^  w^eber  Ausdruck  offenbar  noch 
j#dMi  dec  epeziellea  Werthe  von  (p-f  ^0^^'  voretelIeD  kann. 

lll.  Wenn  &Tg(p+q{)z=:q>,  Moä.  (p  +  gi)=^m,  und  y  eine  un- 
aAtUich  viddeutige  Zahl  bezeichnet,  die  0  und  jede  positive, 
eoM^  auch  jede  negative  ganze  Zahl  zu  ihren  Weitiien  hat.  eo  ist 
die  Gleichung 

1)  (P  +  qiy^^^^  =  £;afa»-/J(2y;i4iP)+[/Ji«4.a(«y7r+y)]£ 

= JE-Ä^i^cayÄ+f )  [  C08  [ßlm  +  a{2yn + 9)]  + 1  sin  [ßlm  +  c(2y»  +  9)]  ] 
eine  voHbomiiieoe,  und  ebenso  die  CMeichung 

woraus  aber  nicht  gescbiossen  werden  darf ,  dass 

sei»  da  diese  Gleichung  offenbar  eine  unvollkommene  wäre.    Uebri- 
l^ete  etkeniil  ziaii  schon  bd  dem  eui  fachen  Produkt 

41 
44,4— i   oder  2Q» 

daee  dieeeo  nicht  bloss  den  Werth  1 ,   sondern  auch  den  Werth 
-^1  hat. 

IV.  Sämmtliche  Werthe  der  Potenz  {p-\-qii'^^ß*  werden  auch 
erhalten,  wenn  man  irgend  einen  speziellen  Werth  von  {p-\-gt)^f^, 
s.  B.  ^-k-q^y^^j  ™t  allen  Wertbeu  von 

muitiplizirt,  und  es  ist  daher 

1)  (p  +  gii'^^-tip  +  gty^ß^.l^^Hi 

eine  vollkommene  Gleichung,  da  offenbar 
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IMeae  letztere  Gleichung  findet  aber  aocb  nach'  Weglaeenng  des 
r  statt»  und  ea  ist  daher  auch  t 

}.  0.    Lehrsatz. 

Entwickelt  man  nach  dem  binomischen  Lehrsatz  die  Pöiteriz 

[^'¥(p+gi)y^^^$  90  drückt  die  dadurch  erbaltene.RoUie  »  ^jUer^ 
Fällen  ihrer  Convergenz  den  speziellen  Werth 

o(}+P  +  qiy^P'  von  (l  +p  f  gt)^^ßi 
aus. 

Ich  habe  den  Beweis  dieses  Lehrsatzes  wiederholt  und  so 
genau  mit  Rücksicht  auf  jede  Ginzelnheit  geprüft,  dass  ich  in  der 
That  nicht  einsehen  kann,  was  Ohm  in  seinem  ,, Geist  der 
mathem.  Analysls.  1842.  p.  143.'*  in  folgendem  Satze  behaup- 
tet: „die  binomische  Reihe  drückt  natürlich  nur  einen  der  tVerthe 
von  (l+p+gi)^^ß*  aus,  aber  man  müsste  erst  in  jedem  Falle 
noch  untersuchen,  welcher  der  Werthe  es  Ist,  und  man  darf  daher 
nicht  so  geradezu  behaupten,  dass  man  den  einfachsten  Werth 
dieser  Potenz  habie.  Wenn  aber  ^=r|3=0,  dann  Ist  es  keinem 
Zweifel  unterworfen,  dass  der  Werth  dieser  Binomialreihe  d^ 
einfachste  (nämlich  der  reelle)  Werth  von  (1+/?)"  isf  Es  scheint 
hieraus  die  Ansicht  von  Ohm  hervorzugeben,  dass,  wenn  g  und 
ß  nicht  Nullen  sind,  die  binomische  Reihe  nicht  immer  den  Werth 
Q(l'{-p-{'qi)^'^ß*f  oder  nach  seiner  Terminologie  den  einfachsten 
Werth  gebe,  was  nach  meinen  Untersuchungen,  deren  Mittheilung 
jetzt  zu  viel  Raun  fordern  würde,  unrichtig  wäre. 

{.  7.    Erklärungen  und  LehrsStse. 

I.  Irgend  eine  Zahl  p-^gi,  sei  sie  reell  oder  complex,  mit 
einer  zweiten  Zahl  a-t-ßi  derselben  Art  depotenziren ,  heisst 
alle  die  Zahlen  bestimmei^  die»  mit  der  zweiten  potenzirt,  Werthe 
geben,  von  welchen  einer  mit  der  ersten  jener  zwei  Zahlen  coincidirt. 
Das  im  Allgemeinen  unendlicb  vieldeutige  Ergebnis«  difser  üe- 

pol^nzining  bezeichne  ich  mit  S p\qi. 

UL  Lehrsatz.  0ez(9iebn<yi  p  «ad  q^  ^  «Hid  ß  reelle SSahtoo» 
y  die  unendlich   vieldeutige  Zahl,  die  0  und  jede  positlmi  oder 


STB  Bmmitt^:  MimJMini0  sur  Amai^üi  4ift  ^mtßUxm  XmkimL 

negative  ganse  Zahl  za  ihreD  Werthen  hat,  iat  endlich  ffi=Bx^(p-\-qi) 
and  m=Hod.(]H-90»  '^  hatman  folgende  vollkommene  .Gleichang: 

1)    Vp  +  ^'  =  (p  +  ^•)«+/''  =  ^    «*+^  «*+/»•      • 

d.  h.  mit  Rficksicbt  auf  die  zivei  ersten  Tbeile  dieser  Gleichang: 

Jede  complexe  Zahl,   deren  (tt-|- /7t)te  Potenz   jp-f  ^  su  einem 

1 

Werthe  hat,  ist  unter  den  Werthen  von  (p+flt)«+/*'  enthalten»  and 

J6di^  Werth  von  (j9+fO^^  ^^^  «In®  Z^hl,  deren  (o-t-I^Ote  Po- 
teni  p^qi  m  einem  Werthe  hat 

Ans  1)  darf  man  aber  nicht  schliessen,  dass 


I 


welche  Gleichang  möglichst  unvollkommen  wäre. 

Femer  ist  auch  folgende  Gleichang  dne  vollkommene: 

2)  V  (p +^>1*^/J'=(p  +91-)^^, 

ni)d  aus  dieser  kann  man  jetzt  auf  die  vollkommene  Gleichung 
schliessen: 

3)  (p  +  ^0 .  l«+^< = [(p  +  j»)«+^Q«+i''. 

III.    Den  speziellen  Werth  y(p  +  qri)«+/?*  von  Vj»  +  ^  stellen 

wir  durch  vV^p-^qi  dar,   welcher  Ausdruck  offenbar  noch  jeden 
Werth  jenes  Radikals  vorzustellen  geeignet^ist 

Nach  dieser  Bezeichnung  ist 

oV4=    V4=-.^  ^,1/4=2: 

§•8.    Erklftrangen  und  Lehrsfttse. 

1)  Irgend  eine  Zahl  pi  -|-  gii  durch  eine  zweite  p  +  gi  lo« 
garitbmiren  beisst,  jede  Zahl  bestimmen,  mit  welcher  p -{- gi  po- 
tenzirt    eine  Potenz  gibt,    die  pi  -f  gii  zu  einem  Werthe    hat 

Das  Ergebniss  der  Logarithmation  wird  durch  log(fi|-f9it)  be- 
zeichnet 


2)  .  Die  piticiniBg  •■.   ;  • 

ist  eine  vollkommene.    Hieraus  aber  folgt  keineswegs,  dass  auch 

eine  vollkommene  Gleichung  ist,  obscbon  p-\r^  mit  jedem  Werthe 
von  I  (  a/\  pötenairt,  eine  Potenz  erzeugt,  unter  deren 
Wertben  sieb  auch  pi  -{■  qii  befindet.    Hingegen  ist  die  Gleichung 

eine  vollkommene. 

3)  Den  Quotienten  ^^£w* ^+^%  bezeichne  ich  mit 

logCft+^ii). 

so  dass  dieser  Ausdruck  jede  Zahl  darstellt,  mit  welcher  /i+ft 
potenzirt  immer  pi  +  ^i^'  gibt»  insofern  bei  dieser  Potenziruog  s^|^ 
nur  derjenige  spezielle  Werth  heraus  gehoben  wird»  der  dena 
Index  T  der  Potenz  angehört 

4)  Die  Gleichung 


ln'S!*4.^A-Iil?S(eL±5iO 
.log(p.+9i«')-    jog(p+^- 


stellt  die  Erklärung  des  ersten  Theils  derselben  dar.    Diese  ein- 

deutige  Grösse  rilog(/?| -|-9i0»  welche  übrigens»  so  lange  för  r 
und  Ti  nicht  bestimmte  Zahlen  gesetzt  sind,  noch  jeden  Werth 

von  log(pj -}-9iO  auszudrficken  vermag ,  bt  offenbar  das»  womit 
p  +  qi  potenzirt»  pi-f^t  gibt»  wenn  nfimlich  r  der  Index  des  Er- 
gebnisses jener  Potenzirung  ist»  d.  h.  man  hat: 


^'•»(Fi-NiO 


5)    Wenden^  wir  diese  Erklärungen   und  Lehrsätze   auf  die 
;arithmen  mit  der  Basis  e  oder  2,71828....  an,  so  gefauige»  wir 


Wä  folgenden  Gleichungen,  lo  welchen  nii  atMeA;(jt^^igF|t)  und 
'Pi=Äfg(Pi+9iO: 


iog(ft  +^|t)= löge        • 


Dabei  ist: 


""  1  +  (2t«)«         +*         l  +  (2r»)« 

6)  Wir  sehen  hieraas»  dass  jeder  Logarithmos  eine  Funktion 
des  Logarithroanden,  der  Basis  und  aweier  von  einander  unabhän- 
gigen Unbestimmten  ist,  und  der  früher  betrachtete  nur  von  einer 
Unbestimmten  abhängende  \og(p  +  gt)  nicht  jeden  Werth  vorstellt, 
mit  dem  s  potenzirt  eine  Petena  erzeugt»  unter  deren  Werthes 
sifii  P't'fi  befindet;  wie  diese  übrigens  auch  lelcirt  schon  ami 
dem  Umstände  erhellet,  dass  E*  eben  sieht  s^e*,  sondern,  wemi 
X  eindeutig,  lediglich  nur  den  einzigen  Werth  von  e*  ausdrüd:!. 


x^ 


den  die  Expooentialreihe  1  -f  ^+  i~7  +— •  ^bt  So  ist  z.  B.  — x>Ve 

oder  —0^  ®^"  Werth  von  e^,  mithin  4  ®>n  besonderer  Werth 
des  Logarithmus  von  —  oV^  in  Beziehung  auf  die  Basis  e.  Aber 
4  ist  nicht  ein  Werth  von  log— oVc  oder  von  4  +  (2y  +  1)»!,  wohl 

aber  ein  Werth  von  log— oVß*    Es  ist  nämlich 


9.9.    Lehrsätze. 

Die  Begründung  der  in  den  folgenden  Paragraphen  enl  halte- 
nen  Resultate  meiner  Arbeiten  liess  mich  zwei  Sätze  finden,  die 
ich  hier  eben  um  des  Folgenden  willen  mittheile: 

1)    Bezeichnen  a,  b,  e»  ä  ^.  ehideiitige  positive  oder  aegative 
Zahlen; 


DmmU0$tT  mmMiltmß  um\MMU99i$  4»*  mnpAism»  MMitm  9K$ 


9  eil«  9luiie%U  tföer  1;  Üi«  zani  gfOietan  gemeiwMhaftlksli«». 
ff  der  almoliiten  Wertke  von  Ofö^e,  d..^  eine  relatilnB  Pnmh 
zeht  ist; 

y»  tu  7%9  Yz""  i^^^  dereeHNdn  eine  eneadfieh  vleldeetige  Zalii, 
die  ausaer  der  Null  jede  positive  uod  jede  negative  ganze  Zakl 
za  ihren  Werthen  hat; 


80  ist  der  Quotient 


or  +  hi  +  cy^  +  dy^ 


eine  Summe  aua  zwei  Summanden,  von  welchen  der  eine  unend- 
lich vieldeutig,  aber  immer  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  oder  0  ist,  der  zweite  Summand  aber  nur  cdeutig  krt,  und 
folgende  b  Wevthe  enthält: 

0       12      3       a-1 

r*    1'     7'    7-"i~' 

2)    Bezeichnet  a  eine  positive  ganze  Zahl; 

b  eine  itdeutige  Zahl  reelle  ^Zahl  mit  den  Werthen  6|,  ^, 

6s  .  •  •  •  O«  9 

f  eine  iineiidiieh  virfdeotige  Zahl,   die  0  end  jede  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  zu  ihren  Werthen  hat: 

so  ist  die  Expooentialreihe 


£<J+»'*".) 


(a^) deutig,  wo  g  eine  positive  n  nicht  fibersteigende  ganze  Zahl 
bezeichnet. 


S.  10. 

* 
Wenn  nmn   bei   der   Rechnnng  mit   miendllcli  vieldeutigm 
Grössen  stets  vollkommene  Gleichnngen  anstrebt,  wie  eieh  diese 
zur  Erzielung    richtiger  Resultate  oft   durchaus  nicht  vermeiden 


*)  E  ist  Immer  wohl  iti  anterscheiden  von  de^  Potent 

Q  f 

e 
die  in  diesem  Falle  nnendlich  Tieldeotig  wäre. 


llsfit;  Bo  wird  maD  ImM  findeor  wtlcbe  grosae  Vorgeht  dieRecb- 
nvog  verlangt,  uod  wie  unendlich  verschieden  diese  von  der  Rech- 
nung mit  eindeutigen  Grossen  ist.  Bezeichnen  z.  B.  /  und  71 
vieldeutige»  hingegen  8  und  8|  eindeutige  GrGssen,  80  darf  man 

oienbar  für  y — y  ^^^^^  P»   ^^  2y— y  nicht  y,    ffir  -  nicht  1,  Rtr 

2y  ^ 

sr  nicht  J  u.  s.  f.  setzen ;    man  darf  ferner  aus  der  vollkommenen 

Gleichung 

y-fc^yj  nicht  auf  c  =  yi  —  y. 


y=yi     f,      w    «=rri  "•»•  ^• 


scbliessen. 


Dieser  Umstand  brachte  mich  auf  den  Gedanken»  die  Rech- 
nung mit  vieldeutigen  Grossen  auf  eine  solche  mit  eindeutigen  zu 
reduziren.  Die  Realisirung  dieses  Gedankens  fährte  mich  dann 
zur  Beantwortung  der  Frage:  Wenn  man  irgend  eine  vollkommene 
Gleichung  zwischen  vieldleutigen  GrOssen  bat»  z.  B. 

Are.  cos  (p  +  gt)  +  Are.  cos  (pi  +  ^j  t) 

r=A;c.cos[(p+90(pi+yii)--v*[i-.(^+90*]n-(Ä+ftO«], 

wie  iSsst  sich  dann  jeder  spezielle  Werth  des  einen  Theils  der 
Gleichung  mit  der  nuthigen  Bestimmtheit  herausheben»  und  wie 
kann  der  herausgehobene  Werth  4pm  andern  Theile  der  Gleichung 
entnommen  werden?  Solche  Gleichungen»  welche  die  vollständige 
Antwort  auf  diese  Frage  geben»  will  ich  gesonderte  Gleichungen 
heissen. 

§.  11.    Lehrsätze. 

I.  Bezeichnen  p,  q,  a  und  ß  reelle  Zahlen  überhaupt»  hin- 
gegen T  und  T|  nur  positive  oder  negative  ganze  Zahlen»  0  nicht 
ausgeschlossen»  so  hat  man  die  gesonderte  Gleichung: 

2)  t(p  +  9i)«+i''+«»+^'« .  =  t(p  +  yi)«+/»''  .,(/>  +  ^•)«'+^''. 

Die  Gleichung  1)  zeigt»  dass  jeder  Werth  von 

(p  +  ^)*'+^'.  (p  +  yO«'+i*'' 
zugleich  ein  Werth  von 


'     '  '■ 

und  amgekehrt»  jeder  Werth  des  letztem  Aasdnickes  zngleicb  eio 
Werth  vom  erstem  ist,  woraus  natiirlich  folgt»  dass 

eine  voUkommeoe  Gleichung  ist  Obscbon  nun  1)  eine  Gleichung 
zwischen  eindeutigen  Gr5ssen  Ist,  so  lehrt  sie  doch  dasselbe, 
was  die  Gleichung  3)  zwischen  unendlich  vieldeutigen  GrDsseO'; 
aber  ausserdem  zeigt  sie,  wie  die  Werthe  des  ersten  Theils  von 

3)  mit  Bestimmtheit  gesondert  werden  können,  und  wie  jeder 
Werth  des  ersten  Theils  von  3)  dem  zweiten  Theii  derselben  ent- 
nommen werden  kann.  Ferner  kann  man  auf  1)  alle  UmCbnQungih 
gesetze  für  eindeutige  Grössen  anwenden,  während  diess  bei  3) 
nicht  möglich  ist.  Leichte  Folgerungen  von  1)  sind  die  Gleichungen: 

4)  ,1«+/«.  ».!"+/»<=,+,,  l«+^<, 

7)  ,(p  +  ^.>+/«Ma.+/,.i)  =  ^^^^, ; 

und  hieraus  wieder  die  vollkommene  Gleichung: 

®^  (p+qtyi+ßii 

=  (p  +  gO^+z^'-t«»  +i'»'^ .  l«i+^i'=  (p + 9i)«+i»'-(«i  +/*iO.  1«+/»«. 

Anstatt  der    Gleichungen   3)    und  8)   gibt  Ohm    In  seinsp 
System  der  Math.  VIll.  p.8.  folgende: 

deren  Richtigkeit  aber  nicht  aufgehoben  wird,  wenn  man  von  den 
zwei  unendlich  vieldeutigen  Zahlen  /&  und  y,  deren  Werthe. 0. und 


jede  positive  oder  negative  ganie  ZtU  «l»d«  irgend  eine  dereellien 
=0  eetit,  wodarcli  die  Formeln  in  die  von  mir  Kierecbneten 
Abergeheo« 

IL    Beseichnet  a  eine  complexe  Zahl; 

p  nnd  q  positive  oder  negative  ganze  Zahlen»  deren  abaolate 
Werthe  pi  nnd  ^i  relative  Primzahlen  sind; 

r  nnd  i  positive  oder  negative  ganze  ZaUent  deren  abeohile 
Werthe  Ti  nnd  Ji  relative  Prisazahlen  A 


X  den  grSssten  gemeinschaftlichen  Faktor  (iSr  qi  und  j|; 

xxi  den  grüMten  gemeinschaflliclMn  Faktor  ftr  die  absofaitfP 
WeHhe  von  ;»dbft*  nnd  ^i 

80  bat  man  folgende  Relationen : 

1)  Die  Zahl  der  verschiedenen  Werthe  von 


ist 


X 


2)  Die  Zahl  der  veivchledenen  Werthe  von 


ist 

3)  Die  Zahl  der  den  AnsdrOcken 

of^««     nnd     a«     • 
gemeineamen  Werthe  ist 


21. 

XXi 


4)  Es  ist  nur  dann 


p        ^        r  .  »" 
a^\^  a»  =  M     •» 


wenn  T|=1;  wenn  demnach  der  grOsste  gemeinscbaftliche  Fafcter 


von   gi   «Rfi    ^    gletch  demjeniKen    der   absoluten   Wertbe    ?on 
psi:qr  und  qs  \»U 

Es  ist  wohl  kaum  nothwendig  zu  bemerken ,  dass  hier  ent- 
weder  durcbgehends  nur  die  oberen  Operationszeicben ,  oder  nur 
die  unter^  zu  nehmen  sind. 

Anmerkung.  Obm  behauptet  in  seinem%«Gei st  der  math. 
Analysis  1842.  p.  133.**,  die  Gleichung  in  4)  bedGrfe  dann  schon 
einer  Correclion»  wenn  r  nicht  1  ist.  üiess  ist  nach  den  obigen 
Behauptimgen  unrichtig,  wie  Obrigens  schon  die  Gleichung 

aiJ=al 

zeigt  9  die  ohne  Correction  eiae  vollkommene  ist 

$•  12.    Lehrsätze. 

L  Wenn  fi  die  Bedeutung  der  0,  oder  einer  positiven  oder 
negativen  ganzen  Zahl  hat  und  zugleich  so  bestimmt  wird,  dass 

i(in  +  arg(p  +  gi)  +  arg(pj  +  git) 

IM  «inen  Bogen  wird,  der  entw^er  es ^i;  ist  oder  zwischen  n  nnd 
«-a  liegt;,  wenn  alse 

1)        2fi Jt  +  arg(p  +  gi)  +  arg(pi  +  ^i  t)  =  (w  od.  z w.  jt  u.  —  »), 
so  ist 

'  S^cfre  fJotersucbnngen  zwangen  infdh,  Gleichungen  von  der 
Beschaffenheit  der  1)  aufzulösen.  Man  findet  bloss  ans  der  Vor^ 
Stellung  von  SLTg{pi-gi)  und  arg(pi  -f  ^lO  '^^  ^^  Zahlebene,  dass 
in  jedem  Falle: 

3) 


II.    Wenn  y  eine  positive  oder  negative  Zahl  oder  0»  und 
I)        2y»  +  arg(p  +  ^i)  —  arg(pi  +  git)  =  (n  od.  »w.  tt  u.  —  ») , 
80  ist 


9Bi   90»%i»r:  U»  BHtrat  9»  inatfti»  der  tamtOexe»  ZmIMm. 
2)         r{p+v»)-+/":r.(p,+?,0-+'«=  f^T?-f)"*^' 

+ (i + -j£i^  -  ^gjV]  (1  - 1)  J 

III.  Aus  den  Gleichungen  I.  2)  und  II.  2)  ergeben  sich  un- 
mittelbar die  vollkommenen  Gleichungen: 

1)  (p+9»)^'".(Pi  +  ftO"+'"=[(p  +  »»)(Pi+9i»))«+^. 

Anmerkang.  Ohm  hat  in  seiDem  „Geist  der  mathem. 
Analysis  1842.  pag.  122."  fOr  dieRecbnang  mit  deo  einrachsten 
Werthen  der  Potenzen  (d.  h.  nach  meiner  eingefObrten  Bezeicb* 
nnng  solchen  Potensen,  deren  Index  =0  ist)  die  Gleiehnngen 
anfgestellt: 

a*.6'  =  (a.6)*    und     gj  =  ^-j. 

Diese  beiden  Gleichungen  sind  nach  den  Lehrsätzen  I.  und  II. 
im  Allgemeinen  unrichtig,  was  übrigens  schon  aus  folgendem 
Beispiel  erhellet:    Es  ist 

o(-l)4  =  +  l    und    o(+l)*=  +  l. 
Es  mflsste  also  nach  der  ersten  jener  zwei  Gleichungen 

o(-l)*.o(-l)4, 
oder 

i«=o[(-l)(-l)]l  =  +  l 

und  nach  der  zweiten 


0 


1*       .      1     /  Ml    . 


oder 


7  =  (i)'= 


t 


o(-»> 
sein.    Die  Lehrsätze  1.  und  II.  geben  für  diesen  Fall: 
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o(-l)».o(-l)»=-ill=-l 


und 


"'S  =_,(-!)*=-,•. 


.(-1) 


wie  es  sein  soll. 


Die  beiden  Obm 'sehen  Gleicbangen  sind  in  dem  Falle»  da  x 
eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  0  ist,  stets  richtig» 
in  jedeni  andern  Falle  aber  durchaus  nur  dann  zulässig,  wenn  ifir 
die  erste  arg.  a  -f  arg.  b  entweder  =  n  oder  dann  zwischen  n  und 
—  n  liegt,  und  in  Beziehung  auf  die  zweite  Gleichung  arga — argft  ^ 
ebenfalls  ein  solcher  Bogen  ist,  wie  aus  I.  und  II.  sogleich  klar 
wird. 

§.13.    Lehrsätze. 

I.  Wenn 

m=Mod.(p  +  5ri)    und    <p  =  arg.  (p -|- ^t), 
wenn  ferner  y  reell,  aber  nicht  gebrochen,  und  zugleich 
1)  2yw+ j3/m+a(2T;r  +  9)=:(»  od.  zw.  n  u.  — »); 

so  hat  man  die  gesonderte  Gleichung: 

woraus  sich  sogleich  die  vollkommene  Gleichung. 

3)  [(p+^')«+/J']«i+/'l»=(p+^')(«+iJfl(ai+/?if).  I«i+/Jif 

ergibt. 

II.  Bezeichnet  a  irgend  eine  complexe  Zahl; 

p  und  q  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  deren  absolute 
Werthe  pi  und  qx  relative  Primzahlen  sind; 

r  und  t  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  deren  absolute 
Werthe  ti  und  $i  relative  Primzahlen  sind; 

m  den  grussten  gemeinschaftlichen  Faktor  fär  ti  und  91;  . 

mmi   den    grussten   gemeinschaftlichen   Faktor   für  pit^    und 
9i^i,  mithin  nti  denjenigen  für  p^  und  ^i; 

so  hat  man  folgende  Beziehungen: 

1)    Die  Zahl  der  verschiedenen  Werthe  von 

Thcll  XXVIIL  2« 


S86   B4n%i0r:   JMi  BeUrüg  mur  Ama^füt  dir  eompiexem  ImkUm. 


(a.)."  ist  =  2^. 

2)  Die  Zahl  der  yerscbledenen  Werthe  ?on 

a5ist=ÄÜL. 

flllll| 

3)  Die  Zahl  der  deo  beiden  Poteoaen 

(a^     und     äff*  gemeinaamen  Werthe  ist  s  ^^* 

4)  Ea  iat  nur  dann 

wenn  «i|=:l;  wenn  mithin  die  absoluten  Werthe  von  p  und  $ 
Telati?e  Primzahlen  sind. 

Anmerkung;.    Ohm  behauptet  in  seinem  ,,6 eist  der  math. 
Anal.  pag.  122'%  wenn  wir  unsere  Zeichen  gebrauchen,  das« 

o[o(P  +  yt>H-^<]«i+i»i'=o(P  +  90<*+^'>  ^•»+^«'>. 

Diessist  im  Allgemeinen  nach  dem  Lehrsätze  I.  unrichtig,  was 
fibrigens  auch  schon  folgendes  Beispiel  zeigt: 

Es  ist 

mithin  wäre  nach  der  Ohm'schen  Gleichung 

o[(-l)>]*    oder    l=o(-l)«-*=-L 

Der  Lehrsatz  L  giebt  in  diesem  Falle  y= — 1,  und  mithin  die 
Gleichung 

Die  Ohm'sche  Gleichung  Ist  durchaus  nur  dann    richtig, 
wenn  fiSr  y  aus  der  Gleichung 

^yn-\-ßlm-{'a(p=i{'n  oder  zwischen  n  und  — n) 

der  Werth  ü,  oder,  wenn  /}i=0,  ein  solcher  Werth  fSr  y  gezogen 
wird,  der,  mit  «i  multiplicirt,  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  oder  0  als  Product  erzeugt,  welch'  letzterer  Fall  z.  B.  immer 
eintritt,  wenn  a^  nicht  gebrochen,  und  eben  /?|=:0  ist. 

Ohm  sagt  in  derselben  Schrift  pag.  134:  „Die  Gleichung 
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ist  eine  ?ellkoinineD  richtige  und  bedarf  keiner  Correctios  In  alle» 

den  besondern  Fällen,  in  denen  die  Brüche  ~  und  -  in  den  klein- 

n  y 

eten  Zahlen  ausgedrückt  sind,  und  zu  gleicher  Zeit  m  und  y,  des- 
gleichen n  und  fA  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  mehr  haben.*' 
Hierfiber  mochten  wir  nur  bemerken,  dass  es  in  dieser  Frage 
nach  II.  4)  nicht  auf  die  Beschaffenheit  von  n  und  fi  ankommt. 
So  sind  z.  B. 

(al)i=a    und    iai)i=^a^ 

vollkommene  Gleichungen,  obschon  hier  n  und  ^  den  gemelnschafl- 
liehen  Theiler  3  oder  2  haben. 


$.  14.    Lehrsätze. 
I.    Wenn 

fii=Mod(/i-|-9t)  und  9  =  arg(p-f  9O* 
wenn  ferner  yi  und  y  reell,  aber  nicht  gebrochen,  und 

2yi7$'i-ßilm  +  ai(2xn  +  ^)^=(7t  oder  zwischen  n  und  — »), 
2y^-i-ßbn'jr»(2tn'{-q>)z^(7t  oder  zwischen  9S  und  — n); 
so  hat  man  die  gesonderte  Gleichung : 

und  hieraus  die  vollkommene  Gleichung: 

II)    Bezeichnet  a  eine  complexe  Zahl; 

p  und  q  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  deren  absolute 
Werthe  pi  und  qi  relative  Primzahlen  sind ; 

r  und  $  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  deren  absolute 
Werthe  r^  und  «|  relative  Primzahlen  sind; 

fii  den  grussten  gemeinschaftlichen  Factor  f8r  qi  und»  ti ; 

mi  den  grOssten  gemeinschaftlichen  Factor  för  pi  und  si ; 

9S^ 
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wo  mitbin  m  aod  rni  relative  Primzahlen  sind,  und  ntnii  der  i^Osate 
gemeiDschaftliche  Factor  fär  piVi  und  qiSi  ist;  so  findet  Folgen- 
des Statt: 

1)    Die  Zahl  der  verschiedenen  Werthe  von 

(aV  ist  =SifL 
TU 


and  die  von 


r  p 

(o»)  i  ist  =  2L1. 

fWl 


2)    Die  Zahl  der  den  beiden  Potenzen 


5  1  l  ^ 

(ai)»  und  (a')i 


gemeinsamen  Wertbe  ist 


3)    Die  Zahl  der  verschiedenen  Werthe  sowohl  von 


als  auch  von 


4)  Es  ist  nur  dann 


p  r      p 

(ai)».li' 


r  p       r 


p  r  r  p 


wenn  m=ii?|,  mithin  fit=m|  =  l,  wenn  also  nicht  bloss  ^|  und  r^, 
sondern  auch  pi  und  ^|  relative  Primzahlen  sind. 

5)     Es  ist  nur  dann 

P  r,  L  P      ^ 

(fli)»  =  (a*)ff'.l«' 
wenn  m=l. 

^  ? 
6}  Wenn  m  >  1 »  so  gibt  es  keine  Potenz,  mit  der  (a')i  molti- 

plicirt  ein  mit  (af)'  gleichbedeutendes  Product  gäbe. 
7)  ^Es  ist  in  jedem  Falle: 

p  r      p  tpr 
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§.  15«    Aufgabe. 
Die  Gleichung 

Dach  €,  e|  und  e^  in  ganzeft  Zahlen  aufzulösen. 

Auflusung. 
Man  löse  die  Gleichungen 

2)  2fi7t 'i-2aB7t=  (n  oder  zwischen  n  und  — it), 

3)  2fii»+  ßir  +  a(2yn  +  g))  =  (jt  oder  zwischen  n  u.  —  »s) , 

4)  2(|Lio  +  fii  +  fi  +  «0«  +  ßlr  +  a(2y»  +  g))  =  (n  od.  zw.  jj  u.  —  ;r), 

6)  a^o  +  «I  (h  +(h})  +  (««1  —  ßßi)^ =— «ifi—  <y 

wo  r=Mod.(/?+9fi)  und  g)=arg.(;? +  ^'),  nach  fi,  fii,  fio»  ^»  ^i»  «6 
und  <T  in  ganzen  Zahlen  auf.  Die  Auflösungen  dieser  Gleichungen 
sind  dann  die  Auflösungen  der  gegebenen  Gleichung  und  umgekehrt. 

Setzt  man  z.  B.  in  die  gegebene  Gleichung 

p=3,  q=i,  «=1,  ß^h  «1=1,  A=!,  y=2, 

dann  6  für  Si,  3U  für  €  und  — Sq,  so  hat  man  eine  identische 
Gleichung. 

Die  Aufgabe  kann  im  Allgemeinen  nur  dann  gelöst  werden, 
wenn  p»  q,  cl»  ß,  cc^,  ßi  und  y  in  bestimmten  Zahlen  gegeben 
sind,  dagegen  können  y^  und  /q  beliel&ig  gegeben  sein,  und  es 
sind  von  y^  und  /o  <^>®  Zahlen  s,  f^  und  Fq  gans  unabhängig. 

Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  involvirt  mehrere  interessante 
Lehrsätze  als  Spezialitäten. 

$.16.    Aufgaben. 
I.     Die  Gleichung 

nach  p  +  gi,  und  die  Gleichung 
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2)  ^p  +  ^0«+/^'=  rt(pi  +  qxi)^^P^ 

nach  p  +  ^t  and  r  aafzatösen. 

AüflSsung. 
Die  Gleichung  I.  wird  nur  dann  identisch»  wenn  man 

setzt. 

Bezeichnet  0  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
oder  0»  so  wird  die  Gleichung  2)  nur  dann  identisch ,  wenn  man 

4)  p  +  9t=(pi+ftf).£^H^ 
und 

5)  T=Ti— y 

setzt,  wo  /  aus  folgender  Gleichung  zu  ziehen  ist: 

ö)         2yjr  +  arg.(pi  +  qit)  +  -jqr^= (jr  od.  zw.  n.  u.  —  ») , 

woraus  ohne  Schwierigkeit  folgt ,  dass: 

7)  Mod.  (p  +  ^0  ssE^H/?* .  Mod.  (p^  +  ^jO » 

8)  ^         arg.  (p  +  5t)=arg.  (pi  +  yiO  +  i^:|:^  +  2(ti-t)«. 

wenn  nSmlich  r,  oder,  wenn  man  x^Xi  annähme,  die  o  so  bestimmt 
wird,  dass  der  zweite  Theil  der  Gleichung  8)  zu  einem  Bogen 
wird,  der  entweder  =  n  ||t,  oder  dann  zwischen  n  und  —  n  liegt. 

Man  hat  z.  B.  folgende  identische  Gleichungen : 
„[l3,172(cos^;r  +  tsingQ«)]i+3'==ii[2(cosg;r+  ising;r)]i+ 

«[7  (cos  Q  7t  +  »sin  K  jt)]l =4( — 7)1. 

n.    Bezeichnen  a  und  ß,  wie  oben,  eindeutige  Grossen,  und 
hat  man  die  vollkoounene  Gleichung 
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ond 

1 

sein. 

III.    Die  Glelcbang 

wo  «,  ßf  P  und  Q  eiDdeatige  Zahlen  bezeichnen,  nach  x-^-yi 
und  X  anfzulusen. 

AaflOsang. 
Es  ist  immer 

ar  +  yt  =  E    «+^<     =^(P  +  QO^TT». 

Zar  Ermittlung  des  r  nehme  man  nun  fi  heliebig  reeU,  nur  nicht 
gebrochen  an,  bestimme  hierauf  fA|  in  ganzen  Zahlen  so,  dass 

^fh^+ ö^T'ß* =  C»oa.zw.»u. — «; 

und  lOse  endlich  die  Gleichungen 

«fh+T)=0. 

nach  T  und  0  in  ganzen  Zahlen  auf.  Jeder  der  auf  diese  Weise 
ffir  T  erhaltenen  Werthe  gehört  den  ffir  r  verlangten  Werthen  an^ 
und  umgekehrt 

$.  17.    Lehrsatz. 
Die  Gleichung 

wird  nur  dann  identisch,  wenn 

a  +  /3»  =  («j  +  A)ntog(p  +  yO  +  <Jog  1 

gesetzt  wird,  wo  6  beliebig  reell,  jedoch  nicht  gebrochen,  enge* 
nommen  werden  darf. 
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$.  18.    Aufgabe n. 
I.    Welche  besondere  Werthe  der  (a-f  j^Oten  Potenz  von 

coindiciren  mit  (p  +  9i).iul**+i"? 

Auflösung. 
Es  sei 

Zur  Berechnung  der  Werthe  Ton  x^  luse  man  nun  von  den  zwei 
Gleichungen 

2)  2To9r-f2Ti;ca-f  arg.(p-|-9t)  =  (9r  od.  zw.  jr  u.  — ju), 

3)  2t8«  +  ^a^igg  [2<T  +  To)  +  arg.  (p  +  ^0  +  2aTi«] 

äXö5  [1  Mod.  (p  +  91)  — 2j5Tx;r]  =  (jt  od.  zw.  «  u.  —  ju)  , 

die  2)  nach  Tq«  dann  die  3)  nach  T3  in  ganzen  Zahlen  auf^  setze 
dann  den  fflr  x^  gefundenen  Wertb  in  die  Gleichungen 

5)  a(Ti  +Ta  +  T3)  =«1*  +  6 

und  lose  endlich  diese  zwei  letztern  Gleichungen  nach  r^  und  c 
in  ganzen  Zahlen  auf.  Die  für  x^  auf  diese  Weise  erhaltenen 
Werthe  sind  die  Auflösungen  der  Gleichung  1)  nach  r^»  und 
umgekehrt. 

Setzt  man  z.  B. 

j5=:Ti=^=0,    a=l,    p=16; 

so  wird  nach  den  obigen  Gleichungen  T3=4  und  rs=4(l'f  <')« 
woraus  natürlich  folgt,  dass  nur  dann 

wenn  x^  entweder  0  oder  eine  reelle  ganze  Zahl  ist,  die  4  als 
Factor  enthält.  Diess  Beispiel  zeigt  zugleich,  wie  nothwendig 
die  Beibehaltung  des  ß  in  der  Gleichung  4)  ist 
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nach  fi  aafzulosen. 


Auflösung. 

* 

Man  bestimme  zuerst  Tq,  das  nicht  gebrochen  sein  darf,  so, 
dass 

2to« + arg,  (p  +  yi)  +  2aTj « = (tt  oder  zwischen  «  u.  —  w) 
wird^  und  löse  hierauf  die  Gleichungen 

/5(T+To)=/3fi,: 

«a  +  /3«-"    a«  +  /3«  T^^ 

nach  fi  und  g  in   ganzen  Zahlen   auf.    Dadurch   gelangt  man  nur 
zu  den  sämmtlichen  verlangten  Werthen  von  ft. 

§.  19.    Lehrsätze. 

I.    Wenn  fi  reelle  aber  nicht  gebrochen,  und  so  bestimmt  ist, 
dass 

1 )  2f4»  +  arg.  (p  +  yO  +  arg. (pi  +  5^1 0  =  (w  od.  zw.  Jt  n.  — «), 
so  hat  man  folgende  gesonderte  Gleichungen : 

2)  rlog  [(p  +  yO  (pi  +  qxii\  =  rlog (p  +  qi)  +  ^log  (pi  +  q^i), 

« 

3)  T.+ro-AJog[(/?  +  VO  (Pl  +  5^1«)]  =  r.logCp  +  71)  +  rolog(pi  +  ^^t) ; 

und  hieraus  die  vollkommene  Gleichung: 

4)  log[(p  +  90(Pi+9iO]  =  Iog(p  +  5ri)  +  log(pi+9iO. 

IL    Wenn  y  reell,   aber   nicht  gebrochen,   und  so  bestimmt 
ist,  dass 

5)  2yjr  +  arg.(p  +  ^0 — a^g-  (Pi  +  9i0  =  («  od.  zw.  w  u.  —  «) , 
60  hat  man  die  gesonderten  Gleichungen: 

6)  «I«gj^qp^=T!og(p+5rt)-_yIog(pi+fl^t), 
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ood  hieraus  die  vollkommene  Glelchaog 

ADroerknng  1.  Ohm  hat  In  seinem  »»Geist  der  math. 
Anal.  1842.  pag.  117'%  wenn  wir  unsere  Bezeichnung  beibehalten, 
das  Stattfinden  folgender  Gleichungen  behauptet: 

olog[(p+9')(Pi  +9|t)]=olog(p  +  »0  +  o'og(Pi  +  9^0» 

o'og^qp^.  =olog(p  +  ?0— o'ogö»! +ftO- 

Diese  beiden  Gleichungen  sind  aber  nachl.  und  IL  unrichtig» 
wie  diess  auch  schon  folgendes  einfache  Beispiel  seigt    Es  Ist 

o'og  (—!)  =  »«    nnd    olog(+l)=0. 
Setzt  man  nun  in  den  Ohm'schen  Gleichungen 

^  =  ^^=0    und    p=^pi=z — 1, 
so  findet  sich: 

olog[(-l)(-l)]  oder  O=olog(-l)+olog(— 1)  oder  2««, 

+  1 

o'^glTi  *^^*'  «^■=o'ogl— o'og(— 1)  oder  —  »t^ 

Die  obigen  Lehrsätze  I.  und  IL  aber  geben  in  diesem  Falle  fi=—l 
und  )f=-f  1,  mithin: 

o<og[(-l)(-l)]=olog(-l)  +  olog(--l)  +  -ilogl  =  2»i-2^-, 

+  1 

olog^ = olog  1— o'og(— 1)  +  ilog  1  =  —  jrf + 2m. 

Von  den  O  h  m'schen  Gleichungen  ist  die  erste  durchaus  n  u  r  d  a  n  n 
richtig»  wenn  arg(p-f904*&rg(^i+9i0  ein  Bogen  ist»  der  entweder 
z^n  oder  dann  zwischen  n  und  ^n  liegt»  und  die  zweite»  wenn 
A'g(P  +  ?0~~'^''g(Pi'''9iO  ebenfalls  ein  solcher  Bogen  ist. 

Anmerkung 2.  So  wenig  man  aus  der  Gleichung 8)  schlies- 
sen  darf»  dass  im  Falle  p49*=Pi  +  9i*'  ^'i®  Gleichung  Statt  finde: 
logl=0;  ebenso  wenig  geht  ans  4)  die  Gleichung  log(p-f  9O* 
z=i2\og(p+qt)  hervor.  Die  sämmtlichen  Werthe  des  zweiten 
Theils  dieser  Gleichung  sind  zwar  auch  Werthe  des  ersten  Theils, 
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aber  nicht  umgekehrt.  So  ist  z.  B.»  wenn  y  eine  unendlich  viel- 
deutige Zahl  darstellt,  die  0  und  jede  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  zu  ihren  Werthen  hat,  jeder  der  unendlich  vielen  Wertbe 
des  Ausdrucks  Ay^i  ein  Werth  von  log( — 1)*;  aber  auch  nicht 
einen  einzigen  von  allen  diesen  Werthen  vermag  2log(— 1)  zu  geben. 


$.20.    Lehrsätze. 

1.    Wenn  fi  reell»  aber  nibht  gebrochen,   und  so  bestimmt 
wird,  dass 

1)  2fi^-f/'/Mod.(p4704*^[^^i^'f  A<*S(p~f  tO]  =  (^  o<l«  2^-  ^  w-  — ^)» 
so  hat  man  die  gesonderten  Gleichungen: 

2)  rlogT,(p  +  Vi)«+/^'=(a+/3f)r,log(p  +  q%i  +r4^ogl, 

3)  («  +  /5t»g(/l+flrO  =  J>gr,(p  +  ?<)«+/«• 
Aus  der  2)  folgt  dann  die  vollkommene  Gleichung: 

4)  log(p  +  »tr+^'=(a+  i301og(p  +  70  +  logl. 

IL    Aus  L  ergeben  sich  folgende  bemerkenswerthe  Speziali- 
täten.    Wenn 

I)         2fi|«  +  -  pTi^r  +  arg.(;i-f  7{)]=:(9r  od.  zw.  n  u.  — n) » 

wo  m  aber  nur  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeuten 
darf;  so  ist: 

t 

und  hieraus  bei  derselben  Bedeutung  von  m:     ^ 
3)  log  V(7+^=  -  log  (p  +  90. 


m 

(o  4-  ai)  = 
m 

Wenn  ferner 


4)       2fio^  +  ~  [2t,  n  +  arg. (p  +  ^O*"]  =  (^  o^»  *W'  J«  u.  —  «), 


m 


wo  wieder  m  nur  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeu« 
tet;  so  ist: 

m  

5)  r  i+mOuo+T)bg(p  +  ^>»  =s  fitriog  r,  y  (p  +  qiy^ 
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m 


6)  log  {p  +  ^O«  =  m  log  V^(p  +  gi)"" . 

So  ist  z.  B.  !og3>=:2!ogV^=2log(db3)  nnd  nicht  =2log3,  da 
sämmtiiche  in  dem  Ausdruck  /9+2(2y-f  l);rt  enthaltenen  Werthe 
nur  Werthe  von  log3^  nicht  auch  zugleich  von  2log3  sind. 

In  dem  besondern  Falle,  da  a  ein  positiver  oder  negativer 
achter  Bruch y  findet  immer  auch  die  Gleichung  Statt: 

7)  ologoC;? + ?0" = «0  log  (p  +  gi). 

Anmerkung.  In  »»Ohms  Geist  der  math.  Anal.  1842. 
p.l22'*  findet  sich»  wenn  wir  unsere  Bezeichnungsweise  gebrau- 
cbeo,  die  Gleichung  behauptet: 

Diess  ist  unrichtig.    Setzen  wir  z.  B. 

p  =  —c=— 2,718....,    9=/3=0,    «=2; 

80  findet  man  aus  dieser  Gleichung: 

olog(-6)«    oder    2  =  2oIog(-e)=2(l+»t). 

Die  obige  Gleichung  I.  1)  aber  gibt  in  diesem  Falle  fi= — 1,  und 
hernach  die  Gleichung  I.  2): 

oIog(-e)«=2oIog(-6)  +  -xlogl  =  2(l  +  ^i)-2;n. 

Die  Ohm'sche  Gleichung  ist  durchaus  nur  dann  richtig, 

wenn   ßl^o6(p-{^qi)-{-a2iXg{p-{'qi)  entweder    =;r,     oder    dann 

zwischen  n  und  — n  liegt. 

» 

§.21.    Lehrsätze. 
I.     Wenn 

rP+5«*  yP+9« 

r>g(pi  +  qii)  =  y.log(pi  +  ?,<), 

SO  muss  nothwendig 

T|— yi_/Mod.(pi  +yit)__2T^gg  +  arg.(p^  -f  y|t) 
T— y        /Mod.(p  +  9i)  2rw  +  arg.  (p  +  ^t) 

sein.    In  dem  besondern  Falle,  da 

Ti=T  =  arg(pi+9r|i)=0, 
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mdss 

lyjod.jpi  +  qii)  _yi 
lMod.(p-i-qt)  ""y 

sein.  Die  Gleichung  2)  drückt  hier  die  Bedingungen  aus»  anter 
welchen  die  beiden  Indices  eines  Logarithmus  bei  constantem 
Werthe  desselben  eine  Aenderung  verstatten. 

II)  Wenn  P  eine  reelle  Zahl  bezeichnet,  so  ist  von  den 
zwei  Gleichungen 

1)  yMg(Pi+qi()  =  P, 

'  /Mod.(p  +  qi)         2yn + arg.(jp  +  qi) 

jede  eine  Folge  der  andern. 

III.    Von  den  drei  Gleichungen: 

v)og(Pi  +  qit)=^P+Qiy 

^^  PlMod.(p  -hyt)~/Mod.(p,  +qit)—QaT^.(p  +  qi) 

2)  y  =  -^ , 

^,  (/»  +  Q^/Mod.(p+yi)~/Mod.(p|-hyt)-Qarg.(pt+ytt) 

ist  die  erste  eine  Folge  der  zwei  übrigen,  und  umgekehrt. 

Anmerkung.  Mit  Hülfe  der  zwei  letztern  Lehrsätze  kann 
leicht  untersucht  werden,  ob  eine  gegebene  Zahl  ein  Werth  von 
einem  durch  den  Logarithmanden  und  die  Basis  gegebenen  Lo* 
garithmus  ist.    So  findet  man  z.B.,  dass  0,0247.... — 0,155... .t 

e 

zwar  nicht  ein  Werth  von  löge,  wohl  aber  von  ioge,  und  zwar 
der  spezielle  Werth  o'^g^  >st. 

§.22.    Lehrsätze. 

« 

I.  Wenn  ft  reell,  aber  nicht  gebrochen,  und  so  bestimmt 
wird,  dass 

1)    2fAW  +  arg. (pi  +  ^lO  +  arg.(pj  +  ja»)  =  (n od. zw.  nvu—n), 

so  hat  man  die  gesonderten  Gleichnngen : 
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2)     Tjog[0>,+yit)(p4+^,i)]=r,log(^+^i0  +  /Jog(p,+w')f 

S)        ^i+yi-/"'©«  [(Pl  +  ^lO  •  (P«+?20]  +  T  Jog  (p,  +  yiO  •  y-rlog  1 

»?+¥<  yF+9' 

=  rMgipi  +  ft  0  +  y,log  (p«  +  y«Ö  , 

t 

^)  »i+7i-M'0g[(Pl  +  ^lO  (Pä  +  WO]  ==  T Jog(pi  +  flr^i)  +  yJog(^+y,t) ; 

and  aus  dieser  letztem  die  voUkommene  Gleichaog: 

8)       log  [(Pi  +  »lO  (ft  +  ?tO]  =  logCPi  +  ^lO  +  log(pt + W*)- 

IL    Wenn  (  reell»  aber  nicht  gebrochen  ist,  und  so  bestimmt 
wirdy  dass 

1)     2£^+  a'g.(pj  +  ?iO-^Arg-(Pte  +  9s*)=(»  o<J'  *^«  *  «•  "-«)f 


so  hat  man  die  gesonderten  Gleichungen : 


^  ».-r.-C>og^^qp^.=  Tjog(ft  +  ftO-r-Jogl 

=T>g(Pi  +  ^iO-yilog(pt  +  jaO, 


4)  ».-y.-dogjg^^=,,log(p,  +yi«)-y.I«>g(l«i+W'); 

nnd  hieraus  die  TollkonuneDe  Gleichung; 


«.+«.1  ''+'*  *'+^ 


5)  '"«S+t«* = '*8(pi  +  »lO  -  'og  (Pt + 9iÖ- 


B^nm^ff:   Mtm  BeiiNig  Mar  Jbtaifiii  der  tmi^xen  Zakim^  9BB 

Zusatz.  Die  Weglassang  des  t  aus  den  GleichuBgen  I.  5) 
und  II.  5)  wftrde  diese  Gleichungen  in  unTollkoronieneTeTwandelo; 
die  Ausdrflcice  rechts  vom  Gleichheitsieichen  hätten  dann  unend« 
lichnial  mehr  Werthe  als  die  links.    Eine  brauchbare  ▼oilkommene 

Gleichung  zwischen  log  (06)  oder  logr  und  den  beiden  Zahlen 
loga  und  log  6  wird  wohl  kaum  eidstiren. 

Anmerkung.  In  Ohm's  „Geist  der  math.  .\nal.  1842. 
pag.  126*'  findet  man  zwei  Lehrsätze,  die  in  unsem  Zeichen  sich 
durch  folgende  Gleichungen  darstellen  lassen: 

ologf^  +  9i^(P%  +  9kO]=ol<>gCPi  +  »iO+o'og(P«  +  W% 

»og^^~7  ==olog(ft+yiO-ologK  +  W"). 

Für  den  Fall,  d& p-i-gi::=e  =^2,718....,  fanden  wir  diese  Gleichungen 
schon  im  §.19.  im  Allgemeinen  unrichtig.  Richtig  wird  die  erste 
nur  in  dem  besondern  Falle,  da  arg.(p-f-ft)-f  Arg-O^i  4-^it)  ein 
Bogen  kt,  der  entweder  gleich  9r  oder  dann  zwischen  n  und  — 0* 
liegt,  und  die  zweite  jener  zwei  Gleichungen  nur  dann,  wenn 
<^<*g(Pi'f  9^iO — <^fS(Ps+9sO  ein  Bogen  von  derselben  Besehaüen- 
heit  ist. 

S.23.    Lehrsätze. 

I.  Wenn  f*  reell,  aber  nicht  gebrochen,  und  so  besUmmt 
wird,  dass 

1)  2^jr  +  /J/Mod.  (pi  +  gi{)+ a[2y»  +  arg.  (^  +  q^i)] 

=  (9r  oder  zwischen  9ru. — n), 

so  hat  man  die  gesonderten  Gleichungen : 

2)  dogy(pi+^iO*+^=(«+Wy»og(ft  +  yiO  +  C4iJogl, 

3)  •(«+ WylogCpi  +  yiO=-;Jogy(pi  +  ftO^W. 

Di*  erste  dieser  zwei  Gleiebangea  gibt  sofort  die  ToUkonweM 
Gleichung: 
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4)  tog(^  +  yit)«+/J'=(a+/JOIog(pi  +  9it)  +  logl, 

II.    Folgerungen  von  I.  sind  folgende  Sätze: 

Wenn 

■ 

1)       2f4«  +  -  [2yjr+ arg. (p^  +  gii)]  =  (jr  od.  zw,  jr  u.  —  w) , 

wo  m  aber  nur  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeuten 
darf;  so  ist 

^ 1  rP+9< 

2)  C'ogy  V  (pi  +  qit)  =  -  .  y-hm(C+M.)log(pi+9ii), 

und  hieraus  bei  derselben  Bedeutung  von  m: 

*» 1        p+jf 

3)  log  V  (pi  +  yiO  =  -  .  log  (pi  +  9ii). 

Wenn  ferner 

4)  2fAjr+  -  \2yn  +  arg.(pi  +  ^ii)*"]  =  (n  od.  zw.  «  u.  —«), 

wo  wieder  m  nur  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet» 
so  ist: 

»p+9«' 

5)  y+m(C+iu)log(pi  +  9i0"*  =  mclogy  V  (;?i  +911)»», 
und  hieraus: 

Pf9« 

6)  log  (pi  +  91 1)*"  =  m  log  V  (pi  +9ii)«  • 

In  dem  besondern  Falle»  da  a  ein  positiver  oder  negativer 
ächter  Bruch  ist>  findet  stets  auch  folgende  Gleichung  Statt: 

jP+9*  rP+9« 

ologo(p  +  ?0"  =  «olog(/»  +  9^' 

Anmerkung  I.  Wenn  in  I.  4)  die  r  weggelassen  würden, 
so  erhielte  man  eine  Gleichung»  bei  der  zwar  sämmtliche  Werthe 
des  ersten  Theils  auch  zugleich  Werthe  des  zweiten  Theils  wären, 
hingegen  unendlich  viele  Werthe  des  zweiten  Theils  sieh  alsdann 
nicht  unter  den  Werthen  des  ersten  Theils  befänden. 


D$m%i'9ri  Ein  Beitrag  mtr  AnaipM  -der  eampi^^en  7M§en.    4M 

AomerkuDg  2.    Id  Ohm 's  »»Geist  der  math.  Anal.  1842. 
pag.  126/'  findet  sieh »  wenn  wir  oDsere  Zeichen  beibehalten : 

o»ogo(Pi+?iO«+^'=(«  +  Wo»og(p  +  ^'). 

Diese  Gleichung  ist  durchaus  nur  In  dem  besondern  Falle 
richtig,  da  [/7/Mod.(pi-f9it)-farg.(p|-f9it)]  entweder  =9*9  oder  dann 
iwischen  n  und  —  n  liegt.  Uebrigens  haben  wir  ftir  den  Fall»  da 
p-h^'=^=2»718....»  die  Unrichtigkeit  dieser  Gleichung  schon  Im 
§•  20.  bemerkt. 


ri  -•' 


§.  24. 


Die  logarithmische  Reihe  (p+^')— i(p+^')*-|-i(p-f  ^')*— .... 
gibt  In  den  sämmtlichen  FäUeO  Ihrer  ConTergenz  den  speziellen 

Werth  o'og(l+P'f^')  ▼<>d^  l^(l4-p+^0#  ^^  leicht  daraus  ge- 
folgert werden  kann,  dass  die  binomische  Reihe  filr 

so  oft  sie  couTergirt»  den  besoodern  Werth 

i  

und  die  Exponentialreihe  £H-^'  den  speziellen  Werth  o^^*'  von 
erff'  ausdrflckt  . 

;'  Die  Fortsetzung  dieser  HItthellung  behalte  Ich  einer  sj^iteren 
Gelegenheit  vor. 


t. 


rr 


t  •  <       .   ■ 


(•• 


I  • 


,  ■  i 


>    ,    A 


•    .     i 


t  ■ 


.  .1 


,','•■'      .. 


»  •  • 


Thtil  XXVm. 


ar 


•  •  •  ■         l      *  ■  »  I 

'■  ■     .-   .  ■  .  •      :  •      •  .■•.•!■:':•-,(•.:;'•»*        •  -      .     ? 

•;ii   .  ■    ■■•.»Ji    ,:  ..1     •     ■      .  \     .1  *    ..'.  ■  .     .^^  i    I    ,      '■    *    '   *      '      ■'      "  :  '  !•    »  »  I 

i" :     .    I.  ■     ■      .•    ■  .'  •    :.    '      ".    .      ■    •  ••■'*.  ;»ii;i    '.    I     !'.-'.    i"  \ 

II««  '.       •    1.  ..U'I'J     .*•-  '    "^^^W' "  '     •  '•••-'  *^*  t      \ 

lieber  die  Aufgabe,  einen  Kreis  zu  beschreiben,  wel- 
eher  drei  gegebene  Kreise  berührt 

.Voq   I.     i  ..  .    ■ 

Rictniei«t«r  in  ii>it  Gif&Mtriiöffl^'tteuUiiien  GendaMerfe  iuV'irm'i'imi'C 

'  --Vi-      ' ' 

p   ■        /   •        :    •.,■■'■1    -1      i    .*' !  f.  1'»«»  '.'1    -..".   \\..    I  .• 

Dritte     A  b  t  h  e  i  1  u  n  g*). 

5  91. 

Es  ist  in  der  zweiten  Abtheilung  dieser  AbhriMlIltfArg'  geMrtgt 

,W^i^fi^>  ifj«.^^fntlif[;KH^  ßerflbn^agfff^fipbMiii,  bin..  w.eV4iip  m  sich 
um  die  Berührung  dreier  gegebener  Stöcke  (Kreis^i»  ger^j^JUini^i 
und  Punkte)  handelt,  sich  auf  die  Aufgabe,  einen  Kreis  zu  be- 
schreiben, welcher  drei  gegebene  Kreise  berührt,  zurflckfQhren 
lassen  und  wie  also  diesen  sämmtlichcn  Berfihrungsaufgaben  eine 
und  dieselbe  Auflösung  zukommt. 

Es  besteht  indessen  noch  eine  Klasse  von  Aufgaben ,  bei 
welchen  die  Berfihrung  nur  zweier  gegebenen  Stacke  (Kreise, 
gerade  Linien  und  Punkte)  siSIPlfnHien  soll,  aber  als  dritte  Be- 
dingung  das  Verlangen  gestellt  wird,  dass  der  Mittelpunkt  des 
zu  berOhrenden  Kreises  in  einer  gegebenen  geraden  Linie  liege. 
Den  Zusammenhang  dieser  Klasse  von  Aufgaben  mit  der  Haupt- 
aufgabe nachzuweisen  ist  der  Zweck  dieser  dritten  Abtheilung. 


*)  ForUetzang  von  Thl.XWI.  Nr.  Will.  S.  266.  ~  S.  293.  Alle  %n 
dieser  dritten  Abtheilang  gehörenden  Fignrentafeln  Taf.VlI.  bis  Ta£X. 
•ind  mit  „Kers**  bezeichnet,  und  die  Figuren  auf  denselben  ohne  Unter- 
brechung TOn  Fig.  1.  bis  Fig.  12.  gezählt. 
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5.  92. 

Da  wir  biisher  von  der  Betrachtung  aus^Dgen,  daas  der  Punkt 
ein  Kreis  von  unendlich  kleinem  Halbmesser  und  die  gerade  Linie 
eir^  Their  einer  Kreislinie  Ton  unendlich  grossem  Halbmesser  sei^ 
die  gerade  Linie  aber  Ton  einem  Kreise,  dessen  Mlttelpuqkt  einer 
ihrei^  Punkte  ist,  rechtwinkelig  geschnitten  wird;  so  wird  die  er- 
wähnte Klasse  Ton  Aufgaben  in  ihrer  Allgemeinheit  sich  folgen* 
derniassen  ausdrücken  lassen: 

Gegeben  sind  drei  Kreise;  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben,, der  >wei  der  gegebenen  Kreise  berührt  und  den 
dritten  rechtwinklig  schneidet; 

und  ea  sott  diese  Aufgabe  in  Bezug  auf  gleichartige  und  ungleicb- 
artige  Berührung  abgehandelt  werden. 


§.  93. 

1 

Berührt  ein  Kreis  VX'  (OP)  (Taf.  V.  Theil  XXIV.)  zwei  andere 
Kreise  M  und  m  gleichartig  und  schneidet  zugleleh  einen  dritten 
Kreis  a*)  rechtwinkelig;  so  ist  dieser  dritte  Kreis  a  der  äussere 
Aelmnchkeltskreis'  (§•  18.  L)  zu  einem  der  gleichartig  berührten 
Kreie#  üf  und  einem  andern  Kreise  9t,  welcher  ebenfalls  von 
dem  Kreise  HP  (SP)  gleichartig  berührt  wird. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  folgt  leicht  ans  §.  11. 


t. 


§.  94. 


■ 

Zur  Auflösung  de«  in  §.92.  gestellten  Aufgabe  kSnnte  man 
daher  för  gleichartige  Berührung  zweier  gegebenen  Kreise  üf  und 
m  denjenigen  Kreis  SR  als  Hülfskreis  aufsuchen,  für  welchen  in 
Beziehung  auf  einen  der  zu  berührenden  Kreise  M  der  gegebene 
und  rechtwinkelig  zu  schneidende  Kreis  a  der  äussere  Aehnlich- 
keitskreis  ist,  und  dann  diejenigen  Kreise  (Ot' und  Ift^  besfimmen, 
welche  die  drei  Kreise  üf,  m,  9R  gleichartig  berühren. 


i  ■ 


*)  Wni  tn  tf^er  dritten  Atiihellang  vom  Kreise  a  i^«agt  wird ,  itt 
dnrehgbUebdt  auch  für  den  Kireit  A  gültig,  to  dat«  überall,  unbeschadet 
der  Sjtiififetrie  der  Buehitabea,  A  ^t  a  geschrieben  werden  kann. 


«r* 


4M     iffril;    IMer  di€  Au/ffmk^^  einem  äreli  %m  ätitänmem^ 

$.  95. 

Ffir  drei  KreUe,  M,  m  und  a  (Taf.  V.  TheilXXIV.)»  toh*  wel- 
chen iwei»  üf  und  tn,  von  einem  dritten  Kreise  Dt'  QXP)  gleichartig 
berührt  and  der  dritte  a  rechtwinkelig  geschnitten  werden»  kann 
daher  die  gerade  Verbindungslinie  a%  des  Mittelphnktes  a  dem 
rechtwinkelig  geschnittenen  Kreises  und  des  äusseren  Aehnlldb* 
keitspnnktes  9  der  gleichartig  berührten  Kreise  M  und  m,  in 
Oebereiustimmung  mit  dem  Vorhergehenden,  die  äussere  Aehn- 
llchkeitsaze  ($.18.3.)  genannt  werden. 

Und  ebenso  heisse  die  Linie  gleicher  Potensen  (yty  (Taf. 
V.  oder  0,0„  Taf.  VII.  Th.  XXIV.)  des  rechtwinkelig  geschnit- 
tenen Kreises  a  und  des,  zu  den  beiden  gleichartig  berührten 
Krasen  M  und  m  gehörigen,  äusseren  Aehnlichkeitskveises  91 
(§.  11.  1.)  die  äussere  Aze  (§•  18.3.). 

9.  96. 

Es  folgt  leicht: 

Ist  der  Halbmesser  des  rechtwinkelig  au  schneidenden  Krrir 
ses  a  unendlich  gross,  soll  also  der  Mittelpunkt  des  su  beschrei- 
benden Kreises  in  einer  gegebenen  geraden  Linie  a'a"  liegen 
(Fig.  4.);  80  Ist,  Rir  gleichartige  Berührung,  die  äussere  Aehnlich- 
keitsaze  a9  die  Ton  dem  äusseren  Aehnlichkeilspuiikt  91  der  zu 
berührenden  Kreise  üf  und  tn  auf  die  gegebene  Gerade  a'a"  ge- 
füllte Senkrechte,  und  die  äussere  Aze  0'0"(0,0,,)  fällt  mit  der 
gegebenen  Geraden  a'a"  zusammen. 

Der  Durcbscbnittspunkt  O  der  äusseren  Aebniicbkeitsaze  a9 
mit  der  gegebenen  Geraden  a'a"  ist  daher  der  Hauptpunkt 
der  äusseren  Aebniicbkeitsaze.  (§.18.5.) 


}.  97. 

Für  ungleichartige  Berührung  müge  folgende  Betrachtung 
▼orausgehen : 

Es  wurde  (in  §.  62.)  der  leicht  zu  erweisende  Satz  aufgestellt, 
dass  derjenige  Kreis,  welcher  die  Peripherien  zweier  inneren 
Aehnlichkeitskreise  J  und  3  halbire,  zugleich  den  zugehörigen 
äusseren  Aehnlicbkeitskreis  o  rechtwinkelig  schneide,  und  dlass 
der  Hittelpunkt  dieses  den  äusseren  Aehnlicbkeitskreis  rechtwin* 
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kelig  schneidenden  Kreise»  iaimer  ein  Punkt  der  Linie  äqoidiflfe- 
renter  Potenzen,  Q,Qtf$  sei,  weiche  zu  den  beiden  Inneren  Aehn- 
lichkeitsl^reisen,  J  und  3,  gehöre. 

Nennen  wir  eine  Linie  Q,Q,i  (Fig.  I)  von  der  Eigenschaft, 
dsss,  wenn  man  von  irgend  v^eicheni  ihrer  Punkte  (f  eine  Tan« 
gente  an  einen  Kreis  a  legt  und  mit  dieser  Tangente  als  Halb* 
messer  aus  Q'  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  beschreibt,  durch 
diesen  Kreis  zugleich  die  Peripherie  eines  zweiten  Kreises  3 
balbirt  wird,  die  Linie  differenter  Potenzen  des  recht« 
winkelig  geschnittenen  Kreises  a  in  Bezug  auf  den 
halbirten  Kreis  3. 


S*  98. 

Sind  zwei  Kreise  a  und  3  (Flg.  I )  gegeben ;  so  findet  sich 
die  Linie  Q,Qf,  differenter  Potenzen  des  einen  Kreises  a  in  Be- 
zug  auf  den  andern  Kreis  3  leicht  durch  folgende  Construction : 
Man  errichte  auf  dem  Endpunkte  d'  irgend  eines  Durchmessers 
d'd"  des  rechtwinkelig  zu  schneidenden  Kreises  a  eine  Senkrechte 
d'k  und  auf  irgend  einem  Durchmessers  3)'S)"  des  andern  Krei*- 
»ta  3  im  Mittelpunkte  eine  Senkrechte  3X,  mache  dfk=S>'St 
(=zS^"St)t  beschreibe  aus  den  Mittelpunkten  der  respectiven  Kreise 
a  und  3  mit  ak  und  3A  Kreisbogen,  welche  sich  In  Q^'  schneiden, 
und  ßUle  durch  diesen  Schneldnngspunkt  Q"  auf  die  Centrale  oS 
die  Senkrechte  Q,Qin  so  ist  diese  die  verlangte  Linie  differoiter 
Potenzen  des  einen  Kreises  a  in  Bezug  auf  den  andern  Kreis  3« 

Lässt  man  den  Halbmesser  bald  des  einen,  bald  des  andern 
Kreises,  bald  beider  Kreise  unendlich  ab-  und  zunehmen;  so  er- 
geben sich  fi^r  die  Linie  differenter  Potenzen  leicht  folgende  Sfitse; 

])  Die  Linie  differenter  Potenzen  eines  Kreises  (oder  eines 
Punktes)  In  Bezug  auf  einen  Punkt  ftUlt  mit  ihrer  Lipie 
gleicher  Potenzen  zusammen. 

S)  Die  Linie  differenter  Potenzen  eines  Punktes  in  Beaug 
auf  einen  Kreis  flLllt  mit  ihrer  Linie  Iquidifferentei  Po- 
tenzen zusammen« 

3)  Die  Linie  differenter  Potenzen  einer  geraden  Linie  In 
Beittg  auf  einen  Kreis  (oder  einen  Prnikt)  fllllt  mit  der 
geraden  Linie  snsanmen. 
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4)  Die  Liaie  dUferentor  Poteaieo  eiaes  Kreise»  (oder  eitie« 
Punktes)  in  Besag  auf  eine  gerade  Linie  Allt  unendiieii 
weit  weg« 

fi.  100. 

'  Denkt  man  sicli  (in  TaCVI.  TiuXXIV.)  sn  den  Kreisen  M 
nnipt  den  äusseren  Aebniichkeitskreis  a  gezogen,  so  iiesst^aus 
§,  97.  leicht  folgender  Satz :  „         ■  ■    . 


Berfihrt  ein  Kreis  01^(0^)  zwei  ändere  Kreise  M  endm' un- 
gleichartig und  schneidet  zugleich  einen  dritten  Kreis  a 'r^MM- 
winkelig;  so  ist  dieser  dritte  Kreis  a  der  äussere  Aebniichkeits- 
kreis zu  einem  der  ungleichartig  berührten  Kreise  M  und  einem 
andern  Kreise  SR»  welcher  von  dem  Kreise  VPQXl^)  mit  dem  be- 
rfibrten  Kreise  M  gleichartig  berührt  wird. 

§.  101. 

Zur  AoflSsitiig  der  In  $.92.  gestellten  An^be  konnte  man 
daher  flir  ungleichartige  Berührung  zweier  gegebenen  Kreise  Af 
and  m  denjenigen  Kreis  91  als  Bfllfskreis  aufsuchen,  ß!r  welche 
in  Beziehung  auf  eiiien  der  zu  berührenden  Kreise  M  der  gege- 
bene und  recfctwiakef ig  zu  schneidende  Kreb  a  der  äussere  Aehn- 
lichkeitskreis  ist,  und  dann  diejenigen  Kreise  (DP  und  HP)  bf^ 
stimmen  >  welche  den  eünen  der  zu  berührenden  Kreise  üf  und 
den  Hülfskreis  !R  gleichartig,  den*  andern  det*  zu  berührenden 
Kreise  m  aber  ungleichartig  berühren. 

§.  102. 

Für  drei  Kfeise  M,  m  und  a,  Ton  welchen  zwei,  M  und  m, 
rotk  einem  dritten  Kreise  nP(in^)  ungleichartig  berührt  und  der 
dritte  a  rechtwinkelig  geschnitten  werden,  kann  daher  die  gerade 
Verbindungslinie  a3  des  Mittelpunktes  a  des  rechtwiDkelig  ge- 
schnittenen Kreises  und  des  inneren  Aehnlicbkeitspunktes  3  der 
ungleichartig  berührten  Kreise  M  und  m,  in  Uebereinstiromung 
mit  dem  Vorhergehenden,  die  innere  Aehnliebkeitsaxe 
($.18.4.)  genannt  werden. 

Und  ebenso  beisse  die  Linie  differenter  Potenzen  QfQ,/  des 
rechtwinkelig  geschnittenen  Kreises  «t,  in  Bezug  auf  den ,  zu  den 
beiden  ungieichartig  berührten  Kreisen  M  und  m  gehürigen,  inne- 
ren Aebniichkeitskreis  3»  die  innere  Axe  (}.18.4.). 


mak»  äni  gegtäem  Jtre^  ^vMMßi.  S^AMeii.  4W 


•••i-     ■■■_  ■>^  ■  4|[    •       :•,.    n  ■  ..  i'      »  "ii     :  ■  ;! 


.    E»  folgt  leicht:  .  ,      '       '    ,     .. 

>  bt  der  Uftlbmasser  des-reclil^iHktlig  »t  BohnöidaBdeii  Krei- 
8M  41  uDendlteh  groas»  soll  abo 'der.  Mittftipaiilit  fdes  sa  beschrei- 
beeden '  Kgelaee  in  ^ner  gegebeaco  geradea  Lioie  äfm"  liegeo, 
(Flg*  6.);  «o  iety  fflr  unglAichartlge.Beriiiiniagy  die  imiere  Aebo- 
KehkeiUHixe  a3  die  ven  deia  inneren  AehaUohMtBtHinkt- 3  der  za 
bcrilhrendeB  Kreiae  M  und  »  kn(  die  gegebeee  fi^ade  a'a"  ge- 
ßLllte  Senicrechte»  und  die  innere  Axe  QiQ„  ftttl  nitlder  gegebe- 
nen Geraden  a'a"  zusammen. 

t 

Der  Durchscbnittspunict  Q  der  innerqa  iLebnlicbkeitsaxe  a3 

mit  der, (gegebenen  Geraden   a'a"  ist  daher  «der  Hauptpunkt 
dec  inneren  Aebni^cbkeitsaxe  ($.  18.&). 


§.  104. 

A'ufgabe.  E«  sind  drei  Kreise  M,  m»  a  gegelww  (Pig.2); 
man  soll- einen  Kreis  Ol  beschreiben,  der  die  beiden  ersteren 
Kreise»  M  und  «« :  gleiebertig  beriihri  tiod  dflsp  «letston  Kreis  a 
fechtnAnkeiig  «»hneidet 

'     •         .'..t  .   ■      ■  ;■■■ 
Auflösung.    Man  bestimme: 

1)  die  äussere  Aehnlichkeitsaze  öS.  (§.  95.); 

2)  den  Susseren  Aehnlicl^^eitskreis  91,  welcher  den  gege- 
benen  Kreis  a  entweder  schneidet,  (wie  in  Flg.  2.),  oder 
nicht  schneidet. 


{fchaeideo  sich  beide» Kreise  ^X.  und  a-i  so 
in  der  geraden  :  Verbindungsliaie  O'GK'  »ihrer  Sohsel* 
duugspunkte  O'  und  Ö"  bereila  die  iMsera  "Ittze. 
Schneiden  sie  sich  nicht,  so  ergiebt  sich  die  äussere 
Axe  als  Linie  gleicher  Potenzen  (0,0,^)  des  äusseren 
Aehnlichkeitskr^sesSl.Bnd  des  i^chtwinkeli^rku  stohnei- 
denden  Kreiaes  a  (§.  95.). 


3) .  Im  erateren  Falle  aache  man  a»  einem 

^udhte  ^  Of,{0")  JOHkd  elaMa  dar  .«u  beiMlreikAen  Kreiae 
ni(if)  die  Linie  gleicher  Pialenaaa;.  se-;:erglabt  sich  als 
DflwbaolMlittapunkt  :dieaer  'Lhiie  mit  »der  JoAeeren  Aehn- 
liehkeitaa<e  a%  .4er :  Pol'  pCP)  dev' .  BeMibraagspunkte. 
(S.  I&IO.) 


Im  leUtereD  Falle  lege  mtD  aus  d^pi  Hauptpunkte 
O  der  äuseereo  Aehbliehkeitaaxe  aV  entweder  ao  den 
rechtwinkelig  su  schneidenden  Kreis  a  oder  an  .  den 
äusseren  Aehnlichkeltskreis  91  eine  Tangente,  beschreibe 
mit  derselben  als  Halbmesser  aus  dem  Hauptpunkte  O 
einen  Krels^  den  Hauptkreis  der  äusseren  Axe-  (§.  18.  7ii)» 
und  bestiinme'su  diesem  und  einem  der  zu  berflhreedev 
Kreise  m(Jf>  die  Liniei  gleicher  Potenzen;  so  ergiebt 
sich  als  Durcbscbnlttspunkt  dieser  Linie  mit  der  iuasei^ 
AehnHchkeltsaze  a%  der  Pol  p(P)  der  Berahruagspnnbls, 
(5.1&ia) 

4)  Aus  dem  gefundenen  Pole  p(P)  beschreibe  man  mit  einer 
an  den  betrefleifden  Kreis  n^M)  gelegten  Tangetote  pb' 
{^pbl^iPB'X^iPB^)  als  Halbmesser  dön  Bestimhidnlir- 
kreis  der  BeHttrungspunkte;  so  (ergeben  sich  letetiere 
als  Durchschnittspunkte  6'  und  6*  (ff  und  B*)  beider 
Kreise  p  und  m  (P  und  JU). 

5)  Durch  die  gerade  Verbindungslinie  der  gefundenen  Be- 
rilhrungspunkte  6'  und  t^  (B'  und  B^  mit  dem  Mittel- 
punkt des  sugeb5rigen  Kreises  m(M),  resp.  de#en  Ver- 
Iftngeningy  ergeben- sich  als  Durehschnittspunkte  mit  der 
äusseren  Axe  (yO"  (oder  0,0,,)  swel  Punkte  W  «nd 
HP»  welche  die  Mittelpunkte  zweier  Kreise  find,  die 
beide  der  Aufgabe  genflgen. 


9.  105. 

Aufgabe.  Es  sind  drei  Kreise  üf»  m,  a  (Fig. 3.)  gegeben; 
man  soll  einen  Kreis  VÜ  beschreiben«  der  die.  beiden  ersteren 
Kreise  M  und  m  ungleichartig  herflhrt  und  den  letzten  Kreis  a 
rechtwinkelig  schneidet. 

Auflösung.    Man  bestimme: 

1)  die  innere  Aehnlichkeitsaxe  a3;  ($.  102.); 

2)  den  inneren  Aehnlicbkeitskreis  3  und  die  Linie  (Q,Q„) 
dlflferenter  Potenzen  des  gegebenen  Kreises  a  in  Bezug 
auf  den  Inneren  Aehnlichkeitskreis  3  ({$.  97.  i|.  98.) ;  so- 
dann den  Hauptkreis  Q  der  inneren  Aehnlichkeitsaxe, 
welcher  den  gegebenen  Kreis  a  recbtwinkeilig  schneidet 
und  die  Peripherie  des  inneren  Aehnliehkettskreises  3 
balbirt 


.  3)>-2ai<UeMni.  HMiftkitfai  iiQ•de^•ii«orell  AfthoUchkeitsaxe 

(    ii'!  .  ;bii4  «inesi  der  su  ber0ihm>deD  Kreide  Ar(iN>  eoche  maD 

:    :die'Lioie  gleicher  Poteesea;   os  ergiebt.  deren  Durch* 

i    •    schnitt  P^ip^ynAt  der.  itonen^i  Aehnlichkeitsaze  a3  den 

Pol  der  Beriihrongsponkte.      .1  ?  1' .  ■«.) 

<     4)    Aas  dem  gefniideiiek  Pol  P^(p^ :  beechf eibe  man   mit 

•     .     ener  ah  den  betreffenden  Kreia  itf(ili)  gelegte»  Tangente 

.    P'£^(=P^JB«)(pJ^6>(:^p'6«))  ala  Halbmeaaer  den  Be- 

atijiimungekrela  der  BerOhrnngapankte^  ao.argeben  aich 

'     letztere  ala  Üurchachnittapnnkte  B^  and  B^  (6^  und  b*) 

beider  Kreise  P^  und  M  (p-f  und  m). 

ö)  Die  dureh  die  gerade  Verbindnngaliaiie  d^  gefuadenen 
Berfihrungepnnkte  B^(b*)  und  B*(i^)  mit  dem  Mittel- 
punlste  dea  zugehGrlgea  Krmie#  JV(m)^  reap«  deren  Ver- 
liagemagy  ergeben  aich  i  ala  Dafchachaittapunkte  mit  der 
inneren  Aze  Q^Q^awel  Punkte  OP  nad  K\  welche  die 
Mittelpunkte  aweier  ÜQreiae  aind,  die.'beide  der  Aufgabe 
genügen. 

(.106. 

Aufgabe.  Ea  sind  iit^f  KtWae  Jlf»  tH  ütod  eine  gerade  Linie 
afa^f  gegeben  (Flg.  4i.);  man  kötl  einiBn  KreU  Ht  bescIiretben/dÄr 
die  beiden  gegebenen  Kreise  gleichartig  berflhrt  und  d^sseil  llllt- 
telpunkt  in  der  gegebenen  geraden  Linie  liegt. 

AnflAsBBg.    Man  beatimme: 

1)    die  äussere  Aehnlicl^keitsaxe  a9  (§.96.); 

2}  den  äusseren  Aehnlichkeitskreia  %t  yreUher  die  gegebene 
gerade  Linie' a'a"  entweder  schneidet  oder  liicht  achneidet 

3)  Im  ersteren  Falle  bestimme  man  au  einem  der  Durch- 
Schnittspunkte  &{&')  und  einem  der  an  berilhteidei 
Kreise  Af(^)  die  Linie  gleicher  Potenien;  ad  ergieß 
aich  ala  Dnrchsehnitts)ninkt  dieser  Linie  allt  '^t  i^a«^ 
reii  Aehhlicbk^ltsaxe  M  der  Pol  Pip)  der  BiMUhpiQagi- 
punkte' des  Krebes  Jl((n^).' ' 

tm  letzteren  Falle  lege  man  aua  dem  Hauptpunlile 
Ö  der  äusaeren  AehnUchkeitaaze  eine  Tangente  an'^cfn 
änaaeren  AehnÜchkeitakreia  %  lieschreibe  mit  deriselben 
als  HaibaMaaer  aUa  dem  Hauptpunkte  eiaep  Kreia  ^^  den 
Hauptkreia  der  äuaaeren  AehnUcbheitaaxe,  und  heatiauae 


i  ;' 


i.  ..^     I 


r 


1*1 

1-».    :. 

■  ■  • 


K^Htr'fkhm  dit^imntik^^  ^tmm9r€l$  •» IjJwaiiüiL'Jt, 

iti'AMkeB'iMdl  elB4iii,4OT  <<  Wriftrtmtoirf'KT>MaJlf(at) 
-  'die'UniegMihar'IHiMMmi;  so  6t|pebl'Mcl»>«b  DardH 
sritaillipaiilKt  tKenr  lAiie  teit  der  itasoreii  Aebiiiichkeits- 
'■m:«M  d^nMI  P(p)  der  m  dem  Krd*  Urem)  gehörigen 
Berflhrungspunkte. 

4)  Am  Ahn  gefttodeDtn  Pol  P{p)  beechreiU  mi  mit  einer 
'  M    dto  beliefHNleii  Kreis  •  JfCm)  •  gelegt«!   Tangente 

f^»{tm\PB^){ßb'(a±^{ß))  al«  Halbmeeaer  d*  Beslim- 
"  -    •■wnftimBla*^der  Berfliwnngapunltte;  ee  ergelien  sich  lets- 

tere^'als'Obithsohnitlstrankte  dB^   «Ml  B^  \V  ond  i<) 

beider  Kreise  P  utid  Jf  (p  vnd  m)« 

ft)  Durdi  dbi-geraAe  ^^erbiodungsliDce  d^  ^gefwidenen  Be- 
Tihrangspiinfcte  V^  und  £*  (6'  ond  4*)  nutzem  Mittel- 
•punlrtdee  «sgeiiOiigen  Kreises  Jlf(m)»  resfii  ^eren  Ter- 
liogesoii^/ ergeben  siekiais  Dnrehschjnttsponkte  mit  der 
gegsiehen  Ge'raden'l/c/'^  a«reiPuiilctein'«nd>aP,  welche 
die  MitMIpimkte  nweier  i&eise  sind»  die  beide  der  Aof- 
gäbe  genfigen. 

$.107. 

.,...;  Sind.  «M®  Blühmesser  •  der ,  gleichartig ;  zu  berfihrendeii  Kreise 
iJr.uQd..9i  ((.  1Q6.) einander  gleich,  (Fig.  10.);  so' f^t  Jer  äussere 
AthnUcbkeitapuDkt  %  und  somit  die  äussere  Aehiiliclitceitsaxe  o9 
nneodlich  weit  weg  (fi.  34,),  der  äussere  Aehnlicbkeitskreis  ,  91 
wird  eine  gerade  Linie  ^'^" ,  steht  in  der  Mitte  3  der  Centrale 
Mm  senkrecht  auf  dieser  (§.  44)  und  «ohoeiiet  entweder  rdfe  ge- 
gebene gerade  Linie  a'a"  in  dem  PMnkte  O'  (der  Schneidungs- 
punkt O'  föllt  in  a'a"^  unendlicli  weit  weg),  oder  schneidet  «ie  nicht. 

im  ersteren  Falle  fällt  der  Poj  P(p)  der  Berflhrungspunkte» 
als  Durchschnittspuokt  der  zu  dem  Punkt  O*  und  dem  Kreise 
Jfl(m)  geM^rigen  Linie  .gleiclMff  Potenzen  mit  detf  äusseren  Aehn- 
«eMteltMm  M,  vnenflUidi  wieit  weg,  die  Tangenten  :jRiB'(=/^J^) 
(]Ml'(i££p6*))  ergeben  sieh  ab,  asf  den  Endpirokten.  Jff'  und  B^ 
fA^-nnd  d*) 'des  hl 'der  Linie  O^üf  (O's»)  Jiagenden  Durchmessers 
»B^6V}  senkrecht  stehende  Linien  PB',  PBHpb\  pö^),  und 
der  in  die  gerade  Linie  PP^^fT)  ttergehende' Bestimmungs- 
kreis P(p)  Allt  daher  mit  O'SH&tn)  zusammen.  Daher  ergeben 
^cb  die  Berdhrangspunkte  B*»  'B^  (ß%  Ifl)  als  U'urcn^cbnittspunkte 
der  Linie  OHtdO'm)  mit  dem  gegebenen  Krctts  ^(m). ' 

I      BieriMis  Mgt  famer,  ^dass  der  Scbneidnngsptolct  O*  des  äus- 
;Mreii  AehwIichktiUdudiSM  «H^  und  der  gtgehentonrfils-aden  aV 


Vitaler  4trH  0tn^emil^eiH4fnMn.^  ^-MMl.  tll 

{(leidiMMS  460  MiiMpMktea  nat:  >«mI: '.»t^.  <j^  1M^>  derjenigen 
KmM  imtbprielil^  weleM  beide  4^  Aift^nbe  «enigen^ 

■     '  'i  •   '.1     •'•..^»  »  I  .    . .!  •:       '    [.       I   -  .      .        1    • 

-  ■    .-  /  ,  '  ■    ■      '  1 

...  :,M08-... ;.  ;..  •■.■; 

Steht  die  Centrale  Mm  zweier  Kreise  von  gletdhen  Halb- 
meesein  senkrecht  nuf  der.  fegtbenen  Liide  «Vr '  es  scboeiden 
sieh  die  gegebene  Gerade  «(V  nad  der  äussere  Aebalicfckeitslcreis 
««''  (§.1070  niebt  (Fig.  ll.)l  Ks.  I«s4t  sich  dean  (eicht  zeigen, 
dass  die  in  der  gegebenen  Crergden  .-liV  liegenden  Mittelpunkte 
W  und  VP  der  zu  beschreibenden  Kreise  unendlich  weit  wegfallen, 
dass  also  die  Kreise  Vt'  und  ÖP  In  gerade,  auf  der  gegebenen 
Linie  nV  senkrecht  stehende,  Linien  llt^lR^''  ütATIiniP"  über- 
geben, welche  Tangenten  der  gegebenen  Krdse  M  und  m  sind. 


•  f 


Sw  109. 


»•\ 


tVerden  die  Halbmesser  dei*  gegebenen  'Kretie'^JIf  '.tind  m 
(Fig.  10.  und  II.)  unendlich  Icleih,  gehen  also  die  Kreise  selbst  in 
Punkte  fiber;  so  fallen  auch 'die.  Berdhrun'gspiinkte  J^  und  B^, 
sowie  b^  und  6^,  mit  den  respecnveq  Punkten  Jlf  und'm  zusam- 
men und  die  Kreise  itt'  und  OP  bereinigen  sich. 


IfJU. 

•V» 


■   r      •;  I*. 


§.  »10. 

Aufgabe.  Es  sind  zwei  Kreise,  M  und  m,  und  eine  gerade 
Linie  afä"  (JF\g.  6.)  gegeben ;  man  soll  einen  Kreis  Jlt  besdi^^iben, 
der  die  beiden  gegebeneb'Krets^  nngliiAchiCrtig  berM^rt  und  ^-^'^ 
Mittelpunkt  in  der  gegebenen  gerliden  LFdie  ti'^gt 

Auflösung.    Mau'besfkiniei    •.  «    ;  ,;    -    ,  ?.,jt 

1)    die  innere  Aehnric6keitsaxea9t§;  103);  \' 

''•    ■  .■.»■»«'      1^  .".    1    ..    >  I.".    •1)111; 

9)    den ' Inneren  Aelmliebkekakieis>-Si  j'     ■  r  .  ■-  .     i'.i;.»/. 

Die  Linie  (Q,Q,,)  differenter  Potenzen  der  gegebenen 
Gemden  «V' in  Bezug  «uf. des, >9ne^Vi.,4'ßl(Di><M>|^®its- 
kreie  ;9k  (Ult  mit  der  ^fagebeiHen  ßß^s^i0ü,.afß''zu8af^fn^ 
(j.  Qfi.  3.)|^  daher  ist  dier  Jinr^hsd^tspuiii^i  Qn^:^: 
gebeneo  ^lecnden  a^«''  mit  der  innpreo  ^A^^nli^ki^ts||J(e 
«S/dte  flanptpunkt' der  isneren  AebnlichkeUsaUi..  jojipid 
4er  Halbai^asiic  tm  Basptkrelses:  dertlniMien  Äel^niioh- 
keÜBlme  ergiftbt  sldi .  als  genidO:7Vie«Wndiing«Unie .  iSJ^ 


(«ä99^  de0</Hli«ptpiiiBk«w  Q  |bIC  dem  Endpmikt«  W 
Or?  dM  tD  dtm^MIttelpunkt  3  des  iimemi  Aehollclikait^ 
kreise«  auf  die  innere  Aehnlichkeitsaze  <i3  errkhteten 
Dorchmeseerif  S0$". 

Man  bestimnie  den  Hauptkreis  Q  der  inneren  Aehnlich- 
keitsaxe  und 


iii.;   \ 


8)  8U  diesem  Uaaptkreis  Q  und  einem  der  su  berOhreBden 
Kreise  tUm)  die  Linie  gieieber  Potensen;  so  ergielit 
skh  deren  Durehschititt  P^(p^  mit  der  inneren  Achn» 

liehkeitsaze  öS  als  Pol  der  Berührungspunkte. 

I         ■  ... 

4)  Aus  dem  gefundenen  Pol  P'(p')  beschreibe  man  mit 
eifier  an  den  betreffenden  Kreis  ilf(m)  gelegten  Tangente 
#Mi^(=piÄ4)(pi6»(=p/6*))  als  Halbmesser  den  Be- 
stimmungskreis der  Berflhrungspunkte,  so  ergeben  sieb 
letztere  als  Durchnittspankte  B^  und  0*  (6'  und  6*) 
beider  Kreise  P^  und  M{p^  und  m). 

.  5)  ;  Durch  die  gerade  Verbindungslinie  der  gefundenen  Be- 
rührungspunkte B^  und  B^  (6*  und  fA)  mit  dem  Mittelpunkt 
des.  zugehurigen  Kreises  if(m),  resp.  deren  Verl&ngerung^ 
ergeben  sieb,  als  Durclischoittspunkte  mit  der  gegebenen 
Geraden  a*a"  zwei  Punkte  Dt'  und  )R^,  welche  die  Mit- 
telpunktezweier Kreise  sind,  die  beide  der  Aufgabe  genfigen. 

§.111. 

• 
Wird  der  Halbmesser  des  Kreises  m  (Fig.  4.  und  5.)  unend- 
lich Idein,  geht  also  der  Kreis  m  in  einen  Punkt  fiber;  so  fallen 
der  äussere  Aebniichkeitspunkt  %  und  der  innere  3  mit  dem 
Punkte  m  zusammen  (§.  32.)  und  ebenso  fallen  der  fiussere  Aehn- 
lichkeitskreis  9  und  der  Innere  3  mit  dem  Punkte  m  zusammen 
(§.42.).  Da  nun  sowohl  die  Süssere  Aehnlichkeitsaxe  a^,  wie 
auch  die  innere  a3  auf  a'a"  senkrecht  stehen;  so  fallen  auch  die 
Aehnlichkeitsazen  a%  und  oS*  sowie  Ihre  Hauptpunkte  O  und  Q, 
In  einander.    (Fig.  6.) 

Es  tritt  ttun  der  Fall  ein«  dass  der  ftussere  Aehnllchkeitskreis 
91  die  gegebene  Gerade  c^af'  nicht  schneidet,  daher  ist  zur  Be- 
stimmung des  Halbmessers  des  Hauptkreises  />  tou  dem  Haupt- 
punkte O  der  Aehnlichkeitsaxe  eine  Tangente  an  den  äusseren 
Aebniichkeitskrels  zu  legeii  (§.  106.3.);  also  im  vorliegenden  Falle 
.0  mit  91  (d.  h.  dem  Punkte  m)  durch  eine  Gerade  Om  zu  Tcr- 
Uoden.    Ferner  fklH  S'(JB'0  >nit  3  (d.  h.  dem  Punkte  m)  znsam- 
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men  md  raari  etbUt  rar  Bestimaoog  tUs  IhlfcneMen  Je*  Hrapl- 
kreiMs  Q  die  gerade  Verbiodmigeliiiie  ^m  dee  HaoptpunktesQ 
mit  dem  gegebeneo  Punkt  m;  eo  daee  alao  auch  die  Hauptkreise 
O  und  Q  zusammenfallen. 

Ea  geht  hieraus  hervor»  daae»  wenn  der  Kreis  iii..(Fig,4.a.5.) 
in  einen  Punkt  fibergeht»  die  Aofgtbeo  $$•  10&  und  110.  ai^ 
▼ereiaigen. 


.1  ^1 


j.  112. 

Aufgabe.  Es  sind  ein  Kreis  M,  ein  Punkt  m  und  eine  ge- 
rade  Linie  a'a'' gegeben  (Fig.  6.);  man  solf  einen  Krtfis  fil  be- 
schreiben»  der  den  gegebenen  Kreis  M  berfibrt,  durch'  den  Punkt 
m  geht»  und  dessen  Mittelpunkt  in  der  geraden  Linie  ä'af'  liegt 

Auflögnng. .  Man  bestimme: 

1)  die  (äussere  oder  innere)  AehnliiihkeitSsaze  (aV  oder  o3)» 
d.  h.  man  Alle  von  dem  gegebenen  Punkt  midi«  Senk- 
rechte mO(mQ)  auf  die  gegebene  Gerade- a'«:^»  und  da 

2)  der  (äussere  oder  innere)  Aehnlicbkeitskreis  (S  oder  3) 
mit  dem  gegebenen  Punkt  m  zu8ammenftllt(iS.  111.);  so 
beschreibe  man  aus  dem  Hauptpunkt  0(Q)  mit  der  Senk- 
rechten mO(mQ)  als  Halbmesser  den  Hauptkreis  0(Q). 

3)  Zu  diesem  Hauptkreis  und  dem  zu  berührenden  Kreis 
M  suche  man  die  Linie  gleicher  Potenzen;  so  ergiebt 
sich  deren  Durchschnitt  P  mit  der  Aehnlichkeltsaze  a% 
(a3)  (also  mit  der  von  dem  gegebenen  Punkt  m  auf  die 
gegebene  Gerade  afa"  geßillten  Senkreebten  iiiO=:tiiQ) 
der  Polder  Berührungspunkte. 

Man  verfahre  weiter  nach  4)  pnd  5)  der  {{.  1D6.  u.  110. 

j.  113. 

Aufgabe.  Es  sind  zwei  Punkte  itf  und  m  dnd  eine  gerade 
Linie  afaf^  gegeben  (Fig.  10.);  man  soll  einen  Ktels  JK  beschreiben» 
der  durch  die  gegebenen  Punkte  geht  bnd  dessen  Biittelpunkt  in 
der  gegebenen  Geraden  liegt- 

Auflösung  dieser  Aufgabe  euthSlt  bereits^.  lOÖ.»  daher  die 
einbche  Regel: 

Man  Jliaibire  die  gerade. Verbindangaüaie  JCm.der.gegelieneB 
Punkt^^JLiind.  i»  in  3,  ei3riq||t€|iivi.  4fni^6»lb)niiigspiiiikt  3  die 


HaiMLiiiihlb  Wmf*^  m*  M  dtreo  DaiQhMbnillBpmiki  Hl  mit  der  9»* 
gbbmeb  fieraden  o^ä''  itar  ilifte(|HMkt  de»  verlangtea  Krei 
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S.  114. 

'  <•  A>tiCg&bek  Bs^-stiid  etil  Krei*  m  und  iirei  getade  Linieo 
JÜW  iiiid  «'^''-  gegeben  (Flgv?.);  «an  soll  einen  Kreis  SI  be- 
schreiben, dessen  Mittelpunkt  in  einer  der  gegebenen  Geradeo 
üfa*'  liegt  und  der  die  andere  gegebene  gerade  M'M"  und  den 
gegebenen  Kreis  nt  gleichartig  b^rQlirt»  d.  b.  beide  aosschliesst 

Auflösung.    Man  bestimme: 

}t)  'A\^  passere   Aebnlichkeitsaxe  a^\  (der  Süssere  Aebn- 

jücli^eitspunkt  9C  ^giebt  sich  nach  §.  31.  und  nunmehr 

die  Axe  jaV  seU>9t  nach  S.  96.); 
2)    den  äusseren  Aehnlichkeitskreis  tC  (§.39.)»   welcher  die 

gegebene   gerade   Linfe  c^af*   entv^eder  schneidet  oder 

niqlit  schneidet .  .,^ 

4i     3);  ^Ina  enteren  Fall»  (wie  Flg.  7.)  bestbnne  man  zu  einem 
der'Durchscbnittspiinkte  &{0*!)  nnd  den  an  berfihrenden 
l^reise  m  die,  Linie  gleicher  Potenzen;   so  ergiebt  sich 
'als '  Dürcbschnittspünkt  dieser  Linie  mit  der   äusseren 
.  Aj^hnlichkeit^e   aSC  der  Pol  p  der  Berfibrungspunkte 
'    des  Welses  m.-  Im  letzteren  Fälle  lege  man  aus  dem 
.  «,>  ■     '■  Hauptpunkte  O  der  Susseren  Aehnlichkeitsaxe  eine  Tan- 
;»i'       8!90te  au  den  äpiSAereo  AqbsGiQlikeitskreis.SC,  beschreibe 
.  t  .   . .     n^it   derselben  als   Halb^,ef8er   aus    dem   Hauptpunkte 
}:         .    ^iqen  Kreis,  den  Haupthreis  dor.  äusseren  Aebnlichkeits- 
axe»  nnd  bestimme  zir  diesem  und  dem  so  berührenden 
.•i.      .  Kreis  m  die  Linie  gleicher  Potenzen;  so  ergiebt  sich  als 
Durchschnittspunkt  dieser  Linie  mit  der  äusseren  Aehn- 
lichkeitsaxe a9C  der  Pol  p  der  zu  dem  Kreis  m  gehörigen 
Berfibrungspunkte.' 

4)  Aus  dem  gefundenen  Pol  p  beschreibe  man  mit  einer 
an  den  Kreis  m  gelegteo  Tangente  pb'{=Lpb*)  als  Halb- 

..^^i^sef.  des  Bestimm^iigBkj^eis   der   Berührungspunkte; 
ßo  effgebefv  sich:  diese  i^s  Durcbscbnittspunkte  b'  und  b'^ 
jl^eider  Kreise  p.nsd  m. 

5)  Durch  die  gerade  Verbindungsltnie '  der  gefitndenen  Be- 
rührungspunkte b\  und  6*  mit  dem  Mittelpunkt  des  ge- 
gebenen &eises  ih;  resp.  deren  Verlängerung,  ergeben 
sich  als  Durchschnittspunkte  mit  der  gegebenen  Geraden 
ä'äf'  zfiM  Punkte  Jk^  und  Ut*,  welche  die  Mittelpunkte 
i^wieter  Krctee  sMd,  di«  b^ide  der  Aufgabe  gdlkeD. 


'i; 


«II  ( 


•  (■• 


1)  Der  zn    der  ftagebeneD   Linltf  "StJlP'  i^:iiiiypiiaAf(i 
Berilbrntigapol  P  (Fig.  7^)  1)»^^  aicb,,  v.eÜ:  ((Ky;b  {. 

.  ■     S3.  3.)  lär  einem  geg«ben«ii  Punkt,  (O')  und  ein«  Gn-ade 

','.'"':    (Jpy^'  Mster«.  8tibB<^diii'.zl^jeblt^ige'  ÜnU   gfeicher 

Potensen  Ut,  die  Berfihrungffiole  <ii9r  gleifibsctise  fierflh- 

rang  aber  in   dei  lusseren   Aehiilicbkeitoaxe  aK  liegen, 

U»    DianhihaitiMfmM    ddr'z*  /berObrandtüt   Ukraden 

'        jViV^init.'der  InasMeft  AehnliohkeitBavB  dl^  < 

'    ^    '  pa  nuii  di^  Süssere  Äe^nli<pReiteMe  ^^.die  Linie 

.   ^    jgleieber  Potenzen  der  cgnjugirfen   B^rOlirungalcreiae  W 

und  Vt*  Ist  ({.54.);  so  ergiebt  sieb  der  Halbmesser  O'P 

"  '  '/!(9£'tiH*^de«  Midflv  g^gebienrihttäktadekA^iW^gebarigen 

•BertinnMlngsktabe«  P»  fOr  itn  CaJI,  <I«m  A4t  Süssere 

■  ■<•  Aehnltohfceitskrei«  V  dietgegebeDviQetade  a'c<' schneidet, 

•l*Mil  'dnrch '  ^a  gcmtd*  VeAiMang!  des  Peies  P  mit 

.  «fofnt  der  Durchachnittspnnlrte  ,  Q'  oder  0".    Hierdurch 

,,.    t>*s*i9<^*!  ''<^^   ^''"    Paar,'npd  zwar  das  der  gegebenen 

^  ,_     -."  ■  (jeräden    JWÄ"'  «ngehSrige  Paar'  Beruhrungsnunlite  B* 

und 'B*  scbn'eifer,  als  |)'scli*$.,rt4>?-  lias  dem  Kreise  m 

angehSrige  Paar  BerGbmngspunkfe  b'  und  6*. 

2)  Für  den  Fall  aber,   daas  der  lunsere  Aebniicbkeits kreis 
9C   die  gegebene  Gerade  a'a"  niebt  schneidet,    nnd  man 

o      {    --.idift  QiWiihrnngspnB^ta  ß^ .wi^ff^,  HHabb^ngig  von;  den 
,    . .  BwM^wigfiiiiiDktsn  ■*'  «pd.  6*  dw  V^n^e^i,  m,  tfwtuuiMUi 

I-  w»Uta,;s«lin».  qaan  in  Botwiit,  dw«;4i#LKf8FW>e.M(lHr 

..    I     „.  «'«'  dl«  Unjue  gleicbflT  ,V,otaq^m,M-'*v.  .itpu.  Mtmtm 

1 .1,.  i    ~  A«bnlicUu)it4i)cr^ . «  |tsd,  d^  fiHvtiwnnigs^fpi«  t*  ^ 

,■■■,■  Ali-  U»TükiaagfipaokttS'iatd£*tUiiämoht,,fv  dentneaurv 

.      A     ■  A*hnliitblwi|i>)n<b  V<  der  geg^ncti  i^uptäßm  ^a'u"^  aU 

;i   .:  gf««b«»a,(jii>ie.gl«lcber  Pvtonaeo,  Bnd'Aen'Pole.  P.alf 

Mittelpunkt  des  ^weiten  l^r^iM«,,  dicsoa  ifvaiten  fLifÖfi 

P  selbst;   »o  ergeben  sieb  dann  die  BerOhningep unkte 

B"  nnd  B*  als  Dnrcbschnittspunkte  desselben  mit  der 

gegebenen  Geraden  M'tfi 

'"      ';  ;■"'"  ■'■  "  ■■■■'■§.  Ilft-'    ■  ■■'  ■■-■-  •■-'■■'  ■■'■'    --  ^J 

'  '   &\xt%*hk.    EM  Kmi«  M  »d<  j^M-^WKle  LIdIm  JVW"  «n4 
a'o^  sind  graben  <Fig.&);  man  aoli  einen  K<^  81  be«4f«lbal,> 


1       " 


■f't- 


416     MerBt  IMer  dU  insflNid«,  eHuw  MMh  w  kenUrmtn, 

d«r  die  andere  gegebene  Geimile  M*M"  und  deo  gegebenen  Ki 
m  nngleichartig  berflhrt,  d.  b.  d^n- Kreie  m  einecblieMl  and  die 

GejT^e.  ßHMf'  noMcblieeebv      ,      . 

'''    Adri^enng.    Man  bestimme:  ' 

I)  ote  innere  AefinlicbKeitaazci  ä%  (der'  innere  Aebniieblceife- 
pbiilt  $  erg!ebt  sieh '  ni^cli  g.  31,  und  nnnmehr  die  Axe 
a3  eelbst  nacb  {•  103.^ ; '  ' 

3)  den  inneren  Aebniichkeitnkrete  3  (nach  };40.).  l|^er  Haupt- 
punkt Q  der  Inneren  Aehnlichkeitsaze :  ergiebt  sieb  ab 
Durcbscbnittapunkt  dieser  Aze.jniit  der  gegebenen  Ge« 
raden  a^o''($.110. 2.),  uod  nun  bestimme  n^an  den  Hanpt- 
krets  Q  der  inneren  Aehnticbkeitsäxe  (nacb  {•  110. 3.). 

-  «i.    3).  Zu  diesem  Haupticreis  Q  und- dem  gegdbenen  Kreise  m 
.    besUrarae  man  die  Linien  gleicher  Potensen;  so  ergiebt 
)  sieb  deren  Durcbsebnilt  ;|i' mit^dcf  inneren  Aebniiehkeifs- 

aze  oSals  Pol  der  Berfibrnng^unkte  6*  iindii^. 

Schliesslich  yerfabre  man  gfioi  nach  9^^114. 4)  und  5); 
so  erhält  man  in  der  Geraden  u'a**  zwei  Punkte  DP  und 
Ot^,  welche  die  Mittelpunkte  zweier  Kreise  sind,  die 
beide  der  Aufgabe  genOgen. 

Dm  auch  fflr  ungleichartige  Berflhmng  die  der  so  berühren- 
den Geraden  M'Bi"  zugehörigen  Berflhrungspunkte  £*und  B^  (ana- 
log {.115.  flli^  gleichartige  Berflhmng);  nnabhSngig  von  den  Be- 
rilbrungspunkten  6'  und  6*  des  Kreises  m  zu  bestimmen,  lege 
man  ron  dem  Durchschnittspunict  P^  der  zu  berflhrenden  Geraden 
BHIt*  (Fig.  8.)  mit  der  inneren  A^nlichkeitsaxe  a)  eine  Tangente 
an  den  Hauptkreis  Q  und  beschreibe  mit  derselben  einen  Kreis 
P';  so  schneidet  derselbe  die  zu-  berührende  Gerade  M'M"  in 
detiTeriangten  zwei  Punkten  B^  tlhd  A*. 


\' 


S.  118. 

Wird  der  Halbmesser  des  Kreises  m  (Fig.  7.  und  8.)  unendlich 
klein»  geht  also  der  Kreis  m.  in  einen  Punkt  über  (Fig.  9.);  so 
fidlen  mit  dem  Punkt  m  zusammen :  der  Süssere  Aehnlichkeitspunkt 
%  «ndider  innere  3»  ebenso  def  äussere  Aebnlicbkeitskreis  91  und 
der  landre  3  (0. 43.)., 

'   Da' nun  sd#öhl  ^ielnssere  AdlnlicbkeKsas«i«it;" wie  nach 
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die  inaere  a3  aof  o'a''  senkrecht  stebeo;  «o  bllen  «ach  diese 
Linien,  eo  wie  ihre  Hauptpunkte  O  und  Q  in  einander.  Ea 
tritt  nun  der  Fall  ein,  dass  der  äussere  Aehnlichkeitskreis  ^ 
die  gegebene  Gerade  aW  nicht  schneidet;  daher  ist  zur  Bestim- 
mung des  Hauptkreises  O  von  dem  Hauptpunkte  O  eine  Tangente 
an  den  äusseren  Aehnlichkeitsi^reis  IC  zu  legen  (§.114.3.}»  also 
in  Torliegendem  Falle  O  mit  IC  (d.  h.  dem  gegebenen  Punkte  m) 
durch  eine  Gerade  Om  zu  verbinden. 

Femer  ftllt  V(ß")  mit  3  (d.  h.  dem  gegebenen  Punkte  m) 
zQsaminen  und  man  erhält  zur  Bestimmung  des  Halbmessers  des 
Hauptkrei^es  Q  die  gerade  Verbindungslinie  Qm  des  Hauptpunktee 
Q  mit  dem  gegebenen  Punkt  m,  so  dass  also  auch  die  Hauptkreise 
O  und  Q  zusammenfallen. 

Es  geht  hieraus  hervor»  dass»  wenn  der  Kreis  m  (Fig.  7.U.8.) 
in  einen  Punkt  Obergeht»  die  Aufgaben  der  SS*  1^^-  und  116.  sich 
vereinigen. 

§.  119. 

Aufgabe.  Es  sind  zwei  gerade  Linien  a'af',  M'M"  und  ein 
Punkt  m  gegeben  (Fig.  9.);  man  soll  einen  Kreis  Bt  beschreiben» 
dessen  Mittelpunkt  in  der  gegebenen  Geraden  a'a"  liegt»  der  die 
Gerade  IH'M"  berührt  und  zugleich  durch  den  Punkt  m  geht 

Auflösung  dieser  Aufgabe  folgt  nach  §.118.  leicht  aus  den 
§§.  114.  und  116.»  daher  die  einfache  Regel: 

Man  f&lle  durch  den  gegebenen  Punkt  m  auf  die  Gerade  mfi^ 
eine  Senkrechte»  welche  diese  Gerade  a*ä"  in  O  und  die  gegebene 
Gerade  M'M"  in  P  schneidet»  beschreibe  aus  O  mit  Qm  einen 
Kreis»  lege  an  denselben  von  P  aus  eine  Tangente  und  beschreibe 
mit  derselben  aus  P  einen  Kreis»  so  schneidet  dieser  die  gege« 
bene  Gerade  in  den  Berflhrungspunkten  B'  und  B*  zweier  Kreise 
9t'  und  HP,  welche  beide  der  Aufgabe  genflgen.  Die  Mittelpunkte 
W  und  HP  dieser  Kreise  erhält  man  als  Durchschnittspunkte  der 
auf  M'M*'  in  den  Berührungspunkten  B*  und  B^  errichteten  Senk- 
rechten {Bin*  und  BmP)  mit  der  gegebenen  Geraden  a^a'\ 

S.  120. 

Es  ist  aus  den  §§.  112.  und  119.  leicht  abzuleiten»  wie  man 
verfahren  müsse»  wenn  die  Aufgabe  gestellt  sei:  EinjCn  Kreis  Bt 
ra  beschreiben»  dessen  Mittelpunkt  in  einer  gegebenen  Geraden 

Theil  XXVnL  98 


9f9^  itf  liagen  Md  der  •ioen  gtgtbeiiei»  Kveis  M,  (eine  gegebeae 
0erade  IfW)  In  einäm  beetimnitea  Pnnlit  m  im  berühren  Übe. 


§.  121, 

• 

Bebfill  der  Kt^b  m  (Fig.  7.  und  9.)  In  d«tuer  PeHpberie  Irgend 
einen  festen  Pnnlct^  wird  äb^r  dabei  sein  Hftibmesset  unendlich 
gross  gedacht;  so  geht  def  Kreis  nt  In  elri^  gerade  Linie  wfm*'^ 
wid  xwar  in  disr  Tangente  (leises  festen  Panlcte»  Qbet  (Fig^  12.), 
mid  die  Aufgabe  verwandelt  sich  in  die  Bestimmung  eines  Kseiaes 
JH^  dessen  Mittelpunitt  in  einer  Geraden  aV  Uege  und  der  sw^ 
Gerade,  M'M"  nn4.ni'm^  in  berfibven  habe.  Hierbei  lallem  iwk 
serer  lind  innerer  Aebniichkeitspnnkt  9t  und  3  oneAdlich  weit  weg 
nnd  zwar  in  Richtungen,  welche  den  Halbirangslinien  der,  von  den 
to  herahrefid<in  Linien  M'M^'  und  mW^  gebildeten;  Nebenwinkel 
\ii^^M*  und  fh'NM^  entsprechen  (j.  86.). 

Nehmen  wir  an,  der  Süssere  Aehnlichkeitspnnkt  IC  falle  in  die 
Richtung  der  den  Winkel  m'NW  halbirenden  Linie;  so  föllt  der 
innere  Aehnlichkeitspunkt  3  in  die  den  Nebenwinkel  mfNM"  hal- 
birende  Richtung  (§.  37.)« 

Unter  dieeer  Voraussetzung  Rillt  der  äussere  AehnHchkeit»- 
ktteik  ^'^"  mit  der  Halbirungvlinie  dieses  Nebenwinkels  m*NM" 
und  der  innere  Aehnlichkeitskreis  mit  der  Balbirungsllnie  jcmes 
Winkels  m*NJd'  zusammen  (§.  50.).  Da  der  äussere  Aebniichkeits- 
pnnkt K  und  der  innere  3  unendlich  weit  wegfallen^  so  mi  dieses 
auch  der  Fall  mit  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  a9C  und  mit  der 
inneren  ii3  Md  folglich  auch  mit  den  Hauptpunkten  O  and  Q 
dieser  Axen  und  mit  den  Polen  P,  (P^^  p^  (p')  der  Berthrungs- 
fititibt^  als  Punkte  dieser  Linien  aX  und  «3. 

Nun  schneidet  der  äussere  Aehnlicbkeitakreis  fC'SC'Vdie  gege- 
bene Gerade  n'a"  in  dem  Punkt  O'  und  der  innere  Aehnlichkeits- 
kreis  3'3"  schseidet  sie  in  dem  Punkt  Q'  und  die  ceerdinirten 
Ihirchschnittspiinkte  O^'  und  Q*'  fallen  unendlich  weit- weg« 


Da  aber  der»  der  gegebenen  Geraden  M'M"{m*mf')  entspre- 
chende Pol  P{p)  der  BerShrungspunkte  in  der  Linie  M'M^{m'm") 
unendlich  weit  wegßillt;  so  ist  für  gleichartige  Berührung*)  der 
Bestimmungskreis  der,  der  Linie  M' M** {m'm**)  entsprechenden 
Berührungspunkte  die  durch  0*  auf  die  Gerade  M*M"  (m'm'O  ge- 


«teM 


^    Eis  elgAntlteher  Conttructtoiii'-Unterichled  swisehen  gldebistlger 
imi  nagleicbattiger  Berihning  kann  hier  (aaoh  $.  Ce.)  maäk  slaltiedaii. 
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fUIte  Senkrechte  P'P'^p'p'%  also  ihr  Durchschnitt  B'(lf')  mit  der 
Geraden  JU'M*\m'ni")  ein  Berührungspunkt  dieser  Linie.  Es  folgt 
hieraus,  dass  der  Mittelpunkt  Vit*  des  entsprechenden  Berdhrungs- 
kreises  mit  dem  Punkt  O'  zusammen,  der  Berührungspunkt  B^ 
(6^)  aber,  also  auch  der  Mittelpunkt  VP  des  entsprechenden  mit 
W  conjugirten  Kreises,  sowie  dieser  Kreis  OP  selbst,  unendlich 
weit  wegfallen.  Ebenso  erhält  man  für  ungleichartige  Berührung*), 
dass,  weil  der,  der  gegebenen  Geraden  M'M"(m'm")  entsprechende 
Pol  P'{p^)  der  Berührungspunkte  in  der  Linie  M'M*'{m*m")  un- 
endlich weit  wegf&Ut,  der  Bestimmungskreis  der,  der  Linie  M*M** 
(mW)  entsprechenden  Berührungspunkte  die  durch  Q*  auf  die 
Gerade  M*M'\mfm*')  gefällte  Sepkr^te  P^'P^'Xp^'p^''),  also  ihr 
Durchschnitt  B^(ö^)  mit  der  Geraden  M' M'\m*m'*)  ein  Berührungs- 
punkt dieser  Linie  ist.  Und  femer  fol^^^  da#8  der  MittelpufAt 
VHP  des  entsprechenden  ßerührungskreises  mit  dem  Punkte  ft 
zusammen,  der  Berühmngspvnkt  B^  aber,  also  auch  der  Mittel- 
punkt JR^  des  entsprechenden  mit  JXP  conjugirten  Kreises,  sowie 
dieser  Kreis  selbst,  unendlich  weit  wegfallen. 


§.  12^2. 

Aqfgübe^  Gegeben  sind  drei  gerade  Linien  M'M'*9  m'fn'\ 
a'a'*  (Pig.  12.);  mi|n  soll  einen  Kreis  beschreiben,  der  die  zwei 
ersteren  Geraden,  M'JA"  und  m'int^,  berührt  und  dessen  Sfittel- 
pnnkt  In  der  letzteren,  a'a*\  liegt. 

Aufldanng  dieser  Aufgab«  enthält  bereits  $.  131.  md  a«8 
Ihm  flieset  die  einfache  Regel)  Man  halbire  dm  von  dtta  gegt<« 
benennnd  «a  becührenden  Linien*  itH*'  und  fn'm^,  gebildetes 
Winket  m'Nllt\  sowie  seines  Nebenwinkel  m'NM\  so  sehneide» 
die  entsprechenden  HalbiningaliDleu,  9('9C^'  and  3-3'^  die  gegebene 
Gerade  af0^  In  tmel  Punkten  Kl'  nnd  Vli\  welche  die  Miftelponkte 
zweier  Kreise  sind,  die  beide  der  Aufgabe  genügen. 

Die  entsprechenden  Berührungspunkte  B',  b'  und  ß^p  6?  er- 
geben sigh  i^ls  die  Durchsqhnittspunkte  der  voi)  den  gefundenen 
Mittelpunkten  W  nnd  JlP  auf  die  gegebenen  Geraden  M'M"  und 
m*fn'*  gefällten  3enkrecbten. 

PIfi  i\%f^  Abtheilnog  dieser  Abhsmilnag  folgt  In  eipfm  d^  nächfHn 

Hefte. 


4 

*)  9.  TOrire  Seite. 


4S0  Qrunert:    Oeäer  den  SHrmueh  äa 


Ueber  den  Gebrauch  der  Spiegel -Sextanten  bei  geo- 
dätischen Bf  eaaungen. 

Von 

dem  Heraasgeber. 


Dass  za  allen  geodKtiscben  Messungen  der  die  Winkel  so- 
gleich aaf  den  Horizont  projieirende  Theodolit  das  geeignetste 
und  beste,  die  meiste  Genauigkeit  gewährende  Instrument  ist, 
kann  keinem  Zweifel  unterworfen  sein ;  aber  freilich  unterliegt  sein 
Gebrauch  nicht  unerheblichen  Schwierigkeiten  und  Unbequemlich- 
keiten, und  namentlich  ist  der  Transport  auch  des  leichtesten  und 
einfachsten  Instruments  dieser  Art  immer  beschwerlich  und  nicht 
unter  allen  Umständen  leicht  lu  beschaffen,  auch  mit  Kosten 
rerknflpft,  weil  er  immer  einen  Hflifs- Arbeiter  voraussetsl.  Wer 
namentlich,  wie  der  Herausgeber  dieser  Zeitschrift,  selbst  einsame 
Spaziergänge,  sei  es  auch  nur  zu  seinem  Vergnflgen,  zu  gelegent- 
lichen geodätischen  Aufnahmen  benutzt,  um  sich  nach  und  nach 
ein  Bild  der  Umgegend  seines  Wohnorts  zu  verschaffen,  ist  noth- 
wendig  auf  die  Anwendung  eines  anderen  Instrumentes  hingewie- 
sen. Kein  besseres  Werkzeug  zu  diesem  Zwecke  besitzt  aber 
jetzt  nach  meiner  Meinung  die  Wissenschaft,  als  den  Spiegel- 
Sextanten,  der  von  mehreren  geschickten  Künstlern  gegenwärtig 
bei  ungemein  kleinen  Dimensionen  mit  sehr  grosser  Vollendung 
und  Genauigkeit  angefertigt  wird.  Aber  freilich  hat  dieses  In- 
strument f3r  den  vorliegenden  Zweck  den  Nachtheil,  dass  damit 
nicht  die  auf  den  Horizont  projicirten  Winkel,  sondern  die  mei- 
stens in  gegen  den  Horizont  geneigten  Ebenen  liegenden  Winkel 
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selbst  ^messen  wCTden ,  so  <lass  dieselbeo ,  bevor  sie  in  die 
Rechnong  eingeführt  werden  kütineii,  immer  eret  noch  auf  deu 
Horuonl  projicirt  oder  reducirt  iverilen  müssen,  wozu  die  Messung 
der  Neigungeivinkel  ihrer  Schenkel  gegen  den  Horiiont  erforder- 
lich ist.  Diese  iN'eigungswinkel  lassen  sich  bekanntlich  allerdiugB 
auch  mit  dem  Sextanten  messen,  wozu  aber  erfordert  tvird,  dass 
man  einen  Quecksilber- Horizont  bei  sich  führe,  was  zwar  nicht 
sehr  beschweTlich  ist,  da  diese  Horizonte  bekanntlich  in,  die  Uriisse 
gen  üb n  11  eher  runder  Tabacksdusen  nicht  übersteigende  Dosen 
eingeschlossen  werden,  aber  in  der  That  nicht  viel  nützt,  netl  die 
Beobachtung  vom  Quecksilber -Horizonte  auf  freiem  Felde,  wo 
tuan  den  Horizont  unmittelbar  auf  dem  Erdboden  aufzustellen  ge~ 
iiüthigt  ist,  hüulig  nur  mit  grosser  BesL'hwerde  ausgeführt  werden 
kann,  viele  Zeit  in  Anspruch  nimmt,  und  die  oscillirenden  ftewe- 
guugen  des  Quecksilbers  nur  selten  vollständig  aufhören,  wozu 
dann  aber  hauptsächlich  noch  kommt,  dass  die  entfernten  terre- 
strischen Objecle  meistens  so  sciinarh  beleuchtet  und  die  zu 
messenden  vertikalen  Neigungswinkel  meistens  so  klein  sind,  dass 
deren  Bestimmung  mit  dem  Quecksilberhorizont  ganz  untbunlich 
and  unausführbar  ist.  Daher  ist  nach  meiner  Meinung  dieses 
Hiilfsmittel  zur  Messung  der  vertikalen  Neigungswinkel  bei  geo- 
dälischen  Messungen  mit  dem  ISextanteu  ganz  zu  venverfen,  und 
man  ist  daher  genöthigt,  noch  ein  besonderes  Instrument  zur  Aus- 
führung dieser  Messungen  bei  sich  zu  führen,  was  zwar  leicht  in 
hinreichender  Leichtigkeit  und  (ienauigkeit  erdacht  und  cooatruirt 
werden  kann,  aber  den  Beobachter  auf  seinen  einsamen  Excur- 
eiooen  doch  unter  allen  Umstanden  sehr  belustigt  und  beschwert 
In  einem  so  ganz  ebenen  Lande  wie  das  Küstenland,  welches  mir 
die  Vorsehung  zum  Wohnsitze  angewiesen  hat,  lässt  sich  frei- 
lich die  Reduction  der  gemessenen  Winkel  auf  den  Horizont  mei- 
stens ganz  vernachlässigen,  ohne  die  Genauigkeit  der  Resultate 
wesentlich  zu  beeinträchtigen,  und  der  Sextant  ist  in  der  That 
schon  bäuGg,  namentlich  früher,  bei  Landesvermessungen  »ohl 
in  dieser  Weise  mit  Vortheil  angewandt  worden,  worüber  man 
7..  B.  die  vielleicht  fast  etwas  zu  warme  und  die  Kraft  des  Instru- 
mentes elivas  überschätze n:le  Empfehlung  v.  Zacb's  in  der  Mo- 
natlichen Correspondenz.  Tbl. IM.  1801.  S.  510.  und  S.  SIL 
nachsehen  kann,  wenn  auch  an  dieser  Stelle  nicht  geradezu  be- 
merkt wird,  dass  die  Reduction  der  gemessenen  Winkel  auf  den 
Horizont  Überall  unterlassen  worden  sei.  was  jedoch,  wenn  ich 
mich  recht  erinnere,  v.  Teztor  an  einer  anderen  Stelle  in  Bezog 
auf  seine  in  dem  theilweise  gleichfalls  sehr  ebenen  Westphalen 
ausgeführten  Messungen  ansdrücklich  bemerkt.  In  Gegenden  aber, 
die  einigermaassen  erhebliche  Erhühungen  des  Bodens  darbieten. 


lÜKä  Cr%inerl:   t^ber  dm  (f$brmteh  dM 

4ftrf  «iiaAi  di6  RediHstiott  Att  mit  dem  Sextanten  in  gegm  ddn  Bd- 
riMot  geneigten  Ebenen  gemeenenen  Winlcel  äaf  4en  florlsoM 
Mter  Ireiner  Bedingtag  irernachlässigen ,  ond  da  die  besondeH 
MesKung  der  cht  Anaffihrang  dieser  Iled«Gtion  erTorderttdieii  Data^ 
nie  Ich  oben  mit  hiiireiehender  Deatlicbkeit  glaube  ditrgelegt  »i 
Iniben,  unter  alteb  Umstfinden  Beschwerden  Maneherlel  Art  hme* 
MAlbrt,  60  vrlll  icli  mir  «rladben»  in  diesem  Anfeatse  «fai  beson- 
denee  Aufnahme*Sj^«rtem  mit  dem  Spiegel^Sextanten  tn  entirickelii» 
weiches  diennmitMbah»  Mesaang  der  Neigungawinicel  der  betreff 
ftnden  Gealchtalinien  gegen  den  tteriient  gar  nicht  erfordtsrt,  und 
flieht  bloas  svr  Eenntniaa  der  horiaMtalen  Projection  der  aiifii»» 
Mhmenden  Gegend,  Mwlern  auch  ttiür  Knnntniaa  der  H^fceniner«- 
fiiltttiaad  aller  in  den  KMIe  der  Meaaang  gei9egenen  Punicte  filbrl 

Jedie  geodfttialAe  "H^aung,  bei  Wetchet  mHtelat  des  Theo^ 
döliten  die  änf  den  Höriznnt  projicirteih  Winkel  gemessen  werdea, 
lirt  beicanntlich  tcdt  eine  mit  aller  nur  mSglidien  Oenauigiceit  M 
Messende  horfzt>ntale  Ghhidliaie,  Ba^  oder  Standlinie  «n  gründen. 
Bei  jeder  mit  dem  Spiegel-Settanten  ausaunbrenden  geodätiscbchi 
Messung,  bei  weicher  nur  die  in  ^egen  den  Horizont  geneigfevi 
El>enen  liegenden  Winlcel  mit  dem  Sextanten  gemessen  worden,  mnäb 
Vkan  dagegen  von  einem  Dreiecke  ausgeben,  dessen  auf  den  Horiäont 
pfTo^cirte  Seiten  mit  aller  nur  möglichen  Genauigkeit  gettesSeDb, 
Imd  fSr  dessen  direi  Spitzen  oder  Ecken,  die  Hüben  Über  einer 
%leliefbig  angenommenen  Horizontalebene  oäer  auch  nur  die  rela** 
titen  Hüben  gleichfalls  Mit  aller  nur  uiSgÜchen  Genauigkeit  be- 
aHmmt  worden  Mbd ;  Itberfaaupt  also  kann  man  nagen,  dass  jedM 
Yntt  dem  SettMten  auszulühfenden  geodStischen  Aufhahnie,  bei 
weicher  nur  die  in  gegen  den  Horizont  geneigten  Ebenen  liegen- 
iMn  Winkel  selbst  gemessen  werden ,  drei  Punkte  zu  Grunde  ]ge- 
legt  werden  mflssen,  deren  Lage  im  Räume  man  auf  irgend  eine 
VPeise  mrt  aller  nur  möglichen  Genauigkeit  bestimmt  hat,  tfnd 
diese  drei  Punkte  treten  bei  einer  Messung  mn  der  in  Rede 
Mtehenden  Art  ganz  an  die  Stelle  der  einet*  Messung  mit  dem 
die  Winkel  auf  den  Htnrizont  projicirenden  fheodonten  zu  Grunde 
au  legenden  Basis  oder  Standlinie.  l>ass  man  bei  Messungen 
^  ersteren  Art  nicht  wie  bei  Messungen  der  zweiten  Art  mit 
zwei  Fundamentalponkten  ausreicht,  sondern  drei  Fundaniental- 
putikte  n^rfhfig  hat.  Hegt  darin.  Weil  man  bei  jenen  Mesi^ungen  wie 
liel  letzteren  die  Projectioo  der  Gegend  auf  den  Horizont  kennen 
ttt  lernen  wünsdit,  aber  nicht  die  ^üf  den  HbHzont  ptdjidirten 
m^fn^l,  sondern  die  wirklichen  P^aturwihkel,  um  so  zu  sagen, 
nifilRit,  und  weil  man  zugleich  auch  zut*  Kenntniss  der  HOh^ir»^- 
htltahse  der  In  den  Kreis  der  Aufnahme  gezogenen  Objecfe  gn* 
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UiBgw>MI»?inMi  man  bei  AAi&almieD  «ft  dam  Tk0«dbUten  tvenig« 
•teo«  io  de»  «msteo  FäUea  oitfht  beabfilciittgt  oder  okht  «nbedlhgt 
lu  beabsichtigen  braucht.  Dies  ist  im  AllgemeiaeB  der  Ckiipd« 
gedaoke,  dem  das  Aufnahme -System  mit  dem  Spiegel- Sextanten, 
das  ich  in  diesem  Aufsätze  etMis  nSher  zu  entwickeln  beabsich- 
tigft»  Mine  EkKtstebwig  Mrdsufcl, 

SlV\ß  man  sich  die'Kepnfoiss  -der  g^genseit^en  Lage  der  4^r€|^ 
Pundamentalpünkte  Ud  Räume  versdt^lTen'kariny  'braucht  hier  .nicht 
^ri^tKufi^.  ane  einander  gesetzt  zu  werdeW  Beiperit  mag  pur 
werden»  flask  ,man  auf  eiilem .  mlSp^icbst  db'dn^  «^  hdrizontalen 
l^ecrain '  drei  ;mSgli6Bst  tr^it  von  eiihmder  ^ntfeMt^  Punkte  au«^ 
w^len  .wird  9  clßreo  horizontale  'E)ntfernungen- von  einander,  dnrcfl 
die'tiekannten'IVnttöl  zür'Llnglenmessnng  nfit  aller  nuir  roSglicben 
Genauigkeit  iiestinimt  vrerden  mfiisep.  Die /Höhenunterschiede 
der  drei  Fundamentalpunkte  wird  man  aber,  wie  es  mir  scheint, 
am  besten  und  mit  der  güössten:  Genauigkeit  dor^  ein  genaues 
Nivellement  ermitteln,  wozu  freilich  dem  Beobac;|iter  ein  gi^tes 
Nivelllrinstrmneiit  zu  Gebote  stehen  musii.  Pass  itaen  sic^  auc|i 
anderer  Hfilfsmlttei  bedienen  konnte,  versteht  sich  von  selbst* 
aber  das  vorher  angedeutete  Verfahren  scheint  mir  das  beste  zu 
sein  und  ^  :^9ssfte  GeBauigkek  .feu  gewöhnen»  ^opaaegesetzt, 
dass  die'tIrM  Fundamentaljptnricte  auf  einem  laOgllcbst  ebenen  und 
horizontalen  Terrain  angenommen  worden  sind,  was  ja  bekanntKiA 
auch  bei  der  Annahme  der  Endpunkte  einer  jeden  zu  messenden 
Basis  odef  jSkandltne  besonders  xu  beachten  ift.  JSat-  man  nun 
aber  die  tisge  der  drei  Fandamentalpunkte  i^enau  bestimmt,  so 
kann  die  ganze  übrige  Messung  bloss  mit  dem  Sextanten  ausge- 
ffinrt  wenden,  «und  tedueirt  AA  'ledigfldi  «uf  die  Avfltlsung  der 
folgeiHleii  Atrf^dbei 

Wenn  die  Lage  dreier  Punkte  ilo*  ^i»  -4  im  Itäuroe 
gegeben  ist,  und,  wenn  JU  einep  vierten  seiner  Lage 
im  Räume  oa«Ji  -«^^  liiDkakanoteii  Punikit  i»ezeichnet, 
in   den   Punkteti   Aq,    Ai,   A^   die    vier  Winkel   AiA^M, 

A^AoMt  AqAiM,  AqA^M  der  Dreiecke  AqAiM,  AqA^M  ^e- 
messen  worden  ^lud»  die  Lage  d-e«  Punktes  M  zu  be- 
stimmen. 

Man  kann  diese  Aufgabe  auf  verschiedene  Arten  auflösen, 
immer  aber  wird  diie  AfrflOsiHig  und  die  durch  dieselbe  nttthig 
gemachte  niimeriscbe  Rechnung  nicht  ffiMiz,|einfach  ausfallcm  Js;on- 
nen.  1Me^%«ide  aiNdyii«ib#  AuflOwiffg  9(4ißlpt  fätt  die  grOsste 
AUgemeinlieit  darzubieten  und  insbesondere  dadurch  sich  zu 
•mpfcUiM,  dass  sia  din  ZaKflckfelMti  «af  «live  ftgur,  ^wfe^eii# 
Unterscheidung  verschiedener  F&iie,  gar  «hAd  erfetdeii      ' 
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Ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  la  Grande  legendp 
wollen  wir  die  gegebenen  Coordioaten  der  drei  Punkte  Aq,  Ai,  A^ 
re^ective  dnreb 

beseichnen.  Werden  dann  ferner  die  180^  nicbt  flbereteigendMi 
Winkel,  welche  die. beiden  von  dem  Punkte  Aq  ausgehend  ge- 
dachten Linien  AqAi  und  A^A^  mit  den  positiven  Tbeilen  der 
drei  Coordinatenazen  einschliessen ,  respective  durch  Oi,  ßx^fx, 
und  «^  ß^^  y%  beseichnet;  so  können  diese  Winkel  und  die  beiden 
Entfernungen  A^A^  und  Af^  aus  den  gegebenen  Coordinaten  der 
Punkte  Af^9  A^  A^  leicht  auf  folgende  Art  berechnet  werden. 
Die  Entfernungen  A^^^  und  A^A^  findet  man  mittelst  der  Formeln: 


und  zur  Berechnung  der  Winkel  «i,  ßi,  y^  ^d^  ^  hß  y«. hat  man 
dann  die  einfachen  AusdrQcke: 

cosivi  =  -==-,    cosft  =  -==-,     cosyi  =  -==- 

iIoiIj[  ^»0**%  ^^o^t 

und 

ilO^lft  /io^«s  ^0*^% 

Die  Berechnung  der  Entfernungen  il^il^  und  AqA%  mittelst  der 
obigen  Formeln  erleichtert  man  sich  dadurch»  dass  man  die  UüUs- 
Winkel  »i,  Oi  und  to^»  c^  mittelst  der  Formeln 

tangO|  = -9    tangOiss-* — -^cosot 

und 

berechnet;  denn  dann  ist,  wie  man  leicht  findet: 

3r37=val.abs.— ? — ^^  »     -Av4i=val.abs.r— * ^  ; 

^  *  coso>xcosci>|        ^^*  vosfloacosci)« 

und  auf  ganz  ähnliche  Art  kann  man  auch  noch  die  Entfernung 
AiA^  mittelst  der  Formel 


Ji^  =  V(Äi-a^«+(6i-«^*+(C|-c%)« 
berechnen. 

Da  man  non  in  jedem  der  beiden  Dreiecke  A^A^M  und  AqA^M 
fUne  Seite,  AqAi  und  AqA^  nnd  die  beiden  daran  liegenden,  mit 
dem  Settanten  gemessenen  Winkel  keniif,  so  lassen  sich  die  drei 
Entfernungen  AqM,  AiMj  A^M  des  Punktes  M  Von  den  drei 
Punkten  Aq^  Ai,  A^  leicht  berechnen;  und  diese  Entfernungen 
kQnnen  also  im  Folgenden  als  bekannt  angenommen  werden.  Be* 
zeichnen  wir  der  Kfirxe  wegen  die  beideu  mit  dem  SexlaateB 
gemesseneu  Winkel  AiAqM  und  A^AqM  respective  durch  fi|  und 
fi,,  und  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel ,  welche  die  von 
dem  Punkte  Aq  ausgehend  gedachte  Linie  AqM  mit  den  positiven 
Theilen  der  drei  Coordinatenaxen  einschliesst,  durch  9*  ^»  z;  so 
haben  wir  zur  Bestimmung  dieser  drei  Winkel  die  drri  folgendeo 
Gleichungen : 

COS|[ft|  =:C0Sa|  COS9  4"  C0S/3|  COS^  -f  COSyi  C08%, 

cos  fis = cos  02  cos  9 -f  cos /S^  cos  ^ -f  cos /ji  cos  2  9 
cosy*  +  cos^  +  cosy^ss  1. 

Wenn  die  drei  Punkte  Aq,  A^j  A^  in  gerader  Linie  ligen,  se 
wäre  offenbar  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zelchao 
auf  einander: 

cosa2  =  dbco0<yi>    cos/^=:J:Cos/3|9    cos)%s^dbcos^i; 

C0Sfl9=:dbC0Sflt. 

und  die  zwei  ersten  der  drei  obigen  Gleichungen  wflrden  daher 
in  eine  zusammenfallen,  also  die  Bestimmung  der  Winkel  9,^,  % 
mittelst  der  obigen  Gleichungen,  und  daher  auch  die  Bestimmung 
der  Lage  des  Punktes  M  aus  den  angestellten  Beobachtungen, 
nicht  möglich  sein,  was  auch  ohne  diese  analytische  Betrachtung 
sogleich  in  die  Augdn  ftllt.  Man  sieht  daher,  dass  die  Punkte 
Ao*  ^i»  ^%  nie  in  einer  geraden  Linie  li^en  dOrfen,  und  fiber- 
haupt  auch  von  der  geradlinigen  Lagö  möglichst  abweichen  müssen. 

■      ■   ■  ■'  '/■'■■'■..,■ 

Die  drei  obigen  Gleichungen  werden  nun  mittelst  des  foljgen- 

den  schon  frflher  in  ähnlicher  Weise  bei  anderer  Gelegenheit*) 

von  mir  angewandten  Verfahrens  aufgelöst    Den  180^  nicht  über- 


')    Tbl.  X\1V.  S.  188. 


steigenden  Wiqkel  A;  tei^fcliof  fiiM  mlttelfl  ^  VVoüPel 
cos  Sl = cos  a|  cos  a^  -f  cos  /?x  cos  ß^ + cos  /x  cos  /j|. 


Hu  ÜbmiAHs^J^^'  4m»  d«r  Winkel  A  der  Winkel  ^^o^s 
das  lÄnrieaku  wl^iit^iM^'^'dfi^  djeser  Winkel,^:  vrenn  dmii  ftidi 
ieH.  vurhetgeheiftdeD  .Fonp^q  nicht  bedienen  nelltef  fich  ai^b 
ieillelet  derliekunnleii  (Pcrteeb  der  ebef^n  Tri|{onpm(^trie  «v»  den 
dfei  tmök  Aem  Obigen  l»e«eU«  bekaoeten .  ßeit^  dee  in  M^ 
eMieodeli  Oreieefce.  iberechnen  tees^p  wQr4eu:  tiierauf  boreclme 
■MMnüe  drei  firOlMien:  A  h9,  C  nuUelM  derJFermeln         , .        ..^ 

».  ;  •  '.  '  •     .  ■  . 

j^_j(tom^  >>>eos  eieee  <^)ca»fit  -fr  <cftg%  -^  cpg  «r  <^^  ä)  ^^»^'i*« 


•-1 


einA> 


;^^jfcos& 7-cos/LcosÄ)costti  +iCcös'Ä,  — cosJJi isos  A)posii«'  *  . 

ein  52* 

^     (cos  Vi  —  cosys  cos  Ä)  cosfii  +  (cos  Vj — cos  y^cos  A)cosfta 
C= H ' .^Ä«  ; 

nnd  setze 

cos9=:ii4Jr,  cös^=jB+'r,  ißo«fi=c+z. 

Dai»  ÜieeMigt UM»  eieb  Javüaderai  leieht  freu  der  BiobtiBkeit 
dee  »frei  fiMthHngee       . 

ilcostt|-f  Acos/3| -fr  Ccosyx=:cosffti, 
ilcosi4  -frlfcos'/Ss  -fr  Ccos^ji  =i:cos f4; 

* 

nnd  weil  nun  nacb  dem  (Vbigen 

cosih  =;  cos  ofi  coscp  +  cos ßt  cps tff  +.60* Vi  cos %, 

>'  <eoe)i^=<iiiose^oee^4^coe^eoe^*4*tosygiitex  ■ 
^Bos€Ki .  K + etw|S| .  F^- cöSf^ .  <IE^tM>,    ' 

was  npittelst  der  obigen  Aasdrficke  von  A,  B,  C  ferner  sogleich 
in  li^r  Ifilf  ii:1iiing 


•    .  I 


fahrt.    Quadrirt  man  dann  die  drei  Gleichungen 

COB(pZ=iA  +  X,     COSt(/  =  Ä-frF,     €PB%:^d'!f 


,  I .  •  .    f 


•»•»  • 


und  addirt  sie  hierauf  Mi  «lamtAef ,  io|€MUUt  mao  auf  der  Stelle 
die  Gleichung 

oder  ,   , 

Drückt  man  nun  die  GrSsaeii  A,  B^  C  auf  folgende  Art  aiii^: 

I 

. COS  g|  COS  fit  4-  cog.o^  ypf /%  "^  CQ?*^.  (cp^^ffi  cog^s + cosoa  cogfAt) 

^_  siui^  ^  ' 

p     cosft  cosfti  -jh  cesfttposy^ — jPos^(cosft  cosi*a+cos/3aCosf*i) 


) 


COg  Yl  CO*  tH  +  CO» y»  C08  fa  —  CQgil  (ib^Yi  Üiä  fa  4  cH»  ^  to*  t*i)'l 

*'—  ^      .  B\nsi*         :     ~    .    .  .    * 

so  findet  mali  mTtfelst  leiAtefr 'R^dtiAung  mit  Hülfe  der  Hus  dem 
Obigen  belcaonten  Gleichungen:  .   .  ü;  , ,.  ;.  ,; ...     f.  \  . 

^o  ,  »^  ,  ^     tW^*4-cosfia«-2cs<^iqcPifHC<mfia 

j2+^+C»=- ,    ;^.^  ^  :.    ' 

und  hat  also  jetzt  zur  Bestimmung  der  Grössen  X,  F,  '£<M^4M 
folgenden  Gleiebuogen,;  ,.,, 

cosai.JC-f  cMift«  F-f  cos/|.Z=Ör 

I  r  ■  ■      I  !  I     .  I  .  .  .  .       '  ,    I  ■  '      '  }  I  '        "1  •  1  »  I 

^   ,   jm  ,  2?-,j        COSfti^+COSfla*— 2cOS^COSfaCOSf^ 

Bekanntlich  ist  eine  Grösse  vHh  der  Form 


stets  positiv;  unä  ll^iiä  Mb  ^cb^-'i^^  JC» ^^F> -f  Z*  stets 

positiv  ist,  so  kann,  wenn  i\li  Aufgabe  überhaupt  möglich  sein 
soll,  die  vorstehende  Grösse  nicht. ^4»s«at;^>jlifJli|^|9ft^<(K|9^^ 
so  dass  wir  also    t 


COS 


«=v(s^y+^7-^it-^-»- 


folglieb  nach  41em  mflgen         •       -  ■  t      ii   j. 
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SU  setsen  berechtigt  sind. 

Drücken  wir  mittelst  der  GleiehuDgen 

coeoi.jr-f  co8|9|.  F-f  cos/i.ZssO, 

eoe4X|.  JT-f  cos^.  F-f  coey^.ZssO 
die  GrOesen  T,  Z  beide  dorch  X  ans»  so  erhalten  wir: 

y! coayi  coe  <%  — eoa  at  coe  y^  — 

'~'cos/}icoay2'~'^<'>07ic<^fc     ' 

„ coeoi  eosß^  —  coeft coa<%  ^^ 

coaj8|  casy^  —  coayx  coa/J»     * 

also«  wie  man  leicht  findet, 

X^+  T^+Z^ 1— (cogg|COBi%  +  cogft  coa/i^  +  cogytcoaya)* 

2l*       .  (co8/}|  coay«—  CO8/1  eoBß^*  "' 

oder  nach  dem  Obigen: 

JP+F»+Z«_  ain^« 

X*  "*  (cos  ßi  cos  yj  —  cos  yj  cos  ft^)*  * 

PoigUeh  Ist  . 

V      .(cosftcosys — cos  yi  cos /3^  sin  9 

-*==*= ]5irs — ' 

und  daher  nach  dem  Vorhergehenden  fiberhaupt  mit  Beziehung 
der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 

>. 

y         (cos  ßi  cos  y^ — cos  yi  cos  ß^  sin  6 
-^=±  sinA  ~' 

v         (cos  yt  cos  a%  —  cos  Oi  cos  y^)  sin  O 
F=:±^--i  S^^-"^ » 

-      I  (cos«t  cos j8|| — cos|?t  cosi%)  sin  O 
^==*= sinÄ 

Setst  mtin  der  Kfirse  wegen: 

'»-sra*  «'»-issä'   *>-5ns' 


•0  ist  nach  dem  Obigen: 

^=itt(/i -/;co8Ä)  +  a,(/,- A  COS  Ä), 

CsiLi(Ai— AaC08A)  +  iit(A»^Ai«^'^); 
co8e=V^V+V— SXiAaCosA; 

F= db  (Vä— /i*«)«n  Ä«in«, 
^=±(/i^Ä-^iA)«»nÄ«iD«; 
und  hierauf: 

C089=i<-fJK,     C08^=5£+  F,      C0«3[=:C+Z. 

Sollte  einer  der  Winkel  9,  ^,  7  der  Null  eehr  nahe  kommen, 
80  würde  man  sich  bei  der  Berechnung  desselben  so  zu  verhalteo 
haben,  wie  im  Archiv,  Tbl.  I.  Nr.  XI.  S.  73.  gezeigt  worden  ist. 

Bezeichnen  x,  y,  x  die  gesuchten  Coordinaten  des  Punktes 
V,  so  hat  man  zu  deren  Berechnung  nun  die  folgenden  Formelo : 

j? = ctq  •!- ^^  •  cos  9} , 


yz=:bo+  AoM.eoBflf, 


X  =  Cq -f  iloAf  •  cos  X ; 

r 

mittelst  welcher  diese  Coordinaten  leicht  gefunden  werden  kSnnen« 

Unsere  Aufgabe  Iftsst  Im  Allgemeinen  awel  Anfldsongen  zn; 
welche  der  beiden  Auflösungen  genommen  werden  muss«  hatsiaa 
in  jedem  einzelnen  Falle  besonders  zu  entscheiden,  worflber  all- 
gemeine Regeln  natOrlich  nicht  gegeben  werden  können.  Indess 
mag  hierüber  Folgendes  bemerkt  werden,  wobei  wir  grösserer 
Deutlichkeit  wegen  annehmen  wollen,  dass  die  Ebene  der  ay  die 
Horizontalebene  sei.  Die  Gleichung  der  durch  die  drei  Punkte 
Aq,  Alt  A^  gelegten  Ebene  sei,  wenn  wir  die  veränderlichen 
Coordinaten  durch  x,  9»  }  bezeichnen, 

«jr-ao)+£(9-6o)+^Ö-«6)=0, 
so  ist 


^{fh  -o^'¥Uh  -  *o)  -fÄCcj  -  eö)=0, 
Ä(«i-«o)  +i(6a-*o)+^(Ci-<V>)=0; 
also,  weil  nach  dem  Obigen 


*       ."i 


iat:  .         -.-   .  •..  :    ,    c> ;  .  . 

V 

Weil  nun  aber  nach  deiliL  Qb^^n 

XcoBai-f-  Ycoaßi  +  ZcoByi^zO, 

Xcoii  02+  Ftdwß^  -f-  2^08/2 ^ 0 


•  1  i 


tei^'fliD  tat  'öftenbar 


Ä:Zj:iY«?Jr:r;Z. 


nn4  di«  Ül^ichuog  der  durch  die   drei  Punkte  Jq,  Ai,  A^  bc- 
stiimntea  fiftene  ist  folglich 

j:Cr-«o)  +  ntf-  &o)+ ^(J-Co) =0. 

Bezeichnen  wir  nnn  die  Coordinaten  dea  Punlctes»  in  welchem 
diese  Ebene  das  von  dem  Panktjl  M  auf  die  Horizontalebene  ge- 
f&Ute  Perp^ndilcel  achneidet,  durch  x,  y,  %\  da  die  beiden  ersten 
(floordinaten  dieses  Durchschnittspunktes  offenbar  mit  den  beiden 
entten  Coerdlniten  dea  Panktp«  M  ^ii^lfi  #md|  so  ^t  wegen 
itehtender  IJleicbiiBg: 

atfo 

„.,■.,  ,    *^-««-  ;g 

und  daher  nach  dem  Obigen: 


f  : 
li:-. 


Jtcos  9  +  Fcos  ^ 


i'— Co= ^ '  AqM, 


9ta0  f  weil 

istj  w«iif|.sMtn:«iibteiAifti 

oder  nach' dam  Obi9en<t 

::•••■■•.■.  ■^  ■•;.'.,.  : 

Ist',       ■ 

■•i-^»'=£: — — .IM  i.H^  -„Aomi    • 

"   '  •      •  ■  '.  '  I 

QJ«!*,  o^ch  dem  Obigen: 


Aktt,  Arm  ö* 


z 


f^  • 


Hierao^  sieht  man,  d&M  t-^if  j^dertfeit  mit  Z  gleiobee  Veii 
zeichen  bat.  TVebm^n  whr  nim  den  peeititreii  Tbeilder  dvHtn 
Cooirditiatehaxe  oberhalb  i^^en  d^  Horiscmtalebene,  so  Ifieet  eiek 
Folgendes  sagen.  Wenn  fifr  Z,  «reiches  nach'  d«n  OMgeti  immer 
zwei  absolut  gleiche,  dem  Zeidien  nach  aber  entgegengeeetali 
Wetthc  hat,  sein  positiver  Wertb  gesetzt  vAiA,  so  ist  aocb  ir-^s^ 
positiv  odef  2>  z',  and  der  Panlct  M  liegt  folgitebioberiiaUy/voa 

der  Ebene  AqAiA%\  wenn  dagegen  ffir  ^,  l'cin  negativer  Werth 
gos^t^t  vrird,  30  ist  anch  %  —  J  ne^i^tW.  oder  z^i',    und  der 

Pnakt  M  liegt  folglicli  unterhiJb.  yon  der  Ebei^f^  A^i4%'  Wtnn 
also,  was  in  jedem  einz^nen  |i*aUe  b^8Qip4!?r^  a^  beprt(ieil^p  1^) 
nnd  nie;  Schwierigkeiten  apt^rworfen  sciia  ^ird^  4^T  beobapJhtetif 
Ponlft,   dessen  Lage   bestimmt  ^prdeu«o||^   qberlpoilti.  vp|i  ^qit 

EbeM  ilb'^iii^  liegt,  so  mnas  man' für  2  aeio^  poifitiifiM  W#rtlb 
ietnen;  wenn  dngegen  der  beobachteta  Punkt  nuterhalb.  vw.4ir 
Ebene  J|^!3pQ  liegt,  so  mnsa  man*  fiürZ  aeio^n  n^atiima  Wettb 
•etaen;  welche  WeHbb  man  ^berli»  je4fem  :diil0#r  M4wi^.:F|li# 
fiie  J^atid  F  setafininnai^  kitnix  n^  ni^  ;iw^elk(^ft  e#in,  wqil 
ib.d^n  obenifir  X,  Y».Z  entwickelte^pf  Ansdfticken  die  ob^iitn  iq^4 
•niiierea  ZeUshdi  sinh  bok^nttteh  iwf  #um^^  |inwfibeiv< 
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Streog  genommeD  muss  man  die  a&mmtlichen  mit  dem  Sex* 
tanten  geroeseenen  Winkel  wegen  der  terrestrischen  Refraction 
▼erbessern,  bevor  man  dieselben  in  die  Rechnung  einfOhrt.  Da* 
sa  bedarf  man  aber  der  Kenntniss  der  horizontalen  Entfemongen 
der  anTisirten  Punicte  von  den  betreffenden  Stationspunkten  und 
der  Neigungswinkel  der  Schenkel  der  mit  dem  Sextanten  gemes- 
senen Winkel  gegen  den  Horizont.  Diese  Data  verschallt  man 
sich  mit  zu  diesem  Zwecke  hinreichender  Genauigkeit  dadurch» 
dass  man  die  ganze  obige  Rechnung  zuerst  ohne  ROcksicht  auf 
die  Strahlenbrechung  fährt,  hierauf  in  bekannter  Weise  die  Nei^ 
gongswinkel  der  Schenkel  der  gemessenen  Winkel  gegen  den 
Horizont  wegen  der  Refraction  corrigirt  und  dann  ans  den  beob- 
achteten, d.  h.  mit  dem  Sextanten  gemessenen  Winkeln  die  ent- 
sprechenden wahren  Winkd  etwa  ganz  in  derselben  Weise  ab- 
leitet» wie  der  Schiffer  aus  den  beobachteten  oder  sogenannten 
scheinbaren  Monddistanzen  die  entsprechenden  wahren  Mond- 
d'istanzen  berechnet,  was  hier  um  so  weniger  einer  weiteren  Er- 
läuterung bedilrfen  wird,  weil  es  mir  wohl  erlaubt  ist,  wegen 
dieses  Gegenstaodes  auf  meinen  denselben  betreffenden  Aufsats 
im  Archiv.  Thh  XXIV.  Nr.XXXli.  S.  470.  zu  verweisen.  Dann 
muss  man  aber  natürlich  die  ganze  obige  Rechnung  mit  den  ver- 
besserten gemessenen  Winkeln  noch  einmal  ftihren.  Zur  ersten 
genäherten  Kenntniss  der  horizontalen  Entfernungen  der  anvisir- 
ten  Punkte  von  den  betreffenden  Stationspunkten  und  der  Nei- 
gungswinkel der  Schenkel  der  mit  dem  Sextanten  gemessenen 
Winkel  gegen  den  Horizont  gelangt  man  leicht,  weil  man  ans  der 
ersten  Rechnung  genäherte  Werthe  Rlr  die  Coordinaten  des  Punk» 
les  M  erhält  und  auch  die  Coordinaten  der  Punkte  Jq,  Ay,  A% 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  was  hier  nicht  weiter  erläutert 
SU  werden  braucht*  . 

Wenn  ich  auch  nicht  glaube,  dass  sich  eine  vollkommenere 
nnd  genOgendere  Auflösung  unserer  Aufgabe  wie  die  vorher* 
gehende  geben  lässt,  so  will  ich  doch  noch  zeigen,  wie  dieselbe 
auf  indirecte  Weise  aufgelöst  werden  kann,  welches  Verfahren 
namentlich  dann  vielleicht  mit  Vortheil  in  Anwendung  gebracht 
werden  dürfte»  wenn  die  Schenkel  der  gemessenen  Winkel  sehr 
wenig  von  der  horizontalen  Lage  abweichen.  Wir  bezeichnen 
Wieder  die  Coordinaten  der  gegebenen  Punkte  Jq«  ^i»  ^  durch 
Oo»  ^>  ^9  «h»  ^1»  <^r»  o%9  b%»  c%  und  die  Coordinaten  des  zu 
bestimmenden  Punktes  M  durch  x,  y,  u  Die  Linien  AqM,  AiM, 
A^M  wollen  wir  durch  tiQ,  »i,  «s  und  ihre  horizontalen  Projectio- 
neu  durch  Vq'^I'  H»  '^^  Neigungswinkel  gegen  die  durch 
Jq,  Aip  Ai  gelegten  Horizontalebenen,   welche  als  positiv  oder 
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8lll9o=  ^>      81D©i= '9      8109.  = 

**         «0  «1  «« 


und 


to  =:  tfocos  60,    Vi  =  ti|  cos  dj ,    Vj  =  «acos  d«. 


Bezeichoen  frir  die  horizontalen  Projectionen  der  Punkte  ^ot  ^1»  ^i 
und  ^f  respective  durch  A^  ^  A^  ^  A^  und  M' ^  so  kann  man  aus 
den   gegebenen   Coordinaten   der   Punkte   Aq,  Ai»  A^  leicht  die 

horizontalen  Projectionen  Äq'Ai',  A1A2*,  Ä^[A^  der  Linien  Af^A^y 

AiA^t  A^Aq  und  auch  die  horizontale  Projection   AiAqA<i    des 

Winkels    AiAqA^  in   dem  Dreiecke  A^AiA^t   natürlich  auch  die 

Linien   A^A^^    A^Atf,,   A2A0   selbst  berechnen.     Da  man  nun  In 

jedem  der  Dreiecke  A^AiM  und  A^A^M  zwei  Winkel  gemessen 

hat,  und  die  Seiten  AqAi,  A^Aq  dieser  Dreiecke  kennt,  so  kann 

man  in  denselben  leicht  die  Seiten  AqM,  A^M^  A^M^  d.  h.  nach 
dem  Obigen  die  Grossen  iiq»  fi^  u^  berechnen,  welche  daher  als 
bekannt  angenommen  werden  diirfen.    Zur  Berechnung  der  beiden 

Winkel  A^  A^M!  und  A^A^M*  hat  man  die  beiden  folgenden 
Formeln : 


nn«iZT:rrif7-  \/"w^/+t>o+^i)Mo^^i^  +  t>o-t^) 

COS^ill  ilQÜI  ~   Y  \         aT-Ti  ' 


cos 


\A  'A  'W  =•  jT^-^o'^a'  +  gp  +  r^iAo^2  +  Pq  -  ra) . 

4t?o .  A0  A^ 


in   denen   aber   Vq,  Vi,  v^   noch    unbekannt  sind.     Deo   Winkel 

AxÄ^A^  kennt  man  aus  dem  Vorhergehenden,  und  ist  dann, 
welchen   Fall  wir  hier  zu  Grunde  legen  wollen  *),   dieser  Winkel 

die  Summe  der  beiden  Winkel  Ai'A^yjB'  und  A^A^'M'^  so  hat 
man   die  Bedingungsgleicbung : 

j^A^'A^'M'^j^A^Ao'M'^^A^'Ao'A^'. 

und  wird  sich  nun  der  vorhergehenden  Formein  auf  folgende  Webe 
zur  indirecten  Auflösung  unserer  Aufgabe  zu  bedienen  haben. 
Aas  willkubrlich,  angenommenen  Werthen  von  z  berechnet  man 
mittelst  der  Formeln 


*)  Wie  mao  tich  in  jedem  anderen  Falle  zn  verbauen  baben  würde, 
bedarf  keiner  weiteren  Erläuterung. 
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"         Wo  w,  «a 

die  WiDkel  Oq,  6|,  62»  und  hierauf  die  Grossen  «ot  t'i»  t'^  mR- 
telst  der  Formeln 

worauf  man  die  Winkel  AxA^'M'  ond  A^A^'M'  mittelst  der  oben 
angegebenen  Formeln  findet,  und  nun  untereocht,  in  wie  weit 
dieselben  der  Bedingungsgleichung 


^  Ai'Ao'M'  +  ^  A^A^'M'  =  ^  A^'Ao'A^' 

genfigen«  überhaupt  aber  die  angenommenen  Werthe  von  %  so  lange 
verbessert,  bis  diese  Gleichung  vollstfindig  erfOllt  wird,  wodurch 
man  dann  zugleich  auch  ^o»  ^i*  ^s  undv^,  Oi,  v^,  so  wie  auch 

die  Winkel  Ai'A^'M'  und  A^A^M^  gefunden,  überhaupt  also  die 
relative  Lage  des  Punktes  M  gegen  die  Punkte  A^^  Ai,  A^  be- 
stimmt hat,  und  nun  auch  dessen  zwei  andere  Coordinaten  x,  y 
immer  leicht  wird  finden  können,  wie  Jeder  sogleich  Obersehen 
wird.  Vorstehende  Andeutungen  über  diese  indirecte  Auflösung 
unserer  Aufgabe  werden  hier  vollständig  genügen. 

In  Bezug  auf  den  Fall,  wenn  man  bei  einer  mit  dem  Sextan- 
ten ausgeföhrten  Aufnahme  die  Neigungswinkel  der  Schenkel  der 
mit  dem  Sextanten  gemessenen  Winkel  gegen  den  Horizont  wirk- 
lich misst,  will  ich  dem  Obigen  noch  die  einfache  Bemerkung 
hinzufügen,  dass  es  in  diesem  Falle  keineswegs  nuthig  ist,  die 
mit  dem  Sextanten  gemessenen  Winkel  wirklich  auf  den  Horizont 
zu  reduciren,  bevor  man  sie  in  die  Rechnung  einführt,  wie  auf 
folgende  Art  leicht  gezeigt  werden  kann.  Wir  wollen  uns  ein  be- 
liebig im  Räume  liegendes  Dreieck  A0A1A2  denken,  dessen  Win- 
kel Aq  und  Ai  mit  dem  Sextanten ,  und  die  Neigungswinkel  t,  ^,  ^ 

der  Seiten  AqAi,  AqA^,  ^i^%  gegen  den  Horizont  durch  irgend 
ein  zweckmässiges  Uülfsmittel  gemessen  worden  sind.  Bezeich- 
nen wir  dann  die  horizontalen  Projectionen  der  Linien  AqAi^ 
AqA^,  A1A2  respective  durch  Aq'Ai',  A^A^y  Ai'A^',  so  kommt  es  bei 
einer  Triangulirung  bekanntlich  immer  auf  die  Bestimmung  von  Aq'A^,' 
und  AiAi!  aus  der  als  gegeben  anzusehenden  horizontalen  Basis 
oder  Standlinie  AqAi'  und  den  gemessenen  Winkeln  an.  Nun 
hat  man  aber  in  dem  Dreiecke  AqAiA^  die  Proportionen: 


Spieffei'SextanieH  bei  peodOiisehen  Memmffen,  485 


AqAx  :  AqA^  =  sin  (A^^  -f  ^i) '  sio  Ai , 


AqAi  :AiA2  =  sin  (Aq  -f  ^i)  ^  sin  Aq  ; 
aod  ausserdem  hat  man  die  Formeln: 


Ao'Ai'^AqAi.cobI,  Aq  A^' :=zAqA^. cos {q,  Ai'A^'^^AiA^.cosii; 
also  Ist: 


cos»         COSto  N    u  1      1/  1» 


COSt  COSI|  "  *'  ^^ 


i^örät^s  man  zar  Berechnung  von  A^A^  und  Ai'AJ  sogleich  die 
Formeln 

sin^i         cost^ 


^«  ^*  —  sin(Jo  +  ^i) '  cos»  '^  "'»  ' 

^^^  -  sin(Jo  +  ^i)  ■  cos»  '^""^^ 

erhfilt',  #elche  die  Kenntniss  der  Reductionen  der  Winkel  A^ 
und  Ax '  gar  nteht  erfordern ,  sondern  die  unmittelbare  Einfifhmng 
dieser  gemessenen   Winkel  selbst  in  die  Rechnung  gestatten. 

Man  veVgleiche  fiber  das  erweiterte  Po thenot'sche  Problem» 
das  bei  Messungen  mit  dem  Sextanten  auch  Anwendung  finden 
kann,   den  Aufsatz  Archiv.  Tbl  I.  Nr.  XXXV.  S.  23a 


29- 


496    Grttneri:    Cektr  die  E/iMckeitiitß  der  (JrunäflMrmein  der 


lieber  die  Entwickelang  der  Grandformeln  der  Drehung 
eines  Systems  materieller  Punkte  um  einen  festen  Punkt, 
als  weitere  Ausführung  und  Fortsetzung  der  Abhand- 
lung in  TU.  XXIV.  Nr.  VI.  über  die  Hanptaxen  eines 

Systems  materieller  Punkte. 

Von 

dem   Heraasgeber. 


'  Die  Entwickelung  der  Grandformeln  der  Drehung  eines  Systems 
materieller  Paukte  am  einen  festen  Punkt«  so  wie  dieselbe  io  den 
gangbaren  Lelirbüchern  der  Mechanik  meistens  gegeben  wird«  iSsst 
nach  meiner  Meinung  in  ROcksicht  auf  analytische  Eleganz  Einiges 
zu  wünschen  öbrig«  weshalb  ich  diese  merkwürdigen  und  wichtigen 
Formeln  im  Folgenden  nach  einer  von  der  gewöhnlichen  zwar  nicht 
wesentlich,  aber  doch  einigermassen  verschiedenen  Methode  ent- 
wickeln und  mit  einigen  mir  nuthig  scheinenden  Bemerkungen  be- 
gleiten werde. 

Durch  den  Punkt»  um  welchen  die  Drehung  des  Systems  der 
Massen  m«  mn  m^,  m^,...,  vor  sich  geht«  als  Anfang«  legen  wir 
ein  festes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xifz  im  Räume« 
und  ausserdem  ein  in  dem  Systeme  der  Massen  festes  rechtwink- 
liges Coordinatensystem  der  jrt;^«  welches  sich  mit  dem  Systeme 
der  Massen  zugleich  dreht«  ohne  in  demselben«  nämlich  gegen 
dessen  einzelne  Punkte«  seine  Lage  zu  ändern.  Setzen  wir  dann 
der  Kürze  wegen: 

cos  (Jt)  =  Ol «  cos  (artj) = 6j ,  cos  (arj)  =  Cj ; 
cos(^)=aa,  coB(yt})=b^,  cos  (yj)  =  c,; 
cos  (xjr)  =  as ,    cos  (29)  =  b^ «    cos  (2 j)  =  c, ; 


Drek,  Hne§  Si^Uemi  maierieü.  PunJUe  mm  einem  feeiem  Pmmki,  eic,  487 


so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten: 


1) 


und  zwischen  den  nenn  Grossen 


Ol»  *i>  C| ;    099  b^f  Ca;    03,  63»  c, 
finden  bekanntlich  die  folgenden  Gleichungen  Statt: 


2) 


3). 


4) 


5) 


6|Cj  4'^^a4'^Cs  =0, 
Ci  Ol +Caaa+C8fl3  =0; 

0|  o^-f  ^x  62+^1  <?a = 0 » 
0^03  -f  ^^s+^^s^s  =0 , 


Wenn  man  die  drei  Gleichungen  1)  nach  der  Reihe  zuerst  mit 
Ä2C3  —  Cfh,    b^Ci  —  C361,    biCt—Cib^; 

dann  mit 

«SO3  — o«Cs,    c^Oi— «sCi,    C1O2  — fliC»; 

endlich  mit 

0,63  —  6^03,    O361  — 63O1 ,    fli^a—  6102 

multiplicirt,   und  hierauf  in  jedem  Falle  zu  einander  addirt,    so 
erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen 


438    Srmm0ri:   iMmr  die  SmwUMmg  äer  erwui/^rmeim  dm 

6)     fi  =  ai  (Va  -c«*>)  +  ««(Ml  —  ^JhS  +  ös(^<^— <?iAä) 
=  *i(c«a8  —  «tCa)  +  6Ä(caöi  —«s^)  +6^(010»— ii,Ca) 

=  <?i  (01*8  - *afls)  +  Ca(as*i  —  *8fli)  +  «s  («i*«-  *iai) 
gesetzt  wird: 

r- j;^ :r  + »+ ^ 1, 

'  fi  fi        ^  fi 

Nun  ist  aber  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coor- 
dinaten  bekanntlich  in  völliger  Allgemeinheit : 

x^  =  b\X  +  6gy  +  Aji, 
;=cia:  + Csy  4-C8Z; 
also«  wenn  man  diese  Gleichungen  mit  Jen  vorhergehenden  vergleicht: 

Ms — ^'2*8  ^^1 — ^^i  6|Ca— t'i^a , 

•^  fi  ■  fi  "^  fi 

a\           1a  _5i«tZ£«£8     j-  _gsgi~«3gi    r  _Ci 02-^1  Ca. 
9)     •      <  *i= J^ »  *«= ji y  *8- j^^ ; 

aji^^b^a^  a^bi—b^oi  Hi^a— 6i«a 

Ci  = »  Ca= *  Ca= • 

*  fi  "»  fi  »  fi 

Aus  .den  drei  ersten  dieser  Formeln  ergieht  sich  unmittelbar: 

«i  +V+fl8  = j^ä » 

welchen  Ausdruck  man  mittelst  leichter  Rechnung  sogleich   auf 
die  folgende  Form  bringt: 

fl.*  I  g,^  I  q^^^(^HV4-V)(ciHca*4-0-(^iCi+6aCa-f AsCa)* 

woraus  sich  mittelst  der  Gleichungen  2)  und  4)  auf  der  Stelle  die 
Gleichung 

10) fi«=l 

ergiebt.i 


Drek.  einet  Systems  maierieii.Pnnkie  um  einen  fetten  Pmnki,  etc.  4^9^ 

Weil  mit  der  Zeit  / sieb  wohl  a:,y,z  und  Oi,  bi,  Ci;  ä^,  b^,  c^; 
^8'  &s>  c^i  aber  nicht  r,  V,  }  ändern;  so  ist  nach  1): 

4 

Sx^    ö«!        Sbi        dci 

dz  __    Sa,        863         Sci 

Von  den  drei  Grossen 

dy        dx       dx        dz        dz        dy 

""di^^di'  ^Tt^'^di'  ^di^^W 

die  bei  der  vorliegenden  Untersuchung  hauptsächlich  in  Betracht 
kommen,  wird  es  genügen,  etwa  bloss  di9 erste  einer  besonde- 
ren Betrachtung  zu  unterwerfen,  weil  dieselbe  dann  für  die  bei- 
den anderen  der  drei  obigen  Grössen  leicht  ganz  in  derselben 
Weise  angestellt  werden  kann. 


Nach  1)  und  11)  ist 


dt/         dx 

"^dt  y  dt 


und  folglich,  wie  man  hieraus  mittelst  leichter  Rechnung  sogleich 
findet: 

dy        dx 

^di'^^di 

da^         doi    ^       -  db^     .  dbi.    ^  ,  ,    dc%         dci.  - 

da^         dci.  -  ,    dc^         8ö|m 
Nach  9)  ist  aber  zuTurderst: 


440    Oruneri:    üeber  die  EnMcke/ung  der  Grundftfrmelm  der 


/«^Aj— ^03  3ca     gg6|  —  6301   3ci\  . 

« 

folglich»   weil  aus  4)  sogleich 

Sai      '  da^        8fls__     .    3ci         3^         Scj 

3Ä|  3^2  863  ,.    8«!       -    800       .    8rF8 

''i'8e+''*'8i^  +  "»"8T^""^^»'8r  +  *«"8f+^»"87^' 

^»■8/+**"8?+^''8i^="'^''»  ar  +  ^'87+'^"87^ 
•ich  ergiebt: 

Ferner  ist 


Drek.  eines  S9$4em$  materteit.  Punkte  um  einen  festen  FmM,  etc.  411 

von         ■     vOt  ,    OOa  ob% 

ft         '3/  |x         *  Ar 


|x  dt  (i  'dt 

«8,    8^1  1      8c2  ,      3cs       o,  ,  86,  ,.Sb^,,  863 


802         8c|      .    8^2         8a| 

^'^»■8«""''*8f^+^''*:8r~^"8?^ 

fl^^^ — b%a^  8gg     68^i"^^8*i    8cg 
(ü         '81  (ü         '8^ 

+ — ^       w ^       "äf 

-(«1-5^  +  02  ■äi-  +  «8-gf)--(ci-g^  +  c,-g^+^^^^ 
.  <^8/|.  8ci         8ci  .  A^Cs      ö,      8«!  .  ,  8aa     -  8a, 


Weil  nun  aber  aus  den  Gleichangen  2)  auf  der  Stelle 


443    ermn$rt:   Otktr  ät«  SatmMuhmt  der  Gnmät^rmO»  4ir 


folgt,    «o  ist: 


"» /    tlo]         dog        8o|      6j      3*1   .     8*«  ,      3ft»v 

= TT  ^"i  "5r  +  *«  "gf +^  "ST^ -■ ;:  <*«  er  + ''•iF  +  *»  "St^' 

<*ili  -«i-^)+(ci-gi--*t-gf) 

-  7^"»  er +"»'8r+"»  "§«^^"7^''»  "5r+''»"gr +'^'5r>' 

■ 

(ci-g^-«a-g^)+(oi  -St—^li' 

=  IT  ^*»  "8F +  *•■§<+*»  IF^  ~  ü  ^*' äi- +*«  IT +*»  äT^  5 


also: 


+  Kfti -gjp  -c«-g^)  HCl  -g^  -»•  -gf)!  W 

Folglich  iat  nach  dem  Obigeo: 


Drek.  §iii€i  8n^em9  nmt9tiMi  Hmkte  um  eimt$  fMm  Fmmki  ^  HciiH 

■ 

-I c,  (c.  g^  +  c,  ^+c,-|j) + o, (6|-g^-+6,-g^+6,-g^)Ur 

und  setzen  wir  nun: 

36,         36,        363         ,.  Sc,  ,  .  3c4  .  .  Sc,. 

•^  3<" + **  ST + ''•  "ST = ~  ^*»  "3/ +  *•  sr + *»  W >  ^»^  • 

3c,        3c,  ,3^         /    Soi  .      3"«  .     8o«x 
««^+"»3r  +  '^  3«  ="<*'» ■§<+<^"3F  +  <=*'^>=»' 

3a,         3a,        3a,_  36,         36,,     36,, 

60  ist  nach  dem  Obigen: 

— (V+Cf^)W--(c8P+Osr)jx— (<^9+6,p)jr« 
oder 

und  folglich : 


444    €run§rt:   On^  die  SiUwi€JUi9m§  dir  6nmd/^rwiHn  der 

Setzen  wir 
^^    j  J==-Sm(i^«+j«),    »=2;mö«+x»),    (£=2m(s^+p^); 
l  Siz=z2mtf},  a=i2m}X,  fzsiSmxtf; 

so  erhalten  wir  aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbar  die  Gleichung : 

fiJSm(arg^— y-g-)=     a^(Mp^  Sg-(tr) 

oder,   wenn  wir  der  Kürze  wegen 

P=zAp-^fq^9T^ 
Q:=zJiq^T^T—fp, 

Ä=  Cr — Cp— IDy 
setzen: 

und  folglich,  weil  offenbar 

dt =-^'" Ft       =  -^^(^äfä-y  8?> 


ist: 


(i£mix^  -yg^)- gjp 


Ffir  die  Bewegung  eines  um  einen  festen  Punkt  drehbaren 
Systems  materieller  Punkte  hat  man  aber  nach  den  von  mir  in 
Tbl.  XXV.  S.  453.  gegebenen  Entwickelungen  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

8«z       8«v 

fftx        3^t 
JSm( «  g^ — a:  g^  =  2:m  (i Jf  -  arZ) , 

2m{x-^—y-^)z=zSm{xY'-yX)x 

wo  der  feste  Drehpunkt  wie  vorher  als  Anfang  der  Coordinaten 
angenommen  worden  ist  und  die  Bedeutung  der  Symbole  X,  Y,  Z 
a.  a.  O.  nachgesehen  werden  muss. 


Dr€k,  eim€BS9SiemMmaieri§U.  Fankie  um  einem  feeien  ßmMp  eic,  445 
Also  ist  nach  dem  Obigen: 

und  setzen  wir  nun  der  Kurze  wegen: 

80  erbalten  wir  auf  ganz  ähnlicbe  Art  wie  vorher '  Oberhaupt  die 
drei  folgenden  Gleichungen : 

,».  )     „       djatP+b^Q  +  c^R) 

Führt  man  aber  die  Differentiationen  aus,   so  tvird: 

f*^» = "» 37  +  *>  37 + •'i  a? + '^"äi  +  ^äT + ''^  • 

^Af,=«,  a<-  +  6.  ä<  +<^5r + ^F/  +  *^lf  +  ^3/  ' 

„  S**  .  .   8Q  .     SR  ,  „da,  .  ^36j  .   _8c, 

und  folglich,  wie  man  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekannten 
Relationen  s^ischen  den  neun  Grossen  Hj,  bi,  C|;  a^t  6a,  c^; 
ct3,  6^,  c^  sogleich  übersieht: 

dP 

(i{ail»i  +  02*^  +  03*3)=  g7  -  <?r+  Ä^, 

f  d/2 

\  pk(cildi+c^M^  +  c^M^)==-^— Pg  +  Qp. 

Wenn  die  Axen  der  r»  l^,  |  die  durch  den  Drehpunkt  geleg* 
ten  Hauptaxen  (Tbl.  XXV.  Nr.  VI.)  des  Systems  der  Hassen  sind, 
80  ist  bekanntlich 

£mn}  =  0,    27mnr  =  0,    2nixn:=zO; 
also 


446    ^mmtri:   iMer  die  BiUmMtekm§  der  ^rmmffifrwuim  4» 

1D  =  0,    «  =  0,    i^ttO 
und  folglich   nach  dem  Obigien: 

also: 

dP     ^dp      8Q_^^ag      dB        dr 

M-'W    li-^'Si'   ^-*S«' 

folglieh  nach  14)  in  diesem  Falle: 

Bn 

15)  .    ^fi(6iilfi+ft.»;  +  Äsilf3)=B|f-(«-il)i7>, 

Br 
liiciMi  +  c^M^+e^M^)  =  tf  gj— (Ü— »)W 

Wirkt  in  dem  Systeme  bloss  die  auf  die  Einheit  der  Massen 
bezogene  Schwere  G,  so  nehme  man  den  positiven  Theil  der 
Axe  der  t  vertikal  abwärts.  Dann  ist,  wobei  man  Tbl.  XXV. 
S.  449.  zu  vergleichen  hat: 

X'=zO,    F=0,    Z'z=mG; 
also: 

JC=0,     F=0,    Z=G; 
folglich : 

Mx—GZmy,    M%  =  '-G2mx,    iKfg=:0; 

and  daher: 

aiMi^a%M%-\-a^M^^G2m{aiy^a^x)y 
biMi  +  b%M%  +  b^M^  =  G2m(fiiy-^b^x), 
CiMi  +  c%M%  +  c^ilfs  =  G2m  (ciy — car) ; 

also  nach  15): 

16)  .    .       ^  fAG-riÄ(6iy-6.a:)=»^-(tf-il)rp, 

Br 
nG£m(cjff  —  c^x\  =  tf  gj  —  (Ä  --IDpg ; 


Drek^  eiim  4iutf«m  mmieriM.  PmktB  um§(nmfßBien  Pmmäi.Hc.  447 
oder,  auch : 

^7)    •      <  (LG(hiZmy-b,Zmx)—-»^-{<t-A)rp, 

hr 
(iG(ei£my  —  e^£mx)  =  tf  g^  —  (Ü  —  V)pq. 

Nach  1)  ist 

also: 

*iy  — M=(*iCa  — c,ft,)|— («r|6,— 6|a,)jr, 

folglich  nach  9): 

«ly  —  «9^  =  f*  (C3I?  -  *«  J) , 

c,  y — c.o:  =  f*  (ftajr — aji;). 
Also  ist  nach  16),    weil  Dach  10)  bekaDiitlich  fi*=l  ist: 

18)    .    .      ^  G2;fii(a3j-Ciir)=»g|'-(tf— il)fy. 


oder: 


dr 
G2m  (Aar— aji?) = €  g^ — (Ü — T$)pq ; 


G(c^2;mij  — 682;jiij)=il^-  (3B  — tf)yr. 


J9)   •    •     <  G(asJSmj-csJSiiirt=»|^-(«-il)i7i, 


448    Grüner t:    Veber  die  E$Uwick0lun§  äer  Gmmd/lMrmMm  äer 

Sind  JIF,  p,  S  die  Coordiuaten  de»  Schiverpunkts  der  Hassen 
m,  ffii,  m«,  m^y....  im  Systeme  der  jrt;;,  so  ist  bekanntlich:   * 


Smx^XSm,    Zmt}=:JpI!my    Srnj^S^m; 


also : 


[  G(csV-6,8)^m=il|P-(»-tf)^, 
20)  •    •    ■   \  GCatS-eiX)2m=-»^-(lt-£l)rp, 

FSlIt  der  Schwerpunkt  der  Masoen  m,  iR|,  m,,  ms,....    mit 
dem  Drehpunkte  zusammen,  so  ist  X=0,  :p=0,   5=0,   also: 

i»|?-(»-«)9r=0. 

21) {»|j-«r-il),^=:0, 

€|J-(1I-»)P9=0. 

« 

Dieselben  Gleichungen  erhält  man  aus  20)  für  6'=0. 

Die  Grussen  p,  gt  r  sind  für  die  im  Vorhergehenden  ent- 
wickelten allgemeinen  Bedingungsgleichungen  der  Drehung  eines 
Systems  um  einen  festen  Punkt  offenbar  von  besonderer  Bedeu- 
tung, und  es  ist  daher  wichtig,  dass  wir  von  der  eigentlichen 
Natur  oder  dem  eigentlichen  Wesen  dieser  Grossen  eine  möglichst 
deutliche  Vorstellung  zu  gewinnen  suchen.  Zu  dem  Ende  wollen 
wir  uns  zuerst  die  Frage  vorlegen,  ob  nicht  vielleicht  zur  Zeit  t 
gewisse  Punkte  des  Systems  in  augenblicklicher  Ruhe  bleiben, 
wo  wir  jetzt  unter  Punkten  des  Systems  keineswegs  bloss  die 
den  Massen  m,  mi,  m,,  »13, ....  entsprechenden  Punkte  verstehen. 

Ist  daher  (jt^x)  ein  beliebiger  Punkt  des  Systems,  so  sind  ^ »  ^/ *  sl 

die  Composanten  seiner  Geschwindigkeit  nach  den  Axen  der 
X,  y,  2 ;  und  soll  also  dieser  Punkt  in  augenblicklicher  Ruhe 
bleiben,  so  muss 

?f_>0     -^-0     ~-0 

3^-"'  a<—"'  dt-^ 

sein.    Nach  11)  ist  aber 


dx        doi        dbi        dci 
öy  _  Sa%       86,       Sc, 

dt  "^ dt  +^"är+^ai'' 

? 

was,  in  Verblödung  mit  dem  Vorhergehenden»  su  den  Gleichungen 

doi        döi        8c|     g^ 

8a,        86,       8c,     ^ 

^8ir+^är+^"8r'="' 

da^  .     86«  .    8c^     .. 

führt.  Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  zuerst 
mit  Ci,  c,,  Cs;  dann  mit  bi,  6,»  b^;  endlich  mit  a|»  a,«  o^; 
und  addirt  sie  in  jedem  Falle  zu  einander ,  so  erhSit  man»  mit 
Rücksicht  darauf,  dass  nach  2) 

8c|         oc^         Scj     ^ 

vOi         811«         8a,     A 

ist,  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

.    Sot  .      8a^  ,      80«.     .  -    861  .      86,  .      86«.        ^ 

j»  8ci  ,  -  oc^  ,  .  Sc«.     ,  ,.  doi  .  ,  Sa,  .  ,  Sa«.       ^ 

also,  wenn  man  die  aus  dem  Obigen  bekannten  Ausdrücke  toh 
p,  g,  T  einfährt: 

9ir— ;it^=0,    |if— rr=0,    r^— f|=0 
oder 

Theii  xxvni.  so 


welches  die  GleichuDgen  einer  dorcb  den  Anfang  der  Coordina- 
ten,  also  durch  den  testen  Drehpunltt,  gebenden  Geraden  sind. 
Diese  Gerade,  deren  Punkte  zur  Zeit  t  bei  der  Drehung  des 
Systems  sämmtlich  in  avgsenbKcUieber  Ruhe  bleiben,  so  dass  sieb 
also  das  System  augenblicklich  um  diese  Gerade  wie  um  eine 
feste- Ax*  dreht,  büt.  man^.  die  fieiwil.li'ge  ode«  angenhliek* 
liehe  Drebungsaxe  (aze  instantanä  de  rotation)  genannt; 
und  aus  der  yorbergebeodeu  Betraehtuag  ergiebt  sich  von  selbst, 
dass  die  Lage  dieser  Axe  im  Systeme  der  gegebenen  Punkte 
selbst  eine  völlig  bestimmte  ist. 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
der  eine  der  beiden  von  dem  Anfange  der  Goordinaten  oder  dem 
festen  Drehpunkte  ausgebenden  Tbeilb  der  augenblicklichen  oder 
freiwilligen  Drehupgsaxe  mit  den  positiven  Tbeilen  der  Axen  der 
jr,  9,  j  einscbliesst,  durch  7»  t^»  x»  ^^  *b^>  wenn  JP  einen  ge* 
wtssen  Factor  bezeFchnet,  nack  den  vorhergehenden  Gleichun^n 
der  in  R^e  stehenden  Axe: 

Fcosg>=p,    Fcosi);  =  5f,    Fcosx  =  r; 

also,  wenn  man  quadrirt  iinii  addhrl^  nach  ejaer  bekannten  Relation: 


folglich : 


cos  9  W  ± -rr=^=!=5=, 

cos  tp = i: 


Vp«+^«+r«' 


cosx  =  4: 


wo  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen. 

Bsi  9A  nun  {xyi)  oder  (jnjfi)  ein  b«liebigef  Punkt  des  Systems 
nnd  V  bezeichne  dessen  wirkliche  Geschwindigkeit,  so  ist  bekanntlich 


=vct)-+(t)V(iy- 


Nu  ist  aber  nach  dem  Obigen: 


8j: 8<ii        86i        fer  ' 


also: 


dt  -'IT +  "8*  +^"5F' 
ftf  -'!< +"8*:^'  8«' 


„<8fl,  86,    'ao,   8»,     8a,   86,| 

+ -*  *  w  1«  +  "St  "äF  +  "ST  •  ■gr  I ''' 

»86,  ,8ci     86,  a^  .  8*8  8c,  j 

+21-8r*ir"^#-#+-8r'8ri^ 

j8c.  8at     8c,   8«,     8ca   8a,j 

Bezeichnet  P  die  EotferniiBg  He»  Punktes  (jryz)  oder  (n^) 
von  der  freiwilligen  Drahan§;«axe,  deren  Gleicliangen  wir  im  Obi- 
gen  gefanden  haben,  so  ist  nach  den  Lebren  der  analytisch^. 
Geometrie  bekanntlich: 

P=\  '^ ^+^+r«  ^ 

Also  ist  die  alf  ein  ^it  der  LtageneiD^eit  aU  Halbmesser  be- 
scbriebener  K^bhogen  betrachtete  Wlokeigeschwindigkeit  des 
Punktes  (:ryz)  oder  (xtf})  bei  der  Drehung  des  Systems  unTdie 
freiwillige  Dtebiuigsaze»  also  oatfiriich  die  WinkelgescbwiDdigkeit 
des  Systems  fiberbaupt,  bei  dieser  Drehung  offenbar: 

. r    •  .,1 

NuD  ist  aber 

=  (7»+r«)x«+(r«+p»)^+(l>*+^j«^2/i^Xi?-2^|-2rpjjr, 
wo  wir  jetzt  die  Theile  dieses  Ausdrucks  einseln  l>etrach>—  i  wlilil. 


Nach  dem  Obigen  Ist 

+  2(0,0,  +  6,6,) -gf*^ 


+  2(o,o,  +  6,6,)^.^ 


also,   weil 


and 


ist: 


^+^-  (^)'+ (%-)'<^)' 


folglich  offenbar: 

also,    weil  aus  der  Gleichung 
lumitteibar 


folgt: 

Auf  dkse  Art  findet  man  überhaupt: 

Femer  bt  Dach  dem  Obigen: 

/8a,  863  .303   a6.\ 

""^^V8F'^  +  "5r'  8<y 


/8a,   861  .  8ai  8*8\ 


also,  wieder  weil 

ai«+6,*+Ci«=l, 

uod 

a|a2+6iÄ2+üiCj  =  0, 

ist: 


•        tKt.l 


1 

folgliek»  wie  iMm  leiqllt  fiod«! : 

I 

Weil  nun  aber 

Uly  80  ist 

hoi         8a,         dog 

aUo  nach  dem  Vorhergehenden: 

/8oi   86i  .  8«,  36.  .  aos   a6,\ 

und  auf  die»e  Weise  erhält  man  überhaupt: 


Dreh,  eines  SifüemM  mäterMJ. ^^tmktewntlmmJkMien  Punkte  eie,4Kli 

''^ -~  V^  •  w*"  "5"  •  5r + IT  • «« j/ * 

/36i    3c,  ,  3A,   3c,     36j   3cj\ 

/3c,   3«,     3c,   3a,     3cs   So,\ 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 


+ 


+ Kit; + r#; + iw;  !»• 

j3a,   36,     3a,   36,     3a,  36fcj 
,„|36,   dci  .  36«  3c,  .36,    3c,* 

und  daher  offenbar: 
od#r 

Also  ist  nach  dem  oben  Bewiesenen  offenbar  die  Grösse  V^p^+q^+i^ 
die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  des  Syst«his  um  die  frei- 
willige oder  augenblickliche  Drehnngsate. 

Aus  den  oben  för  ^•+r*,  i*+p*,  p*  +  9*  gefundenen  Aüs- 
dtOcken  folgt  durch  deren  Addition  die  bemerkenswerthe  Relätiöö : 


4B6  Minäeiim:   Ve^er  die  ßewe^mtg 

uod  fiberbaopt  kSDDte  mao  aus  deo  vorbei  von  mir  gegebenen 
EDtwickeluDgeo  noch  manche  andere  merkwürdige  Relationen  ab- 
Mten,  waa  ich  aber  jetzt  der  Kürze  wegen  nicht  weiter  ansAlh- 
ren  will. 


Ueber  die  Bewegung  eines  magnetischen  Pendels. 

Von 

Herrn  H.  Kinketinj 

Lehrer  der  Mathematik  su  Aar  borg. 


Es  sei  (Taf.  VI.  Fig.  6.)  MCCy  ein  im  Schwerpunkt  C  aafge- 
bängtes  Pendel »  das  sich  nm  C  frei  bewegen  kann,  io  O'  ein 
Elektroroagoetstab  ^  ebenso  in  O  ein  fester,  so  ist,  wenn  durch  R 

ihre  Entfernung  angedeutet  wird,   ihre  Anziehung  =  —  -n^.    Bis 

auf  eine  gewisse  Genauigkeitsgrenze  wird  die  Bewegung  des 
Pendels  dieselbe  sein,  wie  die  eines,  au  einer  steifen  Linie, 
die  an  einem  Ende  fest  ist,  magnetischen  Punktes,  der  Ton 
einem  andern  festen,  senkrecht  unter  dem  Aufhängepunkt  gele- 
genen magnetischen  Punkt  O  angezogen  wird. 


§.  2. 

Es  sei  (Taf.  VI.  Fig.  6.)  der  Aufhängepunkt  in  A,  der  magne- 
tische bewegliche  Punkt  B,  der  in  seiner  Stellung  B'  Ober  dem 


festen  magoetlsciMD  PmAt  O  von  demselben  om  a  entfernt  ist, 
ABssL  Die  Herisontalprojeklion  der  Bahn  sei  JKNPQ;  OX» 
O  T,  OZ  seien  respektive  die  drei  Coordinatenaxen.  Blan  beseiohne 
j^BAB' mit  a,  j^BOX:=g>,  jLBOC=i^»  jLCOi—f».  Die  Be- 

wegungsgleichungen  eines  Punktes,  der  sich  auf  einer  Oberflfiche 
9(^>y»2)=0  bewegt,  sind 


-  ♦. 


dh       du 

WO  17  =/(/Kdd? -f  Ydy-{-Zdt)  das  Anziehungspotensial  ist,  dafi  in 

unserem  Fall  =  »•    Die  Gleichung  der  Bewegungsfläche  des  Punk- 
tes JB  ist 

so  dass  nun  unsere  Bewegungsgleicbuogen  sind: 


dfi  —  ""Ä»+ 


%.       y a) 


WO  A  ein  unbestinimter  Faktor. 

Man  erhält  hieraus  auf  die  bekannte  Weise : 

^dy — ydjT  =  adt, 


I 


• 


5? =2lar(r+a).  ^   .    .        .    (g) 


M'^VLtA-p^  tedeutoa  Mm  cnmL  wilikillick*.ConiteBtMi,  ;«  tot  «e 

ebinig  gibtiten  FMokaosatli  to  der  JT jr^-jBkene^  ^      . 

■Um, ,|t  auszudrücken,  i^  Ist  ajis  jer  Fiftchengleichvng : 

Was  das  doppelte  VorsaiehenbetrUEt«  'sö  ist  zu  bem^rkeo,  dass 
z  Die  grosser  als  AO  oder  l-\-a  werden  kann;  also  ist 

und  somit»    da  Ä*=a?*+y*+i*: 

Ä=V/»+(/4.a)«-.2(/+fl)VP-;r*-y«, 


und  es  tst: 


»■■  .- 


I  ■ 


{.4. 

Ffibrt  man  nun  die  Coordinateo  o  und  r  ein,  wo  r=^CO  ist» 
so  wird: 

*.     j;  =  rcosiD,    jf  =  rsiniD; 

alst>: 

j^_      rdf  1  _  >  _       .^j 

Dies  in  die  erste  und  letzte  der  GIcfichnngen  (5)  eingeflArt,  gibt: 

rWiD  =  «dt,    75^^-f  r»rfa)«=(~+/j)rfl«, 

woraus  durch  Elimination  yön  dt:  ' 

h  dr 


yVP— r« 


Y^iT^-^' 


uod  hieran^: 


*""        V   rV:?rpi V^(|"+  py-a^' 


•    (5) 


>".•. 


V  ist  eine  willkürliche  Winkelkonstante.  Diese  endliche  LOsung 
des  Problems  hfingt  vnn  der  Bntviekelang  eines  elliptischen  Inte- 
grals ab. 


1  >■ 


5.  5. 

Bevor  wir  allgemein  (6)  »reiler  bei^asdelai  unteraiKJMfi  yif 
einige  spezielle  Ffille. 

Es  sei  /  =  eBi,  .^dan«  wird  ««sn^  d-Ji.  dar  Punkt  ist  genu- 
th^ »  sich  auf  einer  Ebene  zu  bewegen ,  die  von  O  um  die  Grösse 
a  entfernt  ist.  Dies  wftre  der  Fall  itift  teiner '  Hügel  Tom  I&lb- 
messer  a,  die  sich  auf  der  Ebene  von  O  beWegt.  Mlf  einem 
starken  Elektromagneten  konnte  dieser  Versuch  ausgeRihrt  wer- 
den und  so  wäre  die  Planetenbewegung  direkt  dargestellt   In  diesem 

Fall  wird  Ä=  V^r*+a*,  und  die  Gleichung  der  Bahn  ist: 


(6) 


X      f 


Fflr  a^O,   welches  teiebt1i«rztisf«nen  iMre',   Wird 

1 

wo  fi=:-;    und   durch  Integration: 

rÄ*=rr  V  *^+  /}fi^(cos  vcos  w  +  sin.vsin  »)  +«*,      ^ 

.  ..      >    f 
oder,  wenn  die  ursprünglichen  Coordinaten  eingeRlnrt  werden: 

AVa:^j|-^=5  VÄ*  +  /5a*(a:cosv+y8inv)+a*. 
Verfügt  man  über  v  so»  dass  v  =  9C,   so  wird 

Es  sei  r^)  die  anf&ngliche  £ntfemung  der  Kugel  B  von  O,  die 
Gestfliwindigkelt  des  Anfi^gsstosses  =fx>,  so  ist  dlew&  Lfaiie  «ine 
Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel,  jenachdem  respektive 

•.<V|- .»>V|. -VI- ■ 

■  :  ■    I  ,  ;  I 

Da 


4fl0  AimM^Hn:  09Ht4l^anmmm§ 


r  = 


A  —  VTPHF??  CO«  (y— «)  * 
•o  folgt,   daas  für  die  Winkel 

der  Dämliclie  Wertii  wiederlcebrt  Geht  der  AnfaDgsetoss  durch 
den  PtÄikt  O  aelbs^  d.  h.  Ist  das  Miaimnin  von  r=0>  also  a=0, 
so  ist 

:rdy— yddPsO.    wbraos  jr^^nur;      '^ 

d«  h.  (die  Bahn  ist.  eine  geradlinige  durch  den^  Punkt  O.     Atfge- 

mein  ist  datf  Minimani  von  r  (Br  «9=:0: 

•    ■    •  ■ '  •     •  ..... 


6.  6» 

Wenden  wir  uns  wieder  der  CHeichmig  (5)  zu  und  entwickeln 
--  nach  Potenzen  von  a*.   so  kommt 


V^+ 


abo: 


V 


Aa> 

+  ^777=^ 


2*r»  ■        -  ,        ,      V-«^  +  2Ar+/Jr»  ^  2 V^/J»r« 

3Aa«  //?— 2a»\  1 

""4V^V~5r"/r«+ 

wenoman  bei  der  sechsten  Potenz  von  -  stehen  bleibt.     Sonach  ist 

T 

kr-a*  Aa*    l      3  *a«(jJ— 2«^  I 

I 

Setzt  man,  da  diese  Curve  eine  hyperbelartige  ist,  den  Win- 
kel für  ein  bestimmtes  r  bei  der  Hyperbel  gleich  v— o',  wenn 
vorausgesetzt  wird,  dass  man  denselben  vom  nämlichen  Punkt 
aus  zählt>  so  hat  man  die  Bahngleichung  in  der  A'F- Ebene: 


■MfMtfmlM  lUmMt.  491 

welche  >iner  Hyperbel  um  so  nSher  komnit,  ^je  grösser  r  t^egen- 
über  a  Ist 


{.  7. 

Ist  ß  negativ  y  d.  h.  die  Curve  eine  geschlosseDe»  so  ist  vor- 
stehende Entwickelung  unstatthaft.  Setzt  man  alsdann  einfach- 
— ß  anstatt  ß,  so  erhfilt  man  dann: 

1  1  lAa«..     3af     l 


.,     3/2A      ««      -\. 3.5/2*     o«     _V    3.5.7/2A    «^    -V 

2A       a* 

•    pr      pr»         ^ 

Dieser  Ausdrack  kommt  einer  Ellipse  um  so  nSher,  je  grös- 
ser r  gegen  a  ist. 


§.  8. 

Behandeln  wir  nun  die  Gleiehuagen  (2)  und  (3)  unter  der 
Voraussetzung y  dass  die  Schwingungen  sehr  klein  seien»  so  kann 
man  (t — a)*  vernachlässigen»  und  les  wird  dann 


2—0=0,» 


2/ 


und  die  Bewegungsgleichungen  mit  Polarcoordinaten  sind: 

a+i 
oder,  da  nun  !?•— r*— J- +  a*,  so  ist: 


4S4  Mimk$UM:  JMir  iftt  Bew60m§ 

weiche  mit  (6)   iosefeni  flbereiiistimiiity    daes,   wenn  man  6  =  1 
eetst,  (6)  heranskoromt. 

Nimmt  man  nun  a  so  klein  an,    dass  a*....  su  TeinachlSm* 
geade  GrStsaen  aind,  so  ist 

'     V'S+P^     ivÄ^*•"5^=;<*'"27+8F>^2^• 
UkBBt  man  j^  verschwinden ,   bo  wird  also: 


80  dass 


1       _^_iq_*;g 


ürfr=  * 


aTp..       -  -      .    *«r     ha* 


2Ar_|},s_«i. 


«fr  A      (t-*-?)*»  ' 

r  V2*r-/Ir»— B»      ?  V(2Ar-|Jr»— «^)»* 

und  aomk: 

,         ,  ha    P  rdr 

wo  o'  ^  V  den  Werth  des  Winkels  bedeutet,  wenn  die  Curve  eine 
Ellipse  wäre. 

Die  Integrale  rechterhand  sind  wieder  periodische  Funktionen 
von  r,  mehr  einem  Glied  von  der  Form 

2l(2Är—/Jr» -««)••. 
Um  in  diesem  Falle  die  Maxima-  und  Minimawerthe  von  r  au 
finden»  so  muss  wieder  t-=0,  also 

2*^      -/?,«-«» =0 


Va'+rH 
oder 

sein. 


0ines  mm^ueiU^Un  Mukim  '-4f5 

Diese  Gleichung  gibt  eeefas  Werthe  fflr  r,  wiotvo»  aber  nar  ztrei 
reell  sind ,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann.  Ffir  diese  Wertbe 
wird  dann  wieder 

Die  Projektion  der  Bewegung  ist  also  keine  Ellipse,  dagegen 
hat  sie  eine  groese  and  eine  kleine  Axe>  die  aber  den  elliptischen 
nicht  gleich  sind.  Dieselben  stehen  jedoch  senkrecht  auf  einan- 
der und  sind  gegen  die  elliptischen  um  den  konstanten  "Winkel 
B  geneigt. 

§.  IL 

Bei  den  vorhin  betrachteten  Fällen  wurde  als  Bahnprojektion 
eine  Curve  zweiten  Grades,  resp.  eine  lEIlipse  annfthernd  gefun- 
den, deren  Brennpunkt  in  O  liegt,  für  welche  der  Flächensatz 
gilt  und  die  somit  die  planetariscben  Gesetze  ziemlich  anschau- 
lich darstellen.  Lamont,  von  dem  diese  Ideis  herrflhrt,  machte 
davon  im  Winter  1853/54  Gebrauch  in  seiner  Vorlesung  über 
populäre  Astronomie.  Wir  wollen  zum  Schlüsse  dieser  ersten 
Abtheilung  noch  den  Fall  betrachten,  wenn  a=(x,  d.h.  wenn  die 
magnetische  Kraft  senkrecht  auf  die  Ebene  XY  wirkt.  Es  ist 
dies  der  Fall  eines  in  Folge  der  Schwerkraft  freischwiilgelidbn 
Pendels.  Die  beschleunigende  Kraft  in  der  Richtung  der  Anzi^h- 
ang  sei  — g,  so  werden  die  Bewegungsgleichungen ,  wenn  der 
Coordinatenanfang  in  B*  angenommen  wird: 

woraus  man  erhält: 

aus  denen  %  und  i  zu  eliminiren  sind.  Die  erste  GieSchnng  stellt 
den  Flfichensatz  dar,  die  dritte  gibt  die  Geschwindigkeit  von  B 
in  seiner  Bahn.  Man  erhält  aus  der  zweiten  Gleichung,  wenn 
:r*  -f-  jy*  SS  r*  -gesetzt  wird : 

f  =  /-V/«— r»,    abo  dt  = 
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•ohstitüirt  vui'jlies  in  4i«<  d^tte  6iokh«ng  Md  bcunariUil  dass 
9dT^si»dM'\-ydjft  00  gebt  di^elhe  fiber  im       ... 


i  •    •  •     . .  :  (  • 


Aas  dieser  ubd  der  eretea  GleiehflDg  dt  elfaniMfl»;  gibt 


M^ti  nijire  PolarcpcirdiD^teD  etn: 

■•..••  .  •  ,«   .  ■      f  .      . 

80  jg;eht  obige  Gleichung  über  in : 

-  -       •  •  .    ..    .i.    .' 

vi*ora«8  Qifui  0»  ailgj^mein  darstellen,  kann«,    Wir ., betrachten  aber 

bloa  deo^  epe^iell^n  Fall^   wo  die  Sqb^'ingungen  sehr  klein  ein^ 

80  da98  man  n*  gegenfiher  />  vernaqblSasigeA  darf ;  d^^nn  wird  ' 


oder 


'==""2/     *    "^'^ 7~ 


60  dass 

r^d(ü  =  adt,    dr^^r^d(o^+—p    =(- '5^  +  13)^^2, 

und  wenn  noch  r^  neben  P  vernachlMssi&^t  wird,  durch  Elimination 
von  dt: 

oder,  wenn  die  Grösse  in  der  Klammer  in  swei  Faktoren  aertegtwinl': 
_        aVl  dr 

Setzt  man  der^  KfiKze  wegen 


2if  +  V   ig*       ff-"'    2g      \   4g*       g-*^' 
80  wird  durch  Multiplication  dieser  beiden  Ausdrücke  nit  ehiander : 


80  dass  dod: 

a6rfr  ,   bV^^ 

d(o  =  — ^  — ^  ,    woraus  od = v  +  arcsin  — ^.  • 

Das  Maximum  von  r  ist  offenbar  r  =  n.    Ffir  diesen  Wertb  sei 
00=0,   also  v  =  0,   so  ist  hieraus: 

610  0)=-— :;•    — ^~» 

woraus  schliesslioh,  wenn  die  rechtwinkligen  Coordinaten  wieder 
eingeCuhnt  werden:  • 


die  Gleichung  einer  EUipBe,   deren  Mittelpunkt  in  £',   senkrecht 
unter  dem  AufhSngepunkt  ist, .  wie  bekannt 


§•  12. 

Im  Bisherigen  wurde  nur  je  Ein  Pol  der  beiden  Magneten 
berücksichtigt.  Es. soll  nun  noch  kurz  die  Berechnung  aufgestellt 
werden  für  d^n  Fall,  dass  beide  Pole,  jeder  als  Punkt  betrach- 
tet, in  Betracht  kommen.  Alsdann  haben  wir  zwei  Abstossungen 
und  zwei  Anziehungen,  nämlich  (Taf.  VI.Fig.7.): 

von  ilnaoh/>y  Anziehung -s—Sj^; 
von  A  nech  Q  Abstossung  =  -f  -^^ ; 
wm  £,naich  C»  ,Anziebung'  =^'*~]S^* 

Uli' 

von  B  nach  D,  Abstossung  =  -f  njj^  9 

welche  wir   näher  bestimmen  wollen,   für  den  Fall,   dass  in  der 
Ruhe  D  auf  iiaiit 

31* 
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8.  13. 

Abstossang  von  A  nach  C    Die  Reduktion  senkrecht  raf 
die  Linie  DO  gibt 

,co8a. 


Dies  auf  den  Punkt  D  reduzirt,  gibt: 


^cosa.f  — ^  h 


Es  ist  nun: 

AC^  =  /•  +  (/— a)«— 2/(/— o)cosy 
und 

co»y-l      2p,    cos/J-3C-V^+(/-«)*-2/(/-a)cosr' 
und  somit  also  die  Abstossung  von  A  nach  D  gleich 

Anziehung  von  A  nach   C.    Wird  dieselbe  auf  die  Ri< 
tung  von  A  nach  />  reduzirt,  so  erhält  man  auf  ähnliche  Weise: 


I 

Die  Abstossung  von   B  nach   />  wieder  ebenso  auf  A 
nach  D  reduzirt,  gleich 

§.  14. 
Die  Gemmmtanziehnng 'Von  A  Dach  />  ist  oonach: 


ftfuM  magueHiekem  Peuäei».  4flB 


und  die  BewegungsgleichuDgen  sind  demnach,  wenn  man  noch  die 
Anziehung  der  Erde  berOckaicbtigt : 

dfl- R  +*"*' 
ifz      zT 


9.  15. 

Als  Spezialfall,  der  wohl  in  der  Praxis  der  branchbarate  ist, 
sei  l:=a,  d.  h.  der  bewegliche  Magnet  hat  seinen  einen  Pol  im 
AnfbSngepnnkt;  dann  wird  blos  noch 


V4(/.^6^-(^7ä. 


Ä.-VlP=]Bi  ,6.+  (+*Ä.,i 


Gibt  man  dem  Pendel  eine  Kreisbewegung,  nnd  zwar  macht  man 

so  verschwindet  anch  das  zweite  Glied  in  T,  und  es  tritt  der 
interessante  Fall  ein,  dass  dann  blos  noch,  wie  beim  einfachen 
magnetischen  Pnnkt, 

Zur  AbUrznng  wurde  k  (ür  ^iJ  gesetzt. 


$.  16. 

Nimmt  man  die  ScbwiDgungen  so  iütin  an,  das«  x^  za  ver- 
naclilSasigen  ist,  so  Icsdh  man»  da  alsdann 

Ä*=r*  =  2i/,    also  «  =  0/» 

obig;en  Aosdraek  filr  T  nach  absteigenden  Potensen  von  I  ord- 
nen« wobei  die  zweiten  und  höheren  Potenzen  von  j  weggelassen 
werden  können ,  und  man  findet  dann; 


."»  : 


T_     A  g*  ...  3      {b-a)B*    . 

'B'~|(a+6)>  +  Ä«|«''^®  («  +  *)"  +  *" 

.__Rä_         2a»  +  Sa/Z».  .        ÄA 36/Z« 

und  für  die  spezielle  Annahme  6  =  0»  d.  h.  dass  die  beiden  Mag- 
netstäbe die  gleiche  Länge  haben: 

-,_      h  Rh  21ZA  g        R 

~     ^     (4o«+Ä«)*     (««  +  Ä»)*     ^(o»+Ä")* 

Hiervon  ist  das  Potenzial: 

Ä  A 2A  flA 

""Ä  +  V4a«+Ä«     V^«+"Ä*     /V^oHÄ«' 

80  dass  man  endlieb  für  den  Fall  b=za  unter  der  Annahme  sehr 
kleiner  Schwiogungen  und  unter  Nichtberücksichtigung  der  Schwer- 
öl 
kraft  erhält«  wenn  man  -^  vernachlässigt: 

wo  0»'  wieder  den  elliptischen  Babnwinkel  vorstellt 


I  • 
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t  • ' 


.  •  I 


I  . 


Zur  sphärischen   Trigonometrie. 

Von  ' 

Herrn  Cu^laii   Skrivan, 

Lehrer  der  Mathematik  an  P.JHika's   Erzteliuhgf-lnttitnle  zu  Wien. 


-  -Wdnn  die  drti  IIob«fip«rpendikel  dyes  ebenen  Dreieckes  be* 
kannt  sind,  so  kann  das  Dreieck  aufgelöst  winden.  lob  will  diese 
Aufgabe  för  ein  sphärisches  Dreieck  lusen,  wenn  fiir. dasselbe  die 
drei»  von  den  Scheitelpunkten  (der  Winkel  auf  die  ihnen  gegen- 
iiberliegendeh  Seiten  gezogenen  Normalbugen  (Hclfaetiperp^Ädikel) 
bekannt  sind. 

Zuerst  werde  ich  einige  Formeln  aufst^lfi^n,  welche  die  Rela* 
tionen  zwischen  den  Seiten,  Winkeln  und  Hnhenperpendikeln  des 
sphärischen  Dreieckes  bilden. 


•  i 


Es  sei  (Taf.  VI.  Fig.  8.)  ABC  ein  sphä^rlsches  Dreieck,  des- 
sen Seiten  BC=a,  AC:=sb,  ABx=;4;.  und  die  Winkel  A,  B,  C 
sind. 


Ferner  sei  der  Bogen  AE=ihi  (Hühenperpend.)  senkrecht  auf  a,^ 

*9  »      BF:=zh^  ^    .  .     Mf  »r   4#- 

Setzt  man  noch  der  Kürze  wegen: 

BE=:aiy  CE=rcr— öi  and  ^BAE±zAi^  ZC^J5f=±-^— -4i, 
CF  =  6i,  i<FaÄ--6|  „  ^CBF:^Bi,.j^ABF:dAB^Bi, 
BG  =  Ci,  i<C=^k--V  H    ^ßCG^Ct.^^ACG±sC'-'Ci; 


473'  8Mr4f^mm^.^^Mr  $pkäri$fken  Tri§9mmHfi9. 

80  ist: 

sin  c  siD  £  =  sin  6  sin  C  =  sin  A^ ,     . 

sincsin^  =8ina8inC  =8ioA^,    >...(]) 

sinösin^l  =  8ina8in£  rssinAj.     / 

Multiplizirt  man  die   zwei  ersten   Gleichungen   und  dividirt    das 
Produlct  durch  die  dritte  Gleichung,  so  ergicbt  sich: 


sin  6  sin  C sin  c  «n  A  ^  sinAi  sinA^ 
"•        sin  6  sin  ^  sinA^ 


oder 


i  sincsioC=   .  ^j^^      . 

ebenso  .l„Ä.I„B=?iE^IL*» ,    \ (2) 

sin  h^ 

,       .     .     sin  A*  sin  A« 

«in  asm  A = ?il —  • 

sinAi 

Sind  daher  die  drei  Hohenperpendikel  nebst  einer  Seite  oder  einem 
Winkel  eines  sph&rischen  Dreieckes  bekannt,  so  kann  man^beüeh- 
nngsweise  entweder  einen  Winkel  oder  eine  Seite  mit  Hülfe  der 
Gleichungen  (2)  flnden. 

Plvidirt  pian  in  (2)  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite,  90 
ergiebt  sich: 

sine      sin  C      sin  A^ 
sin6  "^  suTB  ""  sin  Aj ' 


.  sine      sinC       sinA«    f  ^ 

wie  auch  •  —, —  =  -. — ^  =    .    h   »  }       W 

sina      sin^l       sioAg 

sinft      sin^ sinAi , 

sina      sin^^       sinAs' 

d.  h.  die  Sinusse  zweier  Seiten  eines  sphftrischeu  Dreieckes 
stehen  in  umgekehrtem  Verhältnisse  mit  den  Sinussen  der  ihnen 
zugehörigen  Hohenperpendikel. 

Ferner  ist: 

cosJ^cosA^sinC^— ^^i)=cosAs8in(C — Ci), 
couß^seoBhiSinAi  ^cosA^sinC^, 

cesC=:cosAiSin(il  — ili)  =rcosAtsini9i; 
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woraus  folgt: 


cos^      8in(il — AxY 

cosA| sin  (\ 

cos  A3      sioili  * 

cosAa"^s»(Ä-JJi)* 


(4) 


Da  aber 


sin Bx      sin &x  . «'» (o — «i)  sinAsinAi 

sin (/4  —  ili)  "^  sin a  '       siiiö      ""  sin a sia(a  —  ai) 

•    » 

isty  ^nd  setzt  man  in  diese  Formel  ans  (3)  fllr  -; — -  den  Werth 

sinn 

»inAf 

-5— T*,    se  folgt: 

sin^i  sinAi        sin6| 


sin(il — A{)      sinA9'8in(a — Oy)* 

und  endlich  dieses  Resultat  in  die  erste  Gleichung  in  (4)  geseilt, 
giebt: 

cosAf  _  sinA^        sin&i      . 
cos  A^""  sin  A^ '  ^in  (a  —  Ol) 

oder 

tgAji  _       sinA| 
tg*i  ""VmCa  — öl)' 

tgA,      sin  cx               \  ,^. 

ebenso  t"P;  =si;^/  \ (*^)    - 

tgAg  __slnct 
tg^^sKttZ;' 

Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  enthalten  die  Relationen  zwischen 
den  Höhenperpendikeln,  den  too  ihnen  gebildeten  Winkeln  und 
Segmenten  der  Seiten  eines  sphärischen  Dreieckes. 

Sehr  einfach  ergeben  sich  noch  die  Gleichungen : 

sin  Ol  _  ^^       sinif| 

sin  (6—61)  "  sin(Ä— Äj)' 

.   .  •    »     *  7    •    *    •    -    (8)    - 

sin  Ol sm^i 

sinci       oinQ 


'»..■ 


•l      •»         '.•  M 

•  •  •  •   U*  8«  w« 


''  >  •\  \\ 
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Aus  der  bekannten  Formel 


sin  J?  sin  C 
folgt: 


cos  n  sin  ß  sin  C—- cos  il=  cosAcosC, 


und  wenn  man  diese  GieiAung M|Mflrirt/  so  ist:« 
co8*asin^£sin^C— 2cosacoSilsini9sin  C-f-  cos^il  =  coa*Bcos*C^ 
welche  G)eicbung  sichJefcbt  auf  .folgende,  r^ducirt : 

%siSr«io  *C^d^ + S^cos  a  cos  ^sin  Bßin  Orsin^A  =  sin  ?/?  ^  ein  «C 

•  •   •  • 

Verbindet   man   diese   Gieicbung  mit  jenen,   die  in  (l)  und  t^) 
vorkommen,  so  erglebt  sich: 

sin'Aj    ...    .0       u     ^.j  #Mtain^.sin*Atsin*Aj    sin^A^-hsin^A, 

-y-a— .sm*Ä«+2c08'dC0Sif . 5^5 "+  '   9L     -   a   = -^^ -* 

sm*a  ^  sin'c       sin%  sm^a  sin*a 

und  daraus  ist: 

.     sin«Äi  (sin^4^+sin«Ä^)»--sin*iiisln«A,(l  +sin«A,) 
cos  acos  J  =  -       ^sinSAisinA^sinÄT ' 

ferner  folgt  aus  (2):  ^  (j) 

,     .       sin  A2  sin  AI 

sinasinil  = ;    *     "  * 

sin  Ai 


,  1 


Wird    diese   Gleichung  von    der    vorhergehenden   subtrabirt,    fi4i 
erhält  man: 

cos  a  cos  A  —  sin  a  sm  ^  «==  vcos  (a  +  A) 

_  gin^/^(siD*Att+8in^3)-<Hsing*i)sin«A88'm«A8-2sinAt8in«Aaj8in«A^ 
"TJ"  '  2sin^A|SmA2fiin^3  :        * 

Substituirt  man  diesen  Wertb  von  cos(aHh^  in  die  Formel 

*  i   .  • 

■         •         I  ,  • 

ja-\-A       l+co8(o  +  ^) 
«»8-5—= 2~ ' 

SO  Ist  nach  einer  leichten  Reductiou: 

». 

ja-\-A  _  8in«Ai(siD*Aa+8iii«Ag)»-8in«&,8in«A,(l  +sinAi)« 
CO««— 5—  —  4siD«AisinA.siD)i, 
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Auch     kann    man    in     diesie    Gleichung    anstatt     1  -f  sin  A| 

Ai 

=  2sin*(45*^+^)  setzen ,   also  : 


4       a^^A 
cos  — n. — ' 


A      )  (^) 
1     4/  [slnAiCsinAa+sinAa)]«— [2sinAa8inA8.sin«(45Hif)]  | 

""äsinÄi  sinAsSinAs 

Addirt  man  die  beiden  Gleichungen  (7),  so  Icann  nach  demselben 
Verfahren,   wie  cos — s —    gefunden    wurde,    die    Gleichung    ftlr 

cos — Ä —  gefunden  werden;    dieselbe  ist  folgende: 


cos 


1 


V 


2 


I 


[sinAi  (sin  A24'sinAs)]«-[2sinA2sinAtsin»(450-  ^)]« 


2sinAi  ^  6inAssiD'A4        .. 

Auf  dieselbe  Weise  entwickelt  man  buch  di^  Gleichungen  Rlr 

b±B       .         c±C 

cos — ö —  und  cos-^rt — • 

Somit  ergeben  sich  folgende  Formeln: 

a±A 
cos  — rt — 

A,        IW 
1      a/  [8inAi(sinAa+sinA8)]»-[2sinA28inA88in«(45o±^)]«   ( 

"~2sinÄi  ^  sinAssinAg 


6±Ä 

cos — s — 


W  [sinAaCsinAi +sinAa)]«-[2sipA|.sinAjsin*(45H^? j 


(10) 


2  sin  Aj  sin  A|  sin  A3 

ci:C 


cos 


^j      W[sinAa(sinA|+sinAJ]a-[2sinAisinAa6in«(4ÖOi:^)]»P    ^ 
""2  sin  A3  slnAisinA; 
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bt  das  Dreieck  gleicbscbenidig,  «9  dass  z.  B*  6=Cy  alsdann 
auch  B=zC  iaty'se  bit:'  '  **       f' 

«ioAi  ^^^[-  cosi<J^+«Ä)coai(2B- J).coa4 
oder 


8inAi=— ^  \-coB(B+j)  cos  (Ä  -  j)        (16) 
2.ln2 


•  I 


r« 


.   »«Uli  Ih  i        I  I     i  .     ■■>■■■• 

2slns       ;        . 


In  diesem  Fall.e  ist  h^=:A^^   und  datier  auf  dieselbe  Art: 

sin  As = sin  A,  (17) 

i^^^\['-^6s(Bi-i)coB(B-^f)  =  --V  V"»WHa)sln(Ä-|). 
'i«n#  •  "*'  "*      2slh5  '*^  * 

Sei  noch  a^rib^c,  alsdann  ist  auch  A^=:B=s  C;  mithin  ergiebt 
sich : 

8]nA|=smA2=s]nA3=        jw  — cos-ö-=       ^V  sin^.  (18) 

2sin2  2sin^3  ^         '^ 

Setzt  man  A  =  90^»  so  Gbergeht  A3  in  6  und  h^  in  c;  dann  ist 
die  zur  Uypoten«se  gehiirige  Hohe  ^|  neeh  zu  bestimmen»  wofür 
man   erhält: 

(19) 
«ioAi^iy  ^.qo^(46-|^-^)cos(46+-ip)eos(46 — 5-)cps(45- -ng-) 

.!■     :..■     ■'■■■■''  ;_^  •■  ■  ■    '■ 

=  iV— sin(Ä+C)sin(B— C) 

=  1  Vsin  (6  +  c)  sin  (6  -  c). 

''     WaÄ  nuii  Jlie  £titfernung' des  ^nlctes  O  voti  den  drei  Seiten 
anbelangt,  so  setze  ich  OE=ni,  OF=:fi^,  06= /ü,;  alsdann  wird: 


II 


Da  aber  '  .  .  -.•■•.••    «n  t!-  ••♦I  '-■'  • 

ist,  so  folgt: 


■  .1»; 


und^^en  so: 


♦SM>^^-ko»l5^««*gC'  (2») 


i '    • 


Setzt  man  in  diese  Gleichungen  anstatt  der  Cosioasse  der  Sei- 
ten die  ihnen  angeborigen  Winkelfunctionen ,  so  ist  nach  der  ge- 
Mrigen-Reduction : 


>  I 


_  co8i44-co8J3cosC     .      ^    ,       ^  «  cos^ 


und  diMraus: 


ebenso : 


s'^n(A|  — fti)  _  cos  2<qftsA^  . 
sin  |[i|  cos  iß  cos  C ' 

^  S?n  (Ag  —  ^)   cos  Jg  €08^2 

sipfi^  ..coa-4co«jC  ■ 


(23) 


(24) 


«    • 


%\xi(h^  — fia)  _  cos  C cos  A,  ^^  , 

cosilcosB^  ^    ^ 


t    ».: 


« 


5.2. 


.1^  .'.l-  . 


Halbirt  man  die  Seiten  a,b,  c  des  sphäuschcLQ  Dreiecks  ABC 
(Taf.  VI.  Flg.  9.)  und  errichtet  In  den  Halbirupgspuntten  i»,  £,'  J^ 
dfe  Niirmäfbögen  OD=pi^  QE:=p^^  0F==ipy^  so  ifi  der 
Durchschnittspunkt  dieser  Normälbogen,  ()^  der  Mittelpunkt  des 
um  da«  Dreifck  il^jQ  befchp^benen  Kreises»  wobei   O'M^&C 

Setzt  nian 


und     ^\       V  I  '\        •  ' 

^AO^Mgiw   ^AO'Bzä'^^)  jLA^C^t\ 


^•;:. 


80  bt  leicht  la  erwemn,  dass 

ist    Wenn  man  aus  dieser  Glelcbong  in  die  bekannte  Formel 

sin^tgi7i=tgpi 

den  Werth  fflr  Bi  sabstituirt  und  dann  sins-  mittelst  der  drei 
Winkel  des  Dreieckes  ansdrOckt»  so  folgt: 

Nacb  denuelbeo  Terfabren  gelangt  man  xu  den  Gleicbongen: 

tgp.=tgi(^+c-Ä)\ isn^fiTc '^^> 

tgft-tgl(^+Ä-C)Y  «Beging •  (») 

Hieraus  Ist  ersichtlich ,  dass  aus  den  drei  Winkeln  des  sphäri- 
schen Dreieckes  die  Abstfinde  des  Mittelpunktes  des  umgeschrie- 
benen Kreises  berechnet  werden  können. 

Es  lassen  sich  folgende  Gleichungen  ganz  einfach  ableiten: 
cos^=G082  sinBi9    cosg-=cos28in(Ä— Äj),   cos|=cos5sin^i; 

verbindet  man  diese  Formeln  mit  jenen  in  (26)  und  substitoirt  ffir 
die  Cosinusse  der  Seiten  die  bekannten  Winkel -Ausdrücke,  so 
ergiebt  sich  nach  gehöriger  Rcduction: 


9>         .     1/». />       ^,i/^C08i(2<+Jg-C)C0S|(il-fC^fl)     ^^ 

cosf=«nl(ß+C-^)V  sing  sin  C "' <30; 

cos5^-.smi(J+Ä-C)\  sinÄBinB '   <3I) 

cos|=s.nl(^+C-Ä)\  — ,|„^,t„g i.  (32) 
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Wie  man  nun  aus  deo  gegebenen  Winkeln  des  Dreieckes  die 
Entfernungen  des  Punktes  O'  von  den  Seiten  bestimmt  hat»  so 
lassen  sich  auch  die  drei  gleichen  Entfernungen  des  Punktes  O' 
von  den  Ecken  A,  B,  C  des  Dreieckes  sowohl  durch  die  Win- 
kel, als  auch  durch  die  Seiten  ausdrücken.    Denn  es  ist: 

cotg  Q  =  cotg  pi  cos  2  =  cotg/^  cos  n  =  cotg/is  COS  ^  >       (33) 

nnd  wenn  man  aus  den  frGheren  Gleichungen  flir  pi   und  ^  die 

Werthe  substituirt,  so  ergiebt  sich  nach  einer  leichten  Reduktion 
die  Formel: 

(34) 

,   .  cosi(^  +  g+C) 

V— cosi(ii+Ä+C)cosi(ii+5— OcosJ(ii+C'— Ä)cos4(Ä+<?-ii) 

Sind  die  Seiten  des  sphärischen  Dreieckes  gegeben ,  so  lässt  si<9i 
diese  Formel  mit  Hülfe  bekannter  Gleichungen  der  sphSrIschen 
Trigonometrie  leicht  auf  folgende  bringen : 

(36) 

2sin  ä«sinö*sinA 

Vsin4(a  +  6  +  c)sini(a  +  6  — c)sin4(a  +  c — 6)  sin  (6 +c—a) 

Wenn  die  drei  Abstände  pi,  p^,  p%  nebst  einem  Winkel  des 
Dreieckes  bekannt  sind»  so  lässt  sich  das  Dreieck  anfldsen.  Denn 
es  ist: 

sinjps  =  sin^sin(^ — Ai), 

sin  p2  =  sin  ^  sin  Ai ; 


woraus  folgt: 


m\n{A — Ai)       sin/», 
ainAi  sinp2 


oder 


sin^l  cos  Ai  —  sin^lt  cos^l  __  sinjgg 

BinAi  sin;!^' 

so  aueh 

X     A       siopacos^-l- sin  tite 
cotg  Ai  =  — ^-^—. — ^ ; 

weil  aber  cotg if i=  sin ^  cotg jd^  ist»  so  muss  auch 
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sin  Bsin  C 


*«=<^-45«)V 


oder: 


^   /B+C     «oNi/  —  co8(Ä+C)  ,.,. 

tgPi=tg(-2 45«;V    2sinBB\nC'  <*'> 

Ferner  folgt  aus  (28)  nod  (29) : 

(42) 

W.KO     /y-cV  -eo»(46o+^)co,(450-  gjlg) 
tgp.  =  tg(45o __)Y __ 

«-  r  4/  -co8(45«  +  ^±^)  8in(45o  -;^^) 
tgp,  =  tg(45o  +  ^)V ^5i^ ^—' 

Die  Gleichungen  (34)  und  [a]  gestalten  sich  lu  nachfolgenden: 


'2.co8(46o  +  ^-t?) 


**"*^       V— C08(Ä+C)C08(Ä-C)' 


(43) 


.   6       sinpa 
sin,^  = ^. 


2       cos/i^  / 

Endlich  folgt  aus  der  Gleichung  (37)  die  Gleichung  flSr  die  Hypo- 
tenuse, n&mlich: 

^^•1  =  ^  ^  8in(90o+p4+;^)8in(90o+p^-;^)       (44) 

1        r 

=  — —  V  cos  (pa  +  Pa)  cos  (/i, — jj^). 

Da  Im  gleichseitigen  sphärischen  Dreiecke  Pi=P2=Pt  ist»  so 
folgt  aus  der  Formel  (27)  wegen  AzizB^Ci 


V'6A         A 
'"ÜZlüÜ L_4/- — Ä — o 
*       ~~  8io«J         -„     ^\  -coej.coe-g-. 


2C08*5 


Au  (30)  erhalt  man: 

C08*2 

daher  9>  =  120». 
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Aos  (33),  (34)  und  (36)  folgt,  mit  Berficksichtigang  der  letzten 
Formel : 

cotgp=  icotg;>i 
oder 

tgp  =  2.tg;?i, 
also  auch: 

tgpi:tg^  =  l:2,  (47) 

3A  

^^^"2"  l     ^         3A        A    ,^^ 

^^         A^  3A        A  A^  '^  2    ^    ' 

0085"  W    — COS -3-.  COS  2        ^"*   2 


2sin«J 


^^=7r==^==iZ'  m 


V 


.    a      .    3o 
8in  ä  •  sin  TT 


Endlich  erhält  man  ans  (37): 

cospi  sin  Ä 

Ist    in    einem    Dreiecke   a  =  6=:c  =  U0^9    so    ergiebt   sich 
aus  (49): 

und  aus  (47): 

tgPi  =  i  V2. 


§.3. 

Wenn  man  die  Winkel  A,  B,C  des  Dreieckes  ABC  (Taf.  VI. 
Fig.  10.)  faalbirt»  und  die  halbirenden  Transversalen  AO",  BO", 
C(y  mit  V|,  r2»  v^  bezeichnet,  so  ist  bekanntlich  O^  der  Mit- 
telpunkt des  In  das  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises.  Daher  sind 
auch  die  Abstände  0''D,  OT,  0"E  des  gemeinschartlichen  ^ 
Durchschnittspunktes  O"  der  Transversalen  von  den  Seiten  unter 
einander  gleich.    Setzt  man  nun  : 
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O'JDrtiyF^O^E^T,    ÄF=^my,    BD^m^i    CEzMs, 

so  sind  auch  folgende  Gleichungen  bekannt: 

2lF=2l£=iiii  =  t(Ä  +  c— a),  \ 
BD=BF=m^=::i(a+c-rb),  >  (51) 

CE=CD  =  iii8=:i(a+6-c).  ' 

Wenn  man  In  die  Gleichung  cotgVi=cotgmi .  cos  ^  ß^  ^i  <^0'  (^1) 

A 

den  Werth  setzt,  nebst  dem  auch  cos»  mittelst  den  drei  Seiten 

des  Dreieckes  ausdrOckt,  so  folgt: 


cotgüi=cotgi(6+e-a)\  sin6sinc ^  (52) 

ebenso  ergiebt  sich: 

cotgf^  =  cotgi(a+c~6)\  sinaBinc '  ^ 

.                *  1/    1  A     v4/sinKa  +  6  +  c)sinUäHh6— c)     ^. 
cotgü,  =  cotgi(a+6-c)\  ^ioa8in6 '    ^^^ 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelusl,  ans  den  drei  Seiten  des  sphäri- 
schen Dreieckes  die  winkelhalbirenden  Transversalen  zu  finden. 

cotgg-  ^ 

Wird  in  der  Gleichung  cotgr=-; — Uh4^ — ^3-7  die cotg^- durch 

die  drei  Seiten  des  sphärischen  Dreieckes  ausgedrückt,  so  gelangt 
man  nach  einer  leichten  Reduktion  zu  der  Formel: 

.        sin  l(a  +  b  +  c) 

cotgr=  ^ =;  (55) 

V8inl(a+0+c)sinJ(a+6— c)sini(a+c— 6)8ini(6+c— a) 

nun  ist  aber  auch 

8ini(6  +  c— a) 

_y'-cosiiA+B'i-C)cosi(A^B-C)cosHA+C'-B)co8i(B+C-^A) 

"  ZTa     b     c  ' 

Ssiuä  cos -5- cos  ö" 

roithin  kann  man  aus  der  obigen  Formel  ebenso  erhalten: 

cotgr  (50) 

^      A       B       C 

2  cos  ir  COS  "2  cos  -q 
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Diese  Formeln  etelleo  die  Rektioneii  Tor  zwinchen  den  Seiten 
oder  Winiceln  und  dem  Abstände  des  Mittelpunktes  eines  in  das 
•phärische  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises. 

Bezeicfaoet  man  die  Winkel  A  0"F,  O'BD,  CO''E  mit  o>i,  o^,  a^ 
so  ist:  ^^ 

Da  nun 

.         r       .      V      cosa  —  cosv.cose« 
cosoi  =  cotgeitgr   und  cos(»a  +  ö)8)  = ginrasin^ 

ist»  ebenfalls  aber 

cos  »1  =  cos  [180®  —  (cD^  +  »a)]  =  —  cos  (m^  +  eog) , 

so  muss  auch 

cos  r«  cos  ©• — cos  a 
"  *   ^  8iur2Sinv3 

sein.  Daraus  erhält  man  nach  einer  leichten  Reduktion  die  Gleichung: 

cos  a  =.  sin  v%  sin  1%  cotg  r|  [tg  9|  cotg  r^  cotg v^  — ^g  **]•       (ß^) 

Setzt  man  hier  tgoieotgr^cotgos  =  tg|x»  so  Qbergeht  die  For- 
mel in: 

cos  a  = z •  sio  (si  —  r).  (Ooi 

cosrcosli  \w       /  X    / 

Nach  demselben  Verfahren  gelangt  man  zu  den  Gleichungen: 

sin  ü|  sin  »3  cotg  r^     . 
^^•*  =       cosrc-;^^^—  •^'"(^  "'">•  P^^> 

wobei  tg$s  =  tgt72Cotge|CotgV3  ist;   endlich 

« 

sinü|SinüaCotgC3     . 

cos  c  = * -T — '  •  s>n  (Ss  — r) ,  (80) 

cosrcosls  \99       /»  \    / 

und  hier  ist  tgl3  =  tgo,  cotg  Si  cotg  r«. 

Mit  diesen  Formeln  lassen  sich  die  drei  Seiten  des  sphäri- 
schen Dreieckes  berechnen,  wenn  ausser  den  drei  winkelhalbiren- 
den  Transversalen  noch  der  Abstand  des  Mittelpunktes  des  in 
das  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  gegeben  Ist 

Ist  das  Dreieck  gleichschenklig,  .wobei  a  =  6  wäre,  ao  muss 
•och  e|  sse^  sein;  dann  erhält  man  aus  (57): 

cos  Ol 

cosÄsr  ^^cosCri— r),  (M) 

OTd  aus  (60)  folgt: 
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GOsc>scotgeg[tgf)^-- (1-f  tgr)8lo%»i];  (83) 

ebenso  erhält  man  aus  (52) »  (54)  nnd  (55)  die  Gleichungen : 


c  c 

cosj  sin  (a  +  g) 

^isinö 


(63) 


cotge9  =  cotg(a— ^ 


c  c 

8in(a  +  2)sin(a-.g) 


sinasmc 


sin(a  +  g) 

"""•=T.tJ  .......    ».•  <"' 


V 


•in  2  \  »«n  («  +  2)  ®'"  («— 2^ 

In  einem  gleichseitigen  Dreiecke,  wo  a  =  6  =  c  ist,  muss  auch 
«1  =  em  =  «3  sein  /  wof&r  sich  die  zuletzt  entwickelten  Formeln 
(61)»  (63)  und  (64)  in  nachfolgende  umwandeln: 

cos  Ol 

cosa=  ^— . cos(ti  - r) .  (65) 


tgei  =  q\  sin2Sin  ^  > 


cotgei  = -\  sin5Sin  «  ;  c66) 

2sin»^  ^         ^  ^ 

woraus  noch  folgt:  sin Oj  =^73*  sin 5-,   somit  sinO|:sin^=2:V3. 

(67) 


.3a  ^      /     .  3a 

sin-ii  1    A     /    sin- 


cotgr=  - 

sin. 


ad       a    .    3a=T-^\/     T^=r7V  «VY- 


Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  (66),  so  ist: 

5?^=i  oder  tgi^=2tgr, 
cotgr       *  •©  1         © 

also  tgr:tgri  =  l;2.  (68) 

Ebenso  findet  man  leicht  si»  **  =  773  •  ^g  ^   ^^^^ 

sinr:tg2  =  l:V3.  (60) 
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Die  Winkel  ooi»  a>s»  »s  sind  in  einem  gleichseitigen  Dreieeke 
einander  gleich,  daher  beträgt  jeder  ,60^. 

Wenn  das  sphSrieche  Dreieck  rechtwinklig  ist»  wobei  ^=90^ 
gesetzt y   alsdann  erhält  man  aus  den  früheren  Formeln  folgende: 

A  1 

cotg  f>i  =  cos  rt  .  cotgffti  =  — ^ .  cotg 4(6  +  c—  a) 

oder  tgUi  =  V2.tgi(Ä  +  c  — fl),  (70) 

welches  die  Formel  für  die  den  rechten  Winkel  halbirende  Transver- 
sale  ist.  Ebenso  erhält  man  ans  der  Gleichung  tgr=tgÄ'*sin4(6-|-c— a): 

tgr  =  8ini(6  +  c-a),  (71) 

und  aus  (52)  ergiebt  sich  ganz  einfach: 

c    c        B       C 

2V2.C08-fc)C0Sö^ 

cotiirr=  ~~p- ~~"  *  C7^ 

»  V^— C08(Ä  +  C)C0S(Ä— C)  ^      ^ 


§.  4. 

Vergleicht  man  nun  alle  in  §.  2.  und  §.  3.  entwickelten  Glei- 
chungen, so  ergeben  sich  noch  einige  Relationen  zwischen  den 
BestimmungsgrOssen  des  Mittelpunktes  sowohl  eines  eingeschrie- 
benen, wie  auch  des  umgeschriebenen  Kreises,  für  dasselbe  sphä- 
rische Dreieck. 

Betrachtet  man  zuerst  die  Seitenabstände,  sowohl  des  Punk- 
tes O'  wie  auch  O" ,  fär  welche  die  Formeln  (27)  bis  (29)  und 
(55),  (56)  aufgestellt  wurden,  so  erhält  man  aus  (27)  und  (56) 
nach  einer  leichten  Reduktion : 

A       B       (J 

2cos  ^  cos  2"  cos "2  .  tg4(^  +  C—A) 

tß»!  coter  =     ,  •  r>>  (73) 

^'*      ®         V^sinÄsinC.cosJ(^+Ä-Ocosi(J+C=B) 

• 

Ist  das  Dreieck  rechtwinklig  und  2l==90^,    so  ist: 

r,       B       C^   rB+C    ^^A 
2COS-2COS2  tgl  "Y i5oj 

tgPiCotgr=  ^  ^ 


v^ 


siD  B  «in  C.  810(45«»  +  ^0-^) 
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«ni  für  toi»  gleioliMitiges  Ur«loek»  wo  also  A^zB^C  ist: 

2co«»'^.tg2 

sin  id. cos -^ 

folglich 

tgf>i  =  tgr,  (74) 

oder  pissr»  was  für  das  gleichseitige  Dreieck  voraossusehen  war. 
Da  PUD  in  (68)  tgüf  ssStgi*  Ist^  somit  moss  auch  2tgpi  =  tgoi  bsüw 

Bezüglich  der  Ahstände  der  Punkte  O'  und  O"  voo  den 
Ecken  des  Dreieckes  erhält  man  aus  (35)  und  (52)  nach  einer 
leichten  Reduktion: 

2sidx  sin  5  sinQCotgi(6  +  c^a) 

tg^cotgoi  =  7^  (75) 

V  sin  b  sine  sin  4(a  +  c  —  b)  sin  l(a  -f-  6  —  e) 

In  einem  gleichseitigen  Dreiecke»  wo  a=  6  =  c  ist,  ergiebtsich : 

tg^cotgf>i  =  l,  (76) 

also   p  =  0| ,   was  f&r  das  gleichseitige  Dreieck  evident  ist. 

Bildet  man  das  Produkt  aus  den  Gleichungen  (34)  und  (56), 
so  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

,     ,  cosiM  +  Ä+C)  ,^, 

tggtgr=         \       ^^    p.  (77) 

2  cos  -^  cos  "o  cos  rt 

Ferner  folgt  aus  der  Formel  (55)  und  (35): 

-.  .  a  .    b       e 
^sinöSin^sin^ 

*KP*S''=    .inKa+Ä  +  cf  ^^ 

Ist  a=s6s:c»   so  folgt: 

2sin>| 
tgptgr=r g^.  (79) 

sin^ 

Endlich  sei  noch  A=:i  =  c=:Mo,   so  ist: 

tg9Cotgr=:V2.  (80) 
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Verbindet  man  die  Mittelpunkte  der  Seiten  a,  6»  e  des  sphS- 
riacfaen  Dreiecke«  JBC  (Taf.  VI.  Flg.  11.)  mit  deli  gegenüberlie- 
geoden  Ecken  dieses  Dreieckes»  so  schneiden  sich  bekaontUeb 
diese  Transversalen  gemeinschaftlich  in  einem  Punkte  O. 

Setzt  man  nun : 

ODz=zri^,   OE^fl^,  OF=ft%\ 
so  auch: 

äiLCFB-fp^,    AADC=tp^,    Z.AEB^f^\ 

^CAD=:Ai,    ^CBE=^Bi,    ^BCF=Ci; 

alsdann  ist  im  A  CFB: 

c 

cosa — cos  ^  cos  5 

COBfpi  = ; ^ » 

sin  fs  sin  (7 
und  im  ü,  AFC: 

COSO  — COS^COS^ 

cos(180®— g>i)=— cosq?i  = . 

sin  (s  sin  Ä 

Durch  Gfteichsetzung  dieser  Formeln  erhSit  man: 

cos  a  — ;  cos  (s cos  ö^  cos  %  cos^  —  cos6 
oder 


mithin : 


2  cos  ^  cos  Q  =i:  cos  a -f- cos  fr , 


cos  a  H-cos  6       cos  i(a4-6)  cos  l(a— 6) 

cos^  = ^—  =  c    • '  <®^) 

2  cos  ;3  cos  5 


ebenso  folgt: 


cosa-fcosc       cos4(a-fc)cosl(a — c) 

«»•«»  = 6-  =  ~  A    ^'  <M) 

2cosa  cos^ 

cos  6 -h  cos  c       cos^(6-|-c)cosi(A — c)  ^,_^ 

cos^Ä J— = a •  ^ 

2C08^  cos^ 


49B  8kti9an:   Zur  ßßääHBeäem  Mgmmmürte. 

Mittelst   dieseo    Gleicbangen   lasaen   sich   aus   den    drei    Seiten 
a,  b,  c  die  diese  Seiten  lialbirenden  Transversalen  berechnen. 

Femer  ergiebt  sich  aus  den  l>elcannten  Gauss* sehen  Glei- 
dningen; 

e  sin  C  ' 

CO.J 

und  substitnirt  man    diese  Formel   in  (81),    wobei   noch   anstatt 
cos 5  dessen  bekannter  Winkelausdrock  gesetzt  wird,  so  folgt: 


^^^  ^  =      sin<?    V  sin  J  sin  S '      ^> 

ebenfalls : 

''~'»-     sinJ?     V  äWAiÜiC •     ^> 


''•"»  =   sin^  V sirffüiTc ^ 

Nun  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 

sin  o  AID  t/  sm  Q  ain  ^ 

""^^=      Bin  f.        ""^   »'•"(^-^•>  =  -^iü^-' 

woraus  folgt: 

sin  Ai :  sin  ( J  —  ^^i)  z=  sin  C:  sin  J? ;  (87) 

auf  ähnliche  Art  findet  man: 

sin  Bi :  sin  (B  -  A|)  =  sin  C:  sin  ^4 ,         (88) 

sin  C,  :  sin  ( C—  C, )  =  sin  B :  sin  A.  (89) 

Es    wird  daher  jeder  Dreieckswinkel  mittelst  der  seitenhalbiren 
den  Transversale  In  zwei  solche  Winkel  getheilt,  deren  Sinusse 
sich  zu  einander  so  verhalten,  wie  die  Sinusse  der  auf  derselben 
Dreiecksseite  mit  ihnen  anliegenden  anderen  Dreieckswlnkel. 

Multipiizirt  man  (87)  mit  (89)  und  vergleicht  die  so  entstan- 
dene Proportion  mit  (88),  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

siniiisin  Cisin(B-Äi)-sinBisin(C-Cl)sin(i<-.ili)  =  0,  (90) 
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welche  bloss  die  Relationen  zwischen  den  Winkeln  enthält »  die 
von  den  Transversalen  ans  den  Dreieckswinkeln  gebildet  wurden« 

Aus  (87)  ist  auch: 

sin(^—  Ai)  ^  sinB 
eXnAi       ~"  sin  C 

ain  R 

cotgi^i  =  cotg  A  +  jj^ ,  (91) 


oder 


ebenso: 


cotg5i=cotgÄ+^,  (92) 

cotg  Ci=  cotg  C+2JS^.  (93) 


Sind  daher  die  drei  Winkel  des  Dreieckes*  bekannt»  so  kann  man 
mit  diesen  Formeln  auch  die  Winkel  Ay,  Bx^  Ci  finden. 

Es  Ifisst  sich  aus  den  Dreiecken  BOD  und  OAE  sehr  ein- 
fach die  Gleichung 

.   b  . 
^j^^^^^smg^in^ 

sin^sinJ?! 

ableiten;    da  jedoch  sin 93  = r —  ist»   so  wird  auch: 

sing 

sin(<t— iy^)  o 

; =  JCOS  ST  f 

8ID  fli  2 

gin(^  — ife)_.^,:_  c 
sm  179  2 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  leicht  folgende: 

costi  -f  2coSa 

.      ~*«^>  = iMi '  (»> 

Costa -f-Scos^ 

«•*«%= a^; — »  (96) 
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cotgi,,= ^^ (97) 

Ebdlich  ergiebt  sich  noch: 

sini/i      smti       sini;^ Bxnti       siniy,     sinf^  ^^ 

siui/s      sinlji      sini/s      sinif       sxnr^     %\nt^  ^    ^ 

Ist  das  Dreieck  gleichschenklig,  so  verwandeln  sich  ganz  ein- 
fach die  hier  entwickelten  Formeln  in  nachstehende,  wenn  mvs^b 
gesetzt  wird: 

cosa  ^  ^      cosa-fcosc  ^-^^ 

COS^= -,      COSi^=:COSf|  = »  (Ö9) 

/     COSo  2COS5- 

ebenfalls 

sin  C^  f  sin  (C— Ci)  =  sfn  ii  :sin  J, 
daher 

i\  SS  C/ —  Ci  9 

mithin  flillt  die  basishalbirende  Transversale  mit  dem  zur  Basis 
gehörigen  Perpendikel  zusammen.^  Weiter  ist  auch  aas  (93): 

,   n      i_L     *  />      V2.sin(450+O 
cotg  Q  =  1  +  cotgC= ^j^ '- . 

Wenn  aber  Q:=ib  =  c  ist»  se  folgt  aus  den  obigen  Formeln  ganz 
einfach : 

co8a        cobA  ,,aäv 

GOsfi=cosla=cosf8^ ^  — Tf.  (100) 

cos  4       ^>'>o' 

Endlich  ergiebt  sich  filr  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  wenn  etwa 
if  c:=90^  gesetzt  wird,  da  cosa==cos6eo8c  ist: 

c  b 

cosis  =  2cos6cos2>    cqs^  ss:  2cosccos59  (101) 

welches  die  Gleichungen  sind  fOr  die  Transversalen  den  Katheten 
angehurig.    Ebenso  ist 

.       sinC 

Ist  noch  a=:6=c=:90^,  so  ist  offenbar  auch  1^=1^=^=90^ 
und  cotg  171  =  V2. 
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Nachstehende  N^otis  l«t  mir  |(or  Teroffeiitlichong  ia|;ee|UidU  worden.     0* 

New  Orleans,  Febniary  19,  185«. 

The  underslgned  frould  refpectfully  lovife  th'e  atteptloii  of 
exp^rimentors  to  the  following 

Intoreetini^  electolcal  experimcni* 

From  tbe  conductor  of  an  electrical  macbine  aaapend  by  a 
wire,  or  ohain»  a  sniail 'roetallic  ball  (pne  of!  wood  covered  with 
tin-foil),  and  uader  the  ball  place  a  ratber  wide  metallic  baaia 
containing  some  oil  of  turpentine^  at  tbe  diatance  of  about  |  look 
If  tbe  bandle  of  tbe  macbine  be  oow^  tornad  alowly,  tbe  liquid  hi 
tbe  basin  will  begin  to  move  in  differenr  directions ,  and  form 
wbiripoola.  As  tbe  electricity  on  tbe  conductor  accamulatea,  tbe 
troubled  liquid  will  elevate  itself  in  tbe  centre,  and,  at  last,  be- 
come  attached  to  tbe  ball.  Draw  off  tbe  electricity  from  tbe  con- 
ductor to  let  tbe  liquid  reaunie  its  positioo :  a  portion  of  tbe  tnr- 
pentine  remains  attached  to  tbe  ball.  Turn  the  bandle  again  very 
slowly,  and  observe  now  the  few  drops  adheringto  tbe  ball  aasame 
a  eonical  abape  with  tbe  apex  downwiards,  whiie  tbe  liquid  ander 
It  aasumes  also  a  oooical  sbape,  tbe  apex  upwards,  until  both 
meet.  As  tbe  liquid  does  not  accumalate  on  tbe  ball,  theremoat 
necessarily  be  as  great  a  current  downwards  as  upwarda,  givios 
tbe  column  of  liquid  a  rapid  circular  fnotion,  which  continuea  untu 
tbe  electricity  from  the  conductor  is  nearly  all  discharged,  silently, 
or  until  it  la  diecbarged  by  a  apark  d^scendlng  into  tbe  liqoia, 
The  aame  pbenomena  take  place  with  oil  or  water.  Üsing  the 
latter  liquid,  tbe  ball  muat  be  brought  nuch  nearer,  or  a  mach 
greater  quantity  of  electricity  is  necessary  to  raise  it. 

These  wbo  had  occasion  to  observe  the  sublime  pbenomenon 
of  a  water- spout,  will  at  once  perceive  in  tbis  experinieut  a  faith- 
ful  minatnre  repreaentation  of  tbe  gradual  fori»at|on,  progreaa, 
and  breaking  up  of  that  grand  pbenomenon. 

If,  in  tbia  experiment,  we  let  the  ball  swfng  to  and  fro,  the  little 
water -sjiout  will  travel  over  its  minature  sea,  carrvin^  ita  wbirlpopla 
along  with  It.  Wfaen  it  breaks  up,  a  portion  of  the  liquid,  and  vnth  tt 
anytbing  It  may  contain,  rertiaina  attached  to  the  ball.  The  fish,  seeds, 
leaves,  etc.  etc. ,  that  have  fallen  to  the  earth  in  rain  squalls,  may  baye 
owed  tbeir  elevation  to  the  clouds  to  the  sanie  cause  that  attachea  a 
few  drops  of  tbe  liquid,  with  its  partidea  of  impuritiea,  to  the  balL 

It  ia  well  known  that  water-apoota  generally  form  en  hot 
sammer  days  in  soutbern  climates,  and  In  so-calied,  deadcalms; 
they  never  form  on  rainy  dava,  nor  in  windy  weatber.  If,  In  our 
experiment,  we  blow  upon  tne  surface  of  the  liquid,  the  diachi|rgie 
of  the  electricity  from  the  ball  ia  thereby  bq  mach  facilitated,  aa 
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to  prevent  th«  elevation  of  tbe  liquid  entirely,  or,  at  leaat,  to 
retard  It  very  much.  By  holding  a  pointed  cooductor  oear  the 
Hqaid,  the  elevation  of  it  is  eotirely  preTcnted«  It  seema  not  a 
forced  deductioo  that  lig^btning-rods,  and  oot  the  firing  of  caonon 
are  the  proper  aafeguards  againat  the  forroatioo  and  the  dieaaboos 
efecta  of  water -apouta.  When  we  contemplate  the  effects  of 
electrica!  attraction  on  liqaida«  oar  attention  is  natarally  drawn  to 
ita  efecta  with  regard  to  gaaea»  and  especially  atmoapheric  air. 
The  nonconducting  air  will,  like  otherflaida,  beattracted»  electri- 
fied,  and  repelied,  to  aeek  ita  diaaimilar  electricity,  gi^ing  ^^ 
to  currenta  and  coanter-currents,  and  at  the  electricai  machine» 
lo  the  phenomenen  known  aa  the  electricai  wind,  whilat  by  tbe  opera* 
tlon  Ol  thegrand  electricai  machine  of  the  cloada,  it  producea  thoee 
fearfal  and  oeatmctive  carrenta  known  aa  whiriwind«  and  tornadoa. 

The  table  landa  of  Mexico  are  never  wetted  by  rain,  and  but 
Terv  aparfngly  by  dew.  It  la  in  theae  elevated  and  dry  regiona 
tbac  whiriwinda  are  moat  freqoent  Water -spoata  and  wbirlwinda 
aeem  to  be  the  ligbtnlng-roda  that  natare  conatructa  to  afbrd  to 
tte  electricity  of  the  J|pada  a  paaaage  to  the  eartb. 

Dr.  M.  F.  Bonsano. 


Beweiae  für  den  Pythagorälachen  Lehraatz. 

Von  Herrn  Hofrath  Marx  io  Braontchweig. 

1.  Daa  ^ABC  (Taf.IV.Fig.8.)  aei  an  B  rechtwinklig.  Man 
lege  an  A  ein  Loth  AD  zu  AC  und  verlängere  daaaelbe  bia  ea 
die  verlängerte  BC  In  D  trifft.  Dann  Ut  DCiAC^ACiBC, 
und  alao        

JC«  =  DCXÄC=ÄC«  +  />ÄXÄC- 
Seist  man  hier  ÄE^  f&r  DBxBC  an  den  Plata,  ao  iat 

2.  Daa  \DAC  aei  an  A  rechtwinklig  und  AB  ein  Loth  von 
A  auf  DC.    Dann  iat 


AC^  =  DCxBC=:BC^  +  DBxBC, 
Ä&=DCxDB=DB^  +  DBxBC, 


folglich  ilCHiiW^=fl^+2/)JB><ÄC+ÄC^(l)Ä+ÄC)«==:BC^. 


Beriehtigong. 

Thl.  XIVUI.  S.  117.  muM  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (15)  nicht 
— «,   «ondem  — a{\  —  COC9)  heicien. 

Thl.  XXVIIl.  S.  341.  muM  der  Aufcats  „Uebongcaufgaben**  mit 
XTni.  a*  beMichnet  werden ,  da  der  vorhergehende  Aufiatz  aus  Veridhen 
auch  Nr.  XVllI.  erhalten  hat. 
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Literarischer  Bericht 


ex. 


Arithme 

Georg*0  FreiherrD  tod  Vega  Logarithmisch-trigo- 
DometrUchos  Handbuch.  Vierzigste  Auflage.  Neu« 
yollständig  durchgesehene  und  revidirte  Stereotyp- 
Ausgabe.  Bearbeitet  von  Dr.  C.  Bremiker.  Berlin.  Weid- 
mann.   1856.  8.    ]  Thlr.  TV,  Sgr. 

Als  wir  Im  Literar.  Ber.  Nr.  1.  die  yon  Herrn  Hfllsse  be- 
sorgteneue Ausgabe  der  y,Sammluog  mathematischer  Tafeln 
▼  on  Vega''  anzeigten^  bemerkten  wir  auf  S. 4:  ^Wir  be- 
dauern  sehr»  dass  der  Herausgeber  nicht  durch  den 
ganzen  Quadranten  die  Winkel  von  10  zu  10  Secunden» 
wie  z.B.  In  den  Callet'schen  Tafeln,  hat  fortschreiten 
lassen.  Wäre  dies  der  Fall,  so  würden  wir  seine  Ta- 
feln allen  übrigen  yorziehen";  und  wir  haben  bei  allea 
neuen  Ausgaben  namentlich  auch  des  ,,Vega'schen  Hand- 
buchs" wiederholt  lebhaft  bedauert,  dass  diese  von  uns  schon 
Im  Jahre  1840  gemachte  Bemerkung  bisher  ganz  unberücksichtigt 
geblieben,  und  bei  den  Tafeln  von  Vega  bisher  immer  Ihre 
alte  und  veraltete  Einrichtung  beibehalten  worden  ist  Wer  wirk- 
lich trigonometrische  Rechnungen  mit  El^anz,  Schärfe  und  Ge* 
nauigkeit  zu  fahren  versteht,  eine  Fertigkeit,  die  keineswegs  so 
häufig  gefunden  wird,  wie  Mancher  wohl  glaubt ;  wem  bei  diesen 
Rechnungen  immer  die  Regel  vorschwebt,  die  Gauss  sich  rar 
RiehtMhnur  gemacht  hatte,  jede  Rechnung,  so  klein  oder  so  grose 
sie  auch  sein  mochte,  so  scharf  zu  führen,  als  es  die  vorhandenen 

Tia.xxyiii.Hrt.s.  i 
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Hülbmittel  irgend  gestatteten*):  der  wird  eich  wohl  selbst  sageD 
mfissen,    dass  von   10   zu  10  Secunden    fortschreitende   trigono« 
metrische  Tafeln  ein  so  wichtiges  Hfllfsmittei  zur  Erieichtenuig 
und  znr  Erhuhung  der  Genauigkeit  aller  betreffenden  Rechnungeo 
sind,   dass  man  es  geradezu  für  eine  Sunde  halten  muss,  dasa 
man  namentlich  auch  der  Jugend  bei'm  Unterrichte  in  der  Trigo- 
nometrie dieses  so  ungemein  wichtige  Hölfsmittei  mit  einem  schwer 
begreiflichen  Festhalten  an  dem  Alten  und  Veralteten  in  Deotsch- 
land  bis  jetzt  vorenthalten  hat     Denn  in  Frankreich  s.  B.  wird 
seit  länger  alis  fünfzig  Jahre  kaum  noch  eine  andere  als  die  treff- 
liche von  10  zu  10 Secunden  fortschreitende Caliet 'sehe  Tafel**)» 
die  bekanntlich  auch    dif    erste  Veranlassung  zu^  Erfindung  der 
Stereotypen  ddfoh  Firmin  Didot   gab ji  gekranflit«  »namentlich 
auch  von  den  Seeleuten  und  allen  übrigen  Praktikern.    Seit  dem 
Jahre  1840,  insbesondere  bei  dem  Anblick  jeder  von  Herrn  Hülsse 
besorgten  neuen  Ausgabe  des  guten  alten  Vega,  haben  wir  Be- 
trachtungen wie  die  obigen  über  unser  liebes  deutsches  Vaterland 
nnd  den  mathematischen  Unterricht  auf  dessen  Lehranstalten  oft 
angestellt,  und  wurden  dühtp  in  der  ff  endigsten  und  angenehmsten 
Weise  tiberrasch^  als  ganz  unverhofft  die  von  Heicrn  Doctor  Bre- 
piiker  in  ßerUn  besorgte  vierzigste  Auflage  des  Vegt^'scfhen 
Ha.ndbucbs  vor  Kurzem  in  unsere   Bfinde  gelangte.  *  JedehjUto 
h^t  die  ausgezeichnete  Verlagahandlung  in  Herrn  Doktor  9t eml- 
ker  ganz  den  richtigen  Mann  getroffen,  der  eine  ablege  Arbelt 
zu  machen  verstand,  und  wir  gratuliren  Allen,  die  sich  mit  tiigö* 
Bometrischen  Rechnui^en  za  bescbkUtigea  babeii,  994  naipentlich 
mioh  allen  halberen  Lehranstal tcui,  wahrhaft  zu  dem  t^QlU;^^  <j^ 
sehenk,  welches  Herr  Doctoi  Bremiker   desselben   nüt  dii^f^r 
neaen  Ausgabe  des  Vega'schen  Haedbuchs  geiwcht  bi^  imd 
bedauern  nur  lebhaft,  dass  dies  o)cht  s^bon  weit  ffübflB  g^cj^q|i||^ 
ist    Alle  VoraOge»  welche  diese  mit  Recht   dem  .pre.assisd^i^ 
Minister  Ar  Handel »    Gewerbe  und  ölGi^ntlicbe  Allheiten ,.  B^rrn 
ton  der  Hey  dt  Excellenz,  der  sich  bekunv^tUcb  <kiFc|i^Fördeji;qi^ 
nöd  V'eraniaasung  vieler  dieVerbesseruag  des  mathematischen  ^litei;? 
lAehts  anf  praktischen  Lehran^taiten  besweckeader  i{i(V9sensebiE^ 
Kchfis  Arbeite»  scboe  so  sehr  veidi«^  gemacht  hat»  ,fiewU|pi|eteo 
neaen  Tafeli«  vor  allen  ältere»  ansngeb^n,  wfird«  hieir  zu  we^.^- 


•  t    I    ■ 


^  M.  «.  Literar.  Ber.  Nr.  €IV.  S.  2.  in  der  Aii«e?ge  de^  hSbedhen 
Schrift:  Ganst  znm  OedSchtn^««  von  W.  Sartoria«  V»  Wal- 
le rih^anten. 

<M)  Die  erste  Aatgabe  wird  vom  labte  1T95  eehi.  Die  eaa  Tariiti 
genie  Avsgahe  trigt   wenigelene  dieee  Jahseasahl  smA  dem  fWmitij 
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fen»  and  tet  Mch  onnOtbig«  da  das  den  Tafeln  vM^ansg^flcU^kM 
Vorwort  and  die  Einleitung  aa  denselben  darSber  alle  erforderlicbe 
Analnnift  geben«  Wir  4>egnGgen  ana  daher  mit  felgendeto  Bemerk 
koBgen.  Der  wichtigate  Vortag  ist  anstreitig  der,  daaa  in  der  ganaea 
trigonometriacben  Tafel  die  Winkel  von  10  zu  lOilsSeconden  fortscbrei-» 
ten.  Wie  sehr  dadurch  die  Berechnung  der  Proportionalthelle  erleich* 
tert  trird,  wird  wohl  Jeder  wisaen,  wer  nur  einmal  eine  trigonosre'* 
triache  Rechnung  mit  aeichen  Tafeln  gemacht  hat.  Durch  die 
Bremtker'ache  Tafel  ist  aber  die  Milbe,  welche  diese  Berechnung 
macht,  geradesa  fast  auf  Null  reducirt,  nämKch  dadurch,  daaa 
Herr  Doctof  Bremiker  noch  kleine  Multiplicationstäfelcbea  bei« 
gefligt  hat,  welche  die  aaa^ufdhrenden  Multlplicationen  in  hohem 
Orade  erlelchterli.  Alles  sugleicb  In  solcher  Wetse>  daes  ^ie  hOcbste 
mit  Tafeln  yon  sieben  Decimalstellen  Oberhaupt  au  erreichende 
Genauigkeit  auch  wirklich  erreicht  wird.  Ffir  das  Intervall  Ton 
0^  bis  4<>  schreiten  die  Winkel  durch  die  einzelnen  Secundeb  fort 
Aber  nicht  bloss  die  trigonometrische  Tafel,  sondern  auch  die 
Tafel  der  Logarithmen  der  Zahlen  hat  vor  den  filteren  Tafeln 
mancherlei  Vorzfige,  in  welcher  Beziehang  wir  nur  hervorheben 
wollen,  dass  die  Bremiker'scben  Logarithmentafeln  bei  alemlleh 
weitläufigen  astronomischen  Rechnungen,  die  wir  mit  HUlfe  der« 
selben  kürzlich  auszufahren  Gelegenheit  gehabt  haben,  uns  nie 
über  die  bei  Berechnung  der  Proportionaltbeile  zu  nehmende  DIA 
ferenz  in  Zweifel  gelassen  haben,  was  in  den  Siteren  Vega'sdieD 
Tafeln  leider  so  bftnfig  der  Fall  ist  Eine  kleme  Tafel  zur  Ver- 
wandlung der  natdriichen  Logarithmen  in  gemeine,  und  umgekehrt; 
Tafeln  zkir  Verwandlung  der  Sternzeit  In  mittlere  Zelt,  und  wm* 
gekehrt;  Tafeln  der  astronomischen  Refraction;  und  ein  sehr 
werthvolles  Verzeichniss  der  in  der  reinen  Mathematik,  Geographie 
und  Astronomie  zur  Anwendung  kommenden  Constanten,  welches 
wir  im  Interesse  der  Gymnasien,  Real-  und  ^werbscbulen  gern 
noch  mit  den  wichtigsten  physikalischen  Constanten,  die  in  der 
gewiss  bald  erscheinenden  4l8ten  Ausgabe  noch  nachzutragea  sein 
dürften,  vermehrt  gesehen  hätten,  sind  beigefugt.  In  dem  Vor- 
wort hat  der  Herr  Herausgeber  sich  in  lehrreicher  Weise  über 
die  früheren  Ausgaben  logarithmisch -trigonometrischer.  Tafeln  und 
deren  verschiedene  Vorzüge  verbreitet.  Wir  erlauben  uns,  dazu 
nur  zu  bemerken,  dass  die  von  William  Gardiv^r  bearbeitete 
dritte  Aosgalie  der  sclH*inen  Sherwin'scben  Tafeln  üiebt  vom 
Jähre  1741,  wie  dl^  Meinung  des  Vorworta  zu  seih  acheiot»  aoif^ 
detn  vbm  Jahre  1742  und  zugleich  die  eerr^cieate  Ausgabe  dieter 
MhVnen  Tafeln  iat,  da  die  im  Jahre  1770  von  Clark  besorgte 
fliMfto  und  letate  Ausgaii^  «ehr  fiihlerbaft  gediueirt  aein-soll.  Die 
gKftichlUls  iti  lin«i«0rem  Beeitae  befindllHle  grosse  »d  iprBtbtige 
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Gardiner'scbe  Tafel  b  Quart,  die»  wie  wir  Ter  langer  2Mt 
einmal  in  des  belcannten  frfiheren  Berliner  Aatrenemen  Johann 
Bernoulli  aatronomiachen  Briefen  gelesen  zu  haben  glanbeB, 
▼on  der  Berliner  Sternwarte  schon  au  damaliger  Zeit  su  eineai 
ungemein  hohen  Preise  erstanden  wurde,  ist  gleichfalls  Ton  Jahre 
1742,  wie  auch  das  Vorwort  richtig  aogiebt,  und  die  schtee 
Avignon'scbe  Ausgabe  derselben  Tom  Jahre  1770,  wobei 
bemerken  wollen,  dass  man  selbst  in  Frankreich  sugiebt, 
diese  letztere  Ausgabe  nicht  so  correct  sei  wie  die  engliselM; 
die  in  den  ersten  vier  Geraden  beigef&gten  logarithmischen  Sinne 
und  Tangenten  f&r  die  einzelnen  Secunden  siod  in  derselbmi  von 
Monte n  berechnet,  der  sonstige  Herausgeber  hat  sich  aber  nieht 
genannt  —  Druck  und  Papier  sind  ganz  den  neueren  Ansprfiehen, 
welche  man  jetzt  an  die  Ausgaben  solcher  Tafeln  macht,  gemisn, 
und  der  frfihere  sehr  geringe  Preis  von  l  Thir.  7y^  Sgr.  ist  nicht 
erhobt  worden.  —  Sollen  wir  nun  hiernach  noch  Etwas  zur  be- 
sonderen Empfehlung  dieser  trefflichen  Tafeln  hinzuAlgenf  6e> 
inss  nicht.  Aber  wünschen  wollen  wir,  dass  namentlich  hei,  dem 
mathematischen  Unterrichte  auf  Schulen  der  bisherige  Schlendrian 
bei  dem  Gebrauche  der  älteren  Tafeln  endlich  aufbOre,  und  diese 
neuen  ausgezeichneten  Tafeln  nnverzfiglicb  Eingang  finden.  Whr 
wünschen  dies;  ob  wir  es  aber  auch  in  der  erforderlichen  Aos- 
debnung  hoffen  dCrfen,  müssen  wir  nach  den  bisherigen  Erfidi* 
mngen  sehr  dahin  gestellt  sein  lassen.  Daher  wünschen  wir,  dass 
auch  die  höheren  Uoterrichtsbebörden  das  Ihrige  thun  mögMi,  um 
der  trefflichen  Bremiker'schen  Tafel  recht  bald  möglichst  allge* 
mein  Eingang  zu  verschaffen.  jB. 


•  Geometrie. 

H®.  Instltnto  Tecnlco  dl  Torlno.  Sui  princi- 
pii  geometrici  de  Disegno  e  specialmento  dell*  axo- 
nometrico  dalle  lezionl  di  Geometria  applicate  alle 
arti  di  llnlntlno  fl(ella. 

Dieses  lithograpbirte  und  deshalb  wohl  nicht  in  den  Buch- 
handel gekommene  Memoire  über  die  Principien  des  geometrischen 
Zeichnens,  welches,  wie  es  scheint  (m.  s.  pag.  1.),  dem  Unterrichte 
auf  dem  Königlichen  technischen  Institute  zu  Turin  zur  Grund- 
lage dient,  scheint  uns  sehr  zu  verdienen,  in  einem  weiteren 
Kreise  bekannt  zu  werden;  denn  dasselbe  enthält  in  sehr  bündi- 
ger Kürze  eine  sehr  deutliche,   ganz  elementare  Darstellung  der 
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wkhllgstwi  Arten  des  geometrisehen  2Mehneiie>  theile  Uom  mit 
Hülfe  der  eynthetiechen  Geometrie,   theils,    wo  es  die  grOesare 
Kifrie  gebot,  mit  Hilire  der  aoalytieebeB  Geometrie.    Allee»  weis 
'%m  erfolgreicheil  praktischen  Anwendang  erforderlich  iat,  ist  Dach 
Qoeerer  Meinang  in  diesem  Memoire  entbalteD,  und  an  erllntehi- 
den  Beispielen  fehlt  es  in  demselbän  gleichfalls  nicht,    «reshalb 
wir  dieser  Schrift  wohl  eine  Debertragung  in's  Deutsche  wünschen 
nOchten,   da  wir  dieselbe,  wie  gesagt,   namentlich  sehr  aweok« 
mXssig   für  Praktiker  halten,   um  in  möglichst  kureer  Zeit  eine 
genügende  Uebersicht  der  versehiedetten  Arten  der  graphischen 
Darsteihmg  zu  gewinnen.     Dm  dieses,  unser  Urtheil  näher  zn  be^ 
gründen,    geben  wir  im  Folgenden  eine  Uebersicht  der  einzelneh 
Hauptabschnitte :    Piurie  1«.  BetermtBABl^Be  dell»  fem» 
m  postetone  dl  an  corpo.    Capo  1®.  Posizlone  dl  un  punto 
sovra  un  piano.     Capo  2^.    Posizlone  di  un  punto  o  dl  un 
corpo  nello  spazio.  Parte  9«.  Dtsei^iio  det corpt  delle  cnt 
Itiiee  e  delle  cnl  snperllcte  st  eon^sce  la  p«stat«iie  e  la 
fema.     Capo  P.  Piani  quotati.    Capo  2^.  Geometria  de- 
scrittiva.  Capo3®.  Prospettiva*   C.apo4®*.  DIsegnoaxono- 
metrico.  Diese  zweite  Abtheilung  ist  mit  besonderer  Sorgfalt,  Deut- 
lichkeit und  bündiger  Kürze  behandelt,  im  vierten  Kapitel  mit  sehr 
sweckmAssiger  Anwendung  einiger  allgemein  bekannten  Formeln  depr 
analytischen  Geometrie,  und  erifiutert  durch  die  Darstellungen  einiger 
Maschinen,    insbesondere  auch  eines  Planimeters.     IVir  glauben 
nicht,  dass  man  aHe  oben  genannten  Methoden  der  graphischen  Dar- 
stellung an  einem  anderen  Orte  zusammen  so  kurz  und  deutKcb,  aber 
hinlinglich   ausführlich  für  die   praktische  Anwendung,    eriftutert 
findet,    wie  in  diesem  verdienstlichen  Memoire  des  Herrn  Quin- 
tino  Sella,    weshalb   wir  dasselbe  zur   Beachtung   wiederholt 
empfehlen. 


Physik. 

Chronologischer  Katalog  der  Nordlichter  bis  zum 
Jahre  1866,  saromt  einer  Bibliographie  über  diese  Er- 
scheinung. Von  Dr.  Ami  ■•n^,  wirklichem  MItgllede 
der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  su 
Wien.  Aus  dem  Octoberhefte  des  Jahrgangs  1856  der 
Sitzungsberichte  der  matbematisch-naturw.' Klasse. 

Dieser  chronologische  Katalog  der  Nordlichter  bis  snm  Jahro 
18B6  hH  jedenfalls  eine  äusserst  verdienstliche  Arbeit,  für  welche 
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Aa  WifliMiiichaft  4cni  UeiMi  VtffuHer  i«  iMnk  ve^ÜdiM  1^ 
W0IIII  nan  öamvntlicb  IMUbkt,  tvie  nafemHidbe  BlBhe  die  AiK^- 
tigimg  tfetfselben  gaimaeht  hab#H  muM,  «od  Welche  UbKaU  4efr 
▼enchieddnarfigateii  BohiifteD  der  Herr  Terfasser  dabei  eins«- 
eehea  genOthi§«t  war.  Deshalb  halten  wir  uns  fllr  T^pfliehtet, 
elnda  Jedeh',  wet  sich  ffir  die  Ersohelnangeif  des  Mordltcbta  be^ 
eoiMers  intereesirt  oder  sich  der  weiteren  AiisbildiiDg  der  Theorie 
diesea  so  flberain  merkwürdigen  Phänool^Ds  au  widaiien  gedenkt» 
aof  <lieaeD  vom  Jahre  500  ▼.  Chr.  Geb.  bis  zimi  Jdu^  18M  reichen- 
den,  nit  derUeiosten  Nonqiareü- Schrift  abf  74  Seiten  in  grees 
Octar  gedtnckten  Eatalog?' dringend  anfmerksam  zu  nmcben«  ftf 
denimi  PoMkätlon  wir  im'  Mamen  der  Wissenschalt  dem  Herrn 
Verfessernoehmaie  aneem  Dank  aussprechen. 


Venifscht«  Schriften. 

AtanaU  di  scieoze  matematiche  e  fisiche,  conipilati 
da  Barnajia  Törtotipl.  (Vergl.  Literarischer  Bericht 
Nr,  CVLS.  9.) 


A gos td  1666.  Galonl  des  expreseions  g^erales,  qni  don* 
neat  la  Taleor  des  dirers  i^löments  de  la  pa^abole.  Par  Geor* 
gen  Do  stör.  (ContlnuaEione  e  fine.)  p.  289.  '^  Teoremi  intorno 
all*  attraaione  di  alcune-  siiperficie,  e  solid  i  omogenei  sopra  nn 
punto  materiale  situato  anl  loro  asse.  Nota  dl  B«  Santini« 
p.  293.  —  Sul  prineipio  di  reeiprocita  nella  teoria  delle  forme. 
Nota  di  F.  Brioschi.  p.  304.  —  Sopra  i  resti  di  Sturm.  Nota 
di  F.  Faä  di  Bruno,  p.  314.  —  Moto  del  doppio  cono  longo 
due  direttrici  rettilinee  poste  io  piani  verticali  tra  loro  convergenti. 
Nota  di  Mattia  Azzarelli.    p.  318. 

I 

Settembre  1856.  Moto  del  doppio  cono  lungo  due  direttrici 
rettilinee  posle  In  piani  verticijl  tra  loro  convergentu  Nota  di 
Mattia  Azzarelli»  <ContinuazioDe  e  fine.)  p,  321.  —  Snr  Ttn- 
doction  ^lectrostatique.  Troiai^me  lettre  de  M.  P.  Volpicelli  i 
M.  Regnault  p.  335.  —  £logio  di  Carlo  Gustavo  Jacob  JaoobI« 
Tradncione  dal  Tedesco  di  G.  Novl    p.  342. 

Ottobrö  1^6.  Elogio  di  Carlo  Gustavo  Jacob  Jacobi.  Tra- 
duaif^ne  4al  Tedesco  di  6.  Novi.  (Continuaaiöne  e  fine.)  ^.  369. 
^  Sttlla  quadcatara  d^Ua  anperficie  parallele  ad  una  tatMarficiH  fli 


Ut$rmri$ek€r  a^tieM  «Xx 


Memma.  di  &  Torialini.  i^  37%  ■.r^^  U^tW^^  d«  .11^,  kb  Profa»^ 
atur  J.  J.  &ykve«ter  ftie  RedftOteu^  .p.  30841    :.    .-  >      : 
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•    . .  i «  .■        '  *  ■ .  »^        .  •        . .  ■   /     *  I  .  ; 


Jahrgang  I$66.    |Baiid3K^  l-iVtrow:  Dr^ 

Quellen  über  den  Kometen  von  1550!  2$.  301.  •^' Rfe schabe r: 
Ueber  Professor  Stampfer's  Lichtpunkt  -  Mikrometer  im  Fem- 
rohre des  Meridiankreises  der  Sternwarte  zu  Kremsmunster.    S.  314. 

—  Stampfer:  Zusatz  zu  vorstehender  Abhandlung.  S.  327.  — 
Kreii:  Ceber  die  Bestimmung  der  Seehuhe  aus  dem  beobachte- 
ten Luftdrucke.  S.  353.  —  Stark:  Ueber  die  Methode  des 
Doppeltsprechens  in  derselben  Richtung  auf  einem  Drahte.  S.  531. 

—  Belli:  Ceber  das  am  22.  März  zu  Pavia  beobachtete  Meteor. 
S.  540.  —  Härtenberger:  Bestimmung  analytischer  Gleichun- 
gen fOr  die  Seiten  von  Kegelffdinttts -Vielecken  und  Anwendung 
derselben.    S.  541. 

m 

Jahrgang  1856.  Band  XXL  Heft  L  Struve:  Ueber  die 
Breitengradmessung  zwischen  der  Donau  und  dem  Eismeer.  S.  3. 

—  Oeltzen:  Nachweis  des  Vorkommens  von  Sternen  aus  den 
Arge  lande  r'schen  nördlichen  Zonen  in  anderen  Quelleq.  S.  19. 
-^  Ebner:  Ueber  die  Anwendung  der  Reibungs-Electricität  zum 
Zönden  von  Sprengladungen.  S.  85.  —  Kr  eil:  Erste  Ergebnisse 
der  magnetischen  Beobachtungen  in  Wien.  S.  157*  —  Fial- 
kowski:   Rotation  ohne  Grundriss.    S.  181. 

Jahrgang  1856.  Band  XXL  Heft  2.  Zantedeschi:  Del 
meto  rotatorio  dell'  arco  luminoso  deü'  elettromotore  voltiano, 
S.  236.  —  Zantedeschi  e  Borlinetto:  Delle  differenze  che 
intercedooo  fra  gli  effetti  prodottl  dalla  luce  e  dal  calorico  sopra 
i  cloruri  e  joduri  d'argento.  S.  243.  —  Reslhuber:  Unter* 
suchungen  fiber  das  atmosphärische  Ozon  (sehr  interessant).  S.  351. 

—  Alle:  Opposition  der  Calliope  im  Jahre  1857.  S.  379.  ^ 
Winkler:  Neue  Theoreme  zur  Lehre  von  den  bestimmten  Inte- 
gralen (sehr  beachtenswerth).  S.  380.  —  Graillch:  Ueber  eine 
Mittheilung  Professor  A.  Beer's»  die  graphische  Darstellung  der 
Amplituden-  und  Phasen -Verhältnisse  der  Reflexion  geradlinig 
polarisirten  Lichtes  enthaltend.  Auf  Veranlassung  des  Herrn 
Sectionsrathes  W.  Haidinger.  8.  427.  —  Brflcke:  Object- 
Triger   von   Canarienglas.    S.  430.    —  Pohl:    Ueber  die  Ver- 
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wendbarkeit  da«  Mltscherlieh'Bcheo  PolariMttoiis-Saccliari»i»- 
ten  so  chembcb-techBbchen  Probem.  S.  402.  —  Zantodescbi 
6  Borlioetto:  Della  Irradiadooi  ehfaniche»  •  della  neceaaiti 
del  loro  foco  aeparato  da  quello  delle  irradiazioni  calorificbe  e 
lominoae  al  cooegdimeoto  della  porezzo  e  perfezione  delle  prove 
fbtograficbe  negative  otteonte  coliodari  d'argento.  S.G21.  —  Heger: 
üeber  die  AuflOaiing  eine«  Systeme  von  mefaTereo  iiobestimmten 
GleicbuDgen  des  ersten  Grades  in  ganzen  Zahlen»  welche  eine 
grossere  Anzahl  von  Unbekannten  in  sich  schliessen,  als  sie  au 
hMtimmen  vermOgen.    (Sehr  beachtenswerth.)    S.  SBO. 
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W.  W.edemann,   Das  Unentbehrlicbsfe  noi  InterMsanteste 
aua  der  LSngen-,   Flieheo-  imd  KOrperrecbnang.    (LehreriNieli.)^ 
3.  Anfl.    80.    7y,  Ngr.  i 

/W.  l^edemsDii,  Frageo  und  Angaben  aas  d«r  Ranmlebre. 
(Schfllerbocb.)    4.  Aafl.    V.    Weimar.    6  Ngr. 

■   '         ■  •  .  •     ■     . 

aeodteie« 

Ft.  H filier,  Tabellen  der  wirklicheii  jLlQgt»  der  Siooee  und 
Cosinuse  für  den  Halbmesser  von  1  bis  .10  Klafter«  Entworfen 
und  berechnet    Wien.    Fol.    90  Ngr. 

Pralctiflclie  HiecliaiftOc. 

Cb.  Armengand  jnn.y  L'Oorrier  m^caniciea* :  Gnulei ^ßjm^a- 
nique.pratiqqe  etc.    5.  edit    In-12.    avec  4  pl.    Paris.    4fre.  ,,    , 
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Annuario  del  Reale  Osservatorio  di  Napoll  per  Tanno'  l8B7 
o  sia  Almanaco  annaale ,  che  contiene  iholtre  particdlari  ttfvofe 
ntill  e  necessarie  alla  Nautica«  Gniwionica«  Geographfa  e  scienae 
afBni.    S«.    Neapel. 

A.  F.  Ditimann«  Die  Erde  ein  HinimelskQrpier.  EFn  krlti-^ 
scher  Hinblick  auf  die  Geschichte  und  Wissenschaft  der  ÄäMi'- 
nomle,    gr.  S^.    geh.    Kiel.    1  Thlr.  :      •    ^t>\ 

E.  Fiashar«  Ob  die  astronomische  Wdtanschauung  diEfr  christ- ' 
liehen  widerspricht?    Ein  Tortrag.    gr.  S^'.    BerllnV  geh.   y«  Thlr. 

G^t.  Adr.  Jahn,  General -Register  der  Bände  21  bi«  40'der 
astronomischen  Nachrichten.    Hamburg.  '  0  Thlr. 

C.  Moesta,  Informe  sobre  las  obseiVaciones  hechas  dörante 
el  eclipse  solar  de  30  de  Noviembre  de  I8S3,  presei^do  al  Senner" 
Ministro  de  Instraccion  publica.  Santiago  de  Chile,  1864.  4«.  MKltaf. 

Physik. 

Annalen  der  Pbysik  nnd  Chemie.  Heraasgegeb.  von  J.  C:  Pog- 
gendorfr.    100^102.  Bd.  od.  Jabrg.  18S7.  No.  I.    gr.  8».    Leip.' 
■ig.    Preis  ffir  den  Jabrg.  9  Thlr.  10  Ngr.  ' 


P.  Ant.  Capj  iStudes  biograpbiques  pour  serrir  k  rhistoire 
des  Sciences.  Premiere  s^rie.  Chimistes  — -  Naturalistes.  Paris, 
1857.    ff>.    1  Thlr. 

Paracelse.  —  Bernard  Palissy.  -*  Pierre  Belon.  — 
IB^.HmM.  **  Van IMMat.  -  KVoiMCbifta  -  Ro- 
bert Boyle.  —  Nie.  L^mery.  —  Roaelle  ain^.  —  Van 
Mona.  —  Labarraqv«^  —  Bernard  Courtois.  —  AI.  Du- 
pasqoier.  —  Benj.  Delessert.  —  M.  Bonafous,  etc. 
C.  Gst.   Carus,    Ueber  Lebensmagnetismas   und   Gber  die 
magischen  Wirkungen  aberhaupt^    Leipcig.    89.    1  Thlr.  15  Ngr. 
.    AUge»ßiii0  E&cyUopIdw  dier  Physik.    Bearb.  von  G.  W.  Bfix, 
QMwkm,  F.C.O.V.  Feilitzsob«  F.  Grashof,  F.  Harmsetc 
Herausg.  von  Gst.  Karsten.  2.  Lief.  Leipzig.  8<>.  2  Thlr.  20  ri|gr. 
.   Ualt:    2..  Bd.  KrystaJlograpbie,  von,  U.  Kar  Stern,  p*4äU-96. 
Mit  eingedr.  Bobsschn.  —  6.  Bd.  Angewitodte  Hecha«* 
nik,  von  F.  Grashof.  p.  1—128.  Mit  eingedr. Holzschn. 
u.  1  Kpfrtaf.  — 19.  Btf.  Pemewirkungen  des  galvanischen 
SiroMM,  vonF.v.Feiiitssch.  p.l^<-86.    Mit  eingedr. 
Hnlzaohn.  u.  2  Kpfrtaf. 
J.  Gavarret,  Trait^  d'^keeiridt^.    TomeL,  avee  280i^fe» 
dans  le  texte.    ln-18j.^us.    Paris.    8  fr. 

J.  Mfil.ler,  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie.  Theil- 
welse  na^b  Pdiiill^t*s  Lehrbuch  der  Pfiyvik  sellME^tfitodig'bter- 
beltet.  5.  Aufl.  1.  Bd.  5.  u.  6.  Lief.  gr.  8^;  geh.  Bramsdkvraigii 
k  V,  Thlr. 

•,  .Fr^  V.  Sicbifind,  De*  Wasserdanipf.    Mit  32  Tjibellen.   Wien 
njfA  U\fa%.    80.    20  Ngr. 

.,,  P.  M1  Warren^  .System  of  Physical  Geography:  dontainiAgf' 
a  Description  of  the  Natural  Features  of  the  Land  and  Water, 
the;  Phepemeoa  of  the  Atoiosj>here,  and  the  Distribution  of  Ve* 
g.e^le  aud  Animal  Life:  to  whicb  is  added  a  Treatise  öo  tbe 
Physical  Geography  of  the  United  States.  With  nuroerous  en- 
griivings»  .mapts  and  cbavtSj  drawn  expressly  for  this  work  by 
Ji|i»es  U.Toung..  4*'.    Philadelphia  and  Loodpn.    half-boon^. 

7. 1^^  ^-  d. 

Vct.  Weber,  Licht  und  strahlende  Warme  in  ihi'en  BezieAun- 
gef).  zu  einjBJider  mit  Rücksicht  auf  die  Identitätstheorie,  zugleich' 
at^  Einleitung  in  die  Wellentheorie  des  Aethers  dargestellt.  Mit 
5  fi^4  Tat.    Berlin.    8«.    1  Thlr.  10  Ngr. 

Vermischte  Schriften. 

Ai)bfndlungen  der  k.  Sachs.  Ge^elisch.  der  Wissenschaften. 
V„Bd)  A.U.  d.  T.:  Abbandlungen  der  mathematisch  -  physischen 
Classe  etc.    111.  Bd.    hoch  4«.    geh.    Leipzig.    6  Thlr.  12  Ngr. 
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Literarischer  Bericht 

CXI. 


Systeme^  Lehr-  und  Wörterbächer. 

Mathematisches  Worterbdch.  Alphabetische  Zu- 
sammenstellang  sämmtlicher  in  die  mathematischen 
Wissenschafteii  gebärender  Gegenstände  in  erlciftren- 
den  und  beweisenden,  synthetisch  und  analytisch  be- 
arbeiteten Abhandlungen.  Von  Ludwig  Uoffmann, 
Baumeister  in  Berlin.  Verlag  von  Gustav  Bosselmand 
in  Berlin.  1857.  8.  (Erstes  Heft,  a  bis  Antikaudtische 
Linie.) 

Eine  so  schwache  Production,  wie  sie  in  Bezug  auf  das  Ziel, 
weiches  das  Buch  sich  selbst  zu  stecken  scheint«  auf  dem  Felde 
der  mathematischen  Literatur  uns  seit  lange  nicht  zu  Gesicht 
gekommen  ist,  und  derselben,  namentlich  dem  Auslande  gegen- 
über, wenn  dieses  Irgendwie  davon  Notiz  nehmen  sollte,  was  whr 
übrigens  weder  hoffen  noch  wünschen,  keineswegs  zur  Ehre  gereichen 
kann.  Alan  lese  z.  B.  den  so  ungemein  wichtigen  Artikel :  „Alge- 
braische Gleichung.'^  Kein  Wort  von  dem  Fundamentalsatze  der 
Algebra,  ohne  den  jede  Gleichungstheorie  nichts  ist;  von  dem 
Verhalten  der  Wurzeln  zu  den  CoefBcienten  der  Gleichung;  von 
dem  New  ton 'sehen  Satze;  von  der  Anzahl  der  reellen  und  ima- 
ginären Wurzeln,  dass  nämlich  die  letzteren  immer  nur  in  gera- 
der Anzfthl  und  paarweise  vorhanden  sein  können;  kein  Wort 
über  den  Satz  von  Harriot  oder  Decartes  über  das  Verhalten 
der  Anzahl  der  positiven  und  negativen  reellen  Wurzeln  zu  den 
Zeichenfolgen  und  Zeichen  wechseln  in  der  Function  der  Gleichung; 
kein  Wort  über  den  herrlichenSatz  von  Sturm;  über  Fourler's» 
Gräffe's  und  Anderer  Auflusungsmethoden  der  höheren  Glei- 
chungen, U.S.  w.  u.  8.  w.  Also  nichts,  was  eine  Einsicht  in  die 
eigentliche  Natur  der  algebraischen  Gleichungen  gewährt.  Dagegei» 
die  allertrivialsten  Dinge,  die  berühmten  Courier- Aufgaben,  die  Auf- 
gabe'Über  die  beiden  Bomben  werfenden  Artilleristen  u.  s.  w.  ans 
Bfeier-Rirsch,  und  dergleichen  Schulfuchsereien  mehr,  die  an  sich 
üfid  für  ihren  Zweck  ganz  gut  sind ,  aber  nnr  nicht  den  fast  alleinigen 
Inhalt  eines  solchen  Artikels  ausmachen  künnen  und  dürfe».  Oder 
mäii  mnss  sich,   wie  wahrscheinlich   dieses  Wörterbuch,  Schul- 
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knaben  oder  Handirerksbarschen  als  seio  Poblilniiii  denken.  N«o 
lese  man  aber  namentlich  die  astronomischen  Artikel  ond  staune  I! 
Bei  der  völligsten  Unkenotniss  der  Astronomie  als  Wissenschaft» 
und  theilweise  sehr  unklaren  Vorstellungen,  geben  diese  dnrdi- 
weg  nichts  mehr  und  nichts  weniger,  als  die  allergemelnsten  popu- 
Iftren  astronomischen  Schriften,  worunter  wir  freilich  nicht  die 
trefflichen  Werke  dieser  Art  von  Littrow,  Lamont,  Ponte- 
coulant,  Quetelet,  u.  s.  w.  rechnen»  die  mit  diesem  W5rter- 
buehe  keine  Gemeinschaft  haben  und  haben  mögen.  Dabei  kommen 
aber  doch  auch  manche  philosophisch  sein-  und  scheinen  sollende 
Redensarten  vor.  Wenigstens  klingt  a.  B.  der  Artikel :  „  Angewandte 
Mathematik«'  in  der  That  sehr  philosophisch,  indem  derselbe  in  sei- 
nem ersten  Theile  also  lautet:  „Während  die  reine  Mathematik  in 
ihrem  arithmetischen  Theile  die  Einheit  und  die  Vielheit,  in  ihrem 
geometrischen  Theile  die  Ausdehnung  Im  Räume  au  Elementen  aller 
ihrer  Untersuchungen  und  Erkenntnisse  hat,  so  sind  ßir  die  a*  BL 
ebenfalls  zwei  Elemente,  auf  welche  die  Erkenntoisse  der  reinen 
Mathematik  übertragen  werden :  1)  das  Belebende  und  Bewegende 
der  Natur,  die  Kraft,  und  2)  das  Leidende,  das  Raum-ErflUlendeb 
der  Stoff,  an  welchem  die  Kräfte  ihre  Wirkungen  ausüben."  — 
Fürchteten  wir  nicht,  mit  solcher  Miserabilität  zu  viel  Raum  an 
verschwenden,  so  hätten  wir  über  diese  letztere  hoble  Phrase 
sehr  Viel  zu  sagen.  Bei  aller  dieser  Philosophie  versteht  der  H^rr 
Verfasser  aber  noch  Aicht  die  Benennung  der  dem  rechten  Winkel  ge- 
genüberstehenden Seite  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  richtig  sn 
schreiben;  denn  überall  findet  sich  „Hypothenuse"  statt „Bypo* 
tenu'se'^  —  Der  Ehre  der  deutschen  mathematischen  Literatur  war 
bei  einem  solchen  Buche  das  Archiv  es  schuldig,  das  obige,  vielleicht 
etwas  hart  zu  sein  scheinende  Crtheil  auszusprechen,  namentlich  und 
ganz  besonders  der  Anmaassung  gegenüber,  mit  welcher  gleich 
zu  Anfang  das  Vorwort  sich:  „an  die  geehrten  Leser"  in 
folgender  Weise  wendet:  „Bei  dem  Wurterbuche,  dessen  erstes 
Heft  vorliegt,  soll  es  mein  Bestreben  sein",  u.  s.  w.,  „die  mathe- 
matischen Wissenschaften  nicht  nur  an  sich,  sondern  auch 
in  ihrer  Anwendung  auf  andere  Wissenschaften  abzuhandeln  und 
sugleich  die  Theorie  mit  der  Praxis  zu  verbinden."  Wer  ans 
diesem  Buche  seine  Kenntniss  der  mathematischen  Wissen- 
schaften und  ihrer  praktischen  Anwendung  zu  schSpfen  belin- 
ben  sollte,  den  würden  wir  aufrichtigst  bedauern!  Hätte  der  Herr 
Verfasser  oder  Verleger  dem  Buche  den  Titel:  „Mathematisch* 
physikalisches  Conversatlons-Iiexieoif  gegeben, 
so  mOchte  das  allenfalls  angehen ;  dies  würde  aber  auch  die  hSchsteu 
dem  Buche  etwa  gebührende  Bezeichnung  sein,  und  wir  mSchten 
Inder  That  dem  Herrn  Verleger  den  wirklich  wohlgemein* 
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teil  Rath  geben,  dasselbe  scbleunigst  glelcb  vom  zweiten  Ueft6 
an  in  der  angegebenen  Weise  umzutaufen,  wenn  er  nocb  auf 
einigen  Ersatz  seines  Sehadens  rechnen  zu  dOrfen  die  Hoffnung 
haben  will;  denn»  wer  nur  irgend  sich  einen  Mathematiicer  nenn^ 
wird  es  nicht  kaufen  und  zur  Seite  werfen,  und  madiematische 
Anftnger  mdssen  von  ihren  Lehrern  vor  dem  Ankauf  und  dem 
Gebrauch,  wozu  dieselben  der  jetzige  Titel  leicht  verleiten  kOnnte» 
dringend  gewarnt  werden. 


Geometrie. 

Sammlung  von  Lehrsitzen  und  Aufgaben  aus  der 
Planimetrie.  Fdr  den  Schulgebrauch  sachlich  und  me- 
thodisch geordnet  und  mit  Hillfsmitteln  zur  fiearhei- 
tnng  versehen  von  J.  O.  Gandtner  und  Dr.  K.  F.  Jung« 
hans.  Erster  Theil,  die  Anwendung  der  Proportionen 
nicht  erfordernd.  Mit  sechs  Figurentafeln,  fierlin. 
Weidmann.    1856.    8. 

Diese  neue  Sammlung  vorzugsweise  durch  Construction  zu 
iSsender  geometrischer  Aufgaben  und  eben  so  zu  beweisender 
geometrischer  Lehrsitze  scheint  uns  jedenfalls  in  sehr  verstlndi- 
ger  Weise  angelegt  zu  sein  und  vielen  Stoff  zu  sejir  zweckmls- 
sigen  geometrischen  Uebungen  darzubieten.  Zuerst  sind  die  Sitze 
zusammengestellt,  welche  als  bekannt  angenommen  werden,  und 
mit  denen  der  Schiller  bei  allen  folgenden  Uebungen  vollstlndlg 
auszukommen  vermag,  die  er  sich  also,  ehe  er  zu  diesen  Uebun- 
gen schreitet,  vollstlndig  zu  eigen  gemacht  haben  muss,  was  auch 
durchaus  keine  Schwierigkeit  hat  und  von  jedem  ScbQler  verlangt 
werden  kann  und  muss,  da  deren  Anzahl  im  Ganzen  nur  gering 
ist.  Dann  folgen  Lehrsitze,  die  zu  beweisen  sind,  und  hierauf 
vorzugsweise  durch  Construction  zu  lösende  Aufgaben,  wobei 
jedoch  auch  eine  Anzahl  algebraisch  zu  lösender,  auf  Gleichungen 
des  ersten  Grades  oder  reine  quadratische  Gleichungen  führender 
Aufgaben  nicht  fehlt.  Der  Stoff  ist  flberall  in  natflrlicbe  Gruppen 
vertheilt,  nicht  nur,  wie  es  der  Schulgebrauch  erfordert,  nadi 
den  Beweis-  und  Auflösungsroitteln  geordnet  Jede  Gruppe  von 
Sitzen  und  Aufgaben,  d.  h.  jeder  Paragraph  der  Sammlung,  be- 
handelt eine  bestimmte  Figur.  Hehrere  Gruppen  zusammen  bil- 
Ami  einen  Abschnitt,  alle  Sitze  oder  Aufgaben  eines  Abschnitts 
entsprechen  einer  Stufe  des  geometrischen  Unterrichts  und  setien 
das  auf  den  früheren  Stufen  Erlernte  voraus.  Innerhalb  einer 
Jeden  Gruppe  sind  die  Sitze  methodisch  und  nach  ihrem  Zusam* 
nenbaBge  geordnet,  und  die  meisten  Gruppan  enthalten  naaent- 
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lieh  im  Anfange  eine  Ansaht  leichterer  SStze  oder  Aufgaben. 
Anderemeits  fehlt  ea  aber  auch  schon  im  vorliegenden  Th^le, 
namentlich  am  Ende  der  einireineij  Paragraphen»  nicht  an  Num- 
mern» die  selbst  dem  Schüler  der  oberaten  Stufe  noch  Stoff  «m 
j^achdenken  bieten.  Die  Beweise  und  Auflösungen  sind  nirgends 
VoUstlLodig  gegeben,  wobei  aber  kurse  Andeutungen  daau  durch 
zweckmfissige  Bioweisungen  auf  FrGheres  nicht  fehlen.  £ioe 
grossere  Anzahl  ganz  kurzer»  oft  sehr  zu  Belehrung  und  Er- 
läuterung dienender  Fragen  ist  den  einzelnen  Nummern  hfiufig 
beigefiigt.  Namentlich  unter  den  Lehresätzen  finden  sich  manche 
den  Herren  Verfassern  jedenblls  eigenthOmliche  interessante  geo- 
metrische Beziehungen »  wie  sie  sich  bei  einer  solchen  sorgfaltigen 
und  milheTollen  Arbeit  Immer  von  selbst  zu  ergeben  pflegen»  was 
in  dem  ungemeinen  Reichtbum  der  tieometne»  der  nie  zu  ersebSpfen 
ist,  seinen  natfirlichen  Grund  hat.  Ausser  der  grossen  Reichhal- 
tigkeit dieser  Sammlung  finden  wir  ihr  Hauptverdienst  in  der  ftusserst 
aorgftitigen  methodischen»  stets  in  folgerechter  Weise  vom  Leichteren 
mm  Schwereren»  dem  Einfacheren  zum  Zusammengesetzteren  fer^ 
schreitenden  Anordnung  der  Lehrsätze  und  Aufgaben »  so  dass  wir 
Überzeugt  sind»  das^  das  Buch  nicht  bloss  in  der  Hand  einea  gasohick- 
ten  Lehrers  hei'm  Unterrichte  Nutzen  stiften»  sondern  selbst  auch 
von  einem  gut  vorbereiteten  Anftinger  bei^m  Selbststudium  vor- 
theilhaft  benutzt  werden  kann.  f)a^  Buch  Ist  zu  reichhaltig»  als 
dass  wir  seinen  Inhalt  hier  auch  nur  in  seinen  Hauptumrisaeil 
iMizugeben  im  Stande  wären.  Möge  es  daher  alle»  Lehrexn  noch- 
mals zur  Beachtung  empfohlen  sein  und  der  zweite»  die  Lehre 
von  den  Proportionen  voraussetzende  Theil  bald  erscheinenw 


Physik. 

Jahresbericht  über  die  höhere  Bürgerschule  an 
Frankfurt  an  der  Oder  von  Ostern  1857.  Uiebei.  die 
Abhandlung:  Ueber  verschiedene  matlieniatt^iclt- 
pli7slkaliaehe  Probleme.    Ten  Dr.  «.  Bmamsinii^ 

Frankfurt  a.  d.  O.  1857.    4«. 

Wir  billigen  die  Wahl  des  Inhalts  zu  diesem  Schulprognamaei 
ganz  und  wünschen,  dass  andere  Lehranstalten  bei  Abfassung 
ihrer  Programme  öfters  gleiche  Gesichtspunkte  verfolgen  mSchten» 
Der  Herr  Verfasser  behandelt  nämlich  verschiedene  wichtige  phy- 
sikalisch-mathematische Probleme»  die  in  deu  gewöhnlichen  phy- 
sikalischen Elementarbüchern  nur  sehr  oberflächlich  behandelt 
werden»  in  eingehender  gründlicher  Weise  so»  dass  dieselbe  kei« 


Uierari9ek€r  BeriM  CXi.  6 

neswegs  Qbor  den  Gesiohtskfeis  derScbfiter  bioaiisgclit  unddieM 
ProUcme  sehr  zweckmficsiK  aur  Cebung  derselben  beeutst  werden 
können»  wodurcb  er  lugleich  seine  mit  der  unsrifren' völlig  Aber- 
einstimmende  Ansiebt  über  die  besondere  Wichtigkeit  der  mstbe» 
matiscben  Seite  des  physikalischen  Sehulunterrichts  aa  deii  Tag 
gelegt  bat'  Wir  haben  es  schon  oft  bervorgeboben»  und  wiedisr- 
holen  es  auch  bei  dieser  Gelegenheit,  dass  auf  Scbolen  der  hObbr« 
physikaliscbe  Unterricht  voruigsweise  roatbematisch  ertheilt  vrer» 
den,  und  das  Experiment  zwar  keineswegs  ganz  ▼emacbl&ssigei, 
aber  sich  dal>ei  nur  auf  das  Nothwendigste  beschränken  muss«  wenn 
er  seinen  Zweck  erfäilen  und  wahrhaft  befruchtend  und  anregend 
wirken  soll,    wozu  eine  so   grosse  Anzahl  der  treflnichsten  El(^ 
roente  in  demselben  liegen.    Auf  den  Universitäten»  wo  der  pby*> 
sikaliscbe  Unterricht  leiderfl    oft  nui*  zu  sehr»  ja  nicht  selten 
ganz  und  gar  im  Dienste  der  Medicin  steht  und  derselben  als  sei* 
ner  Gebieterin  huldigt,  wird  die  mathematische  Seite  der  Physik 
in  den  gewöhnlichen   Vorlesungen   Aber  diese  herrliche '  Wissen- 
schaft, —  einige  sehr  rühmliche  Ausnahmen,  auf  die  der  Kundige 
nicht  besonders  hingewiesen  zu  werden   braucht»  natOrlich  abge- 
rechnet» —  od  ganz  vernachlässigt»  was  dann  aber  auch  meistens 
nur  zu  bedauerlichen  ResuKaten  fUhrt    Auch  deshalb  haben  die 
höheren  Lehranstalten ,  auf  denen  wahre  Gründlichkeit  und  Strenge» 
die  mit  einer  elementaren  Betrachtungs%veise  sehr  wobi  zu  verei- 
nigen ist»  das  erste  Haupt-  und  Grundelement  alles  Unterrichts 
sein  niuss,  nm  so  mehr  die  Verpflichtung»  die  In  Rede  stehende 
Seite  des  so  bildenden  physikalischen  Unterrichts  hauptsächlich 
bervorzuhei>en»  und  jede  Schrift»  welche  dazu  f&rdernd  zu  wirken 
sucht»  wird  von  uns  jederzeit  mit  besonderer  Freude  und  Aner- 
kennung begrüsst  werden.    Deshalb  auch  das  vorliegende»    ganz 
elementar  in  sehr  grundlicher»  völlig  fUr  den  Schulunterricht  ge- 
eigneter Welse  verfasste  Programm!    Die  Auswahl  der  betreffen- 
den Lehren  ist  sehr  zweckmässig  getroffen»  und  überall  hat  der 
Herr  Verfasser»    wie  z.  B.  bei  der  Bestimmung  der  Brechunga- 
verbaltnistiie,  auf  die  neuesten  Metboden»  die  sieb  noch  nicht  in 
den  Lehrbüchern  finden»  Rücksicht  genommen»  wodurch  die  Schritt 
auch  fär  Lehrer»  denen  eine  grössere  Bibliothek  nicht  au  Gebote 
steht»  lehrreich  ist.    Der  Inhalt  ist  folgender:    L  Die  spesift* 
•  ehe  Wärme.    Allgemeine  Theorie  und  dann  L  Die  Mischungs- 
metbode.    2.   Die  Eisscbmelzungsmetbode.    3.  Die  Erkaltungsme- 
thode.  Endlich:  Beachtenswertbe  Anmerkungen  über  die  Ermittelung 
der  spezifischen  Wärme  der  Gase  mit  besonderer  Rücksicht  auf 
die  neuesten  Arbeiten  von  von  Seydlitz,   KrOnig»   Kreroerii 
Q.  s.  w.  —  IL  Die  Constanten   galvanischer  Rheomoto- 
ren.     Von   dem   Obm'scheu   Gesetze    ausgehend:     Tangenten- 
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bmmole,  elektromotorisebe  Kraft,  Wideretand,  Einheit  de«  Lei- 
tmgswideretnndee,  Leitnngawideratand  der  Drillte,  spesilecber 
Leltongswideratand ,  u.  s.  fr.  —  111.  Die  Declination  der  Hag* 
netnadel*).  —  IV.  Der  Brechnngaezponent,  mit  Radwidit 
auf  die  Methode  and  das  Inatmment  Ton  Meyeretein.  —  V.  Daa 
Bild  hei  sphärischen  Spiegeln  and  Linsen.  Die  gewöhn- 
lichen einfachsten  optischen  Formeln  als  bekannt  voraussetxeod, 
bauptslchlich  Aber  Lage  der  fiilder  in  Bezug  aaf  die  Objecte^ 
VergrOssemng  o.  s«  w. 

Wir  empfehlen  dieses  Programm  den  Lesern  zor  Beachtung 
und  haben  es  namentlich  deshalb  etwas  nfther  als  sonst  gewGha- 
iich  besprochen,  weil  es  die  wichtigste  Seite  des  physikalischen 
Unterrichts  in  geeigneter  Weise  hervorhebt  und  die  Fordemng 
dieses  wichtigen  Unterrichts,  der,  nach  richtigen  Grondsätsen 
ertheilt,  so  viele  treffliche  Bildongsmittei  entbilt,  aber  bei  unrich- 
tiger Behandlung  seinen  Zweck  auch  ganz  verfehlen  kann,  nach 
dieser  Sdte  hb  sich  angelegen  sein  lässt. 


Optische  Instrumente. 


Jt  mehr  die  Denen  Steinhcil'tchen  Femröhre  und  übrigen  optiechen 
Apparate  bei  ihrer  grossen  Yortrefflichkeit ,  die  wir  aut  dem  Oebranch  einet 
in  nnserem  Besitze  befindlichen  tolchen  Fernrohre  Tollstlndig  Tcrbfirgen  1l5b- 
nan,  nnd  ihrem  TerhSltniMmSatig  sehr  niedrigen  Preise  die  allgemeinste  nnd 
wirmste  Empfehlung  zur  Anschaffung ,  namentlich  auch  für  die  Apparate  der 
Schulen  Terdlenen:  desto  mehr  halten  wir  es  für  unsere  Pflicht,  den  nene- 
■ten  Preis-Courant  der  8  teinheil'schen  Werkstfitle  in  München,  für  dessen 
Zusendung  wir  ihrem  berühmten  Vorsteher  Terbindlichst  danken,  nachstehend 
unseren  Lesern  sogleich  mitzntheilen.  (Den  früheren  Preis -Conrant  s.  m« 
ThL  XXY.  Literar.  Ber,  Nr.  XCY II.  8 . 8.)  O. 


*)  Die  hier  entwiclcelte  Methode  mr  Bettimmaog  der  Declination 
iat  gans  die  leichte  and  genaue  Methode,  welche  der  Heranegeber  Im 
ArchiT.  ThL  XXIV.  S.  185.— S.  137.  mit  Berächtichtigong  dea  Ezcea- 
tricitätafehlera  dea  Inatmmenta  angegeben  hat,  was  oatärlich  auch  la 
4er  Torliegenden  Schrift  bemerkt  ist  Der  Heranageber  erlaabt  dek 
Bor  in  bemerken,  dasa  in  neaerer  Zeit  Ton  Herrn  Brelthaapt  aad 
Sohn  in  Caasel  sehr  achöne  and  genaue  Feldmeaaer-Bonaaolea,  lioi 
denen  dae  Fernrohr  aich  gam  darchtchlagen  liaat,  Terfertigl  wofdea, 
an  dem  Terhältniaamaaaig  geringen  Freiae  Ton  80  Rthlr.,  welche  atch 
sar  Aaaführnng  aeiner  Methode  cor  Bestimmung  der  Declinatioo  der 
Magnetnadel  Tortrefflich  eignen.  Da  dieae  trefflichen  Inatrameate  aekr 
▼ielen  Zwecken  sogleich  entsprechen,  and  ala  Feldmeaaer-Baoaaolen» 
magnetiflohe  Declinatorien  a.a.w.  benntst  werden  können,  aa  Terdle- 
nen aie  aehr,  in  die  phjaikalitchen  Kabinette  der  höheren  Lehrana tallea 
anfgenommea  in  werdea.  G* 


UttrBruchtr  BerteU  CXI.                                 t  ^^^^H 

,  WcrkitXtte  T»n  C.  A.  Steinhell  In  MOnchen  pro  ISJir.     ^^^H 

Tereitx-Guldcnfiiise  franca   München  anKoetzt.      Einielna  Preiierhühun-       ^^^^H 

direct  an  die  AniMlt  richten.  VerpacliunKilioalen  werden  beannder*  herechnoL        ^^^^^| 

AnfallenOhjcctiefawungeniaCdieFirmau.daaPrnductiona-NanierngrmTirb      _^^^| 

.W 

I.  Abtheilung.    Fernrübren. 

a.     Tuben  ohne  Stativ,  mit  fournirtem  Ilolzrohr. 

OM.      ^^^^1 

I. 

Kefrnetor  von  108"' Oeffnunp.  131  Fugs  Brennweite, 
mit 6  Okularen  von 80. 107.  ItiO.^  13. 3-2Ü.  480nial.  Vergr. 

^^^^H 

^^^^^H 

u. Sonnenglas,  ilann  Sucher  V. 33^" Oeffn.  u.  4-2"  Brenn w. 

2800    ^^H 

2. 

Refractor  von  06"  Oeffnung  und  lli  Fuss Brennweite, 
ß  Oltulare  von  6«.  92. 138. 184.  276.  414mal.  VerRr.,  Son- 

nenglas, dann  Sucher  von  27"  Oeffn.  u.  27 Zoll  Brennw. 

2oad   ^^H 

3. 

Bcfractor  von  84"  Oeffn. ,  »|  Fuss  Brenne .,  6  Okutare 
von  58.  77.  116.  135.  232.34Smal.  Vergr.,  dann  Sucher 

von  24'"  Oeffn.  u. '24  Zoll  Brennw 

1601)    ^^H 

4. 

Hefraetor  von  78"  OelTn..  9  Fuss  Brenn«-.,  mit  ft Oku- 
laren Ton  54.  72.  108.  144.  216.  324mal.  Vergr.,  dann 

Sucher  von  24"  Oeffn.  und  24  Zoll  Brennw 

IlOO   ^^H 

5. 

Befractor  von  72"'  Oeffn.  und  8  Fuas  Brennw.,   mit 
5  Okularen  von  64.  96.  128.  192.  288mal.  Vergr.,  dann 

Sucher  von  2r  Oeffn.  und  21  Zoll  Brenn«« 

MX)   ^^H 

Zu  dieaen  Kefrartnren  werden  nnf  Beileliiitiif  eotipre- 

Sliinden    lind  Dcklinatinnikreiie  geliefert.    Der  Frei« 

richlel  licti  nach  der  Gn'iHe  und  nai^h  dem  Grade  der 

Etfganx.  die  »erLangt  wird,  woröbor  man  lich  Ter- 

.llndiic-n    wird. 

6. 

Tnbna  von  60"  Oeffn.  und  78  Zoll  Brenn«-.,  die  5  astron. 
Okulare  vergrö^sern  S2.  78.  104.  156.  234mal,    daa 

terr.  Okular  78mal,  Sucher  »on   ly? 

^H 

60»    ^^H 

7. 

Toba»  von  48"  Oeffn.,  60"  Brenn«-.,  aslr.  60.  80. 120. 
12" 

^^H 

180.  •240.  terr.  60,  Sucher    yr 

380    ^^H 

8. 

Tnbni  von  42"  Oeffn.,  60"  Brenn».,  astr.  60.  80.  120. 

^^^H 

ISII     (err    60     Sucher    -s                                 

m  ^^H 

9. 

JOV,     ICH.    mit     L,u*.ui.i      p/f                          ........ 

TobBS  von  36"  Oeffn. ,  60"  Brennw. ,  astr.  80. 12a  180, 

t^rt  60    Suchpr  —                                                         ... 

230  ^^^^1 

10. 

lerr.  ia/,  hjui-iici   nj/             ........... 

Tobn«  V.  33"  Oeffn,.  42"  Brennw.,  astr.  56.86. 126,  terr.54 

130    ^^H 

11. 

rnba.  von  27-  Oeln.,  »■  Brennw.,  «,lr.  54, 81 ,  lerr.  34 

73    ^^^H 

12. 

Tabu,  von  24"  Oeffn.,  24'  Brennw..  a.lr.  48. 72,  terr.  30 
Zu  den  Toben  >?  6-12  werden  auf  Bc.lellunr  ent- 

en  ^^m 

TOD  einfacher  oder  eleganter  Arbeit,  oder  auch  pa- 

L 

■■ 

8 
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13. 

VL 
10. 


17. 


\ 


8. 


t9. 

ao. 


21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 

29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 


l 


35. 
36. 
37. 
38. 


b.  Tuben.  RaliritidStitbMctsiog;  in  paiiiietii  Kasten. 

Tnbu  33^  Oefih.,  W  Brennw.,  terr.  50. 70,  astr.  64. 84. 

126ttial.  Vergr.,  Sonnenglaa  Triebatenge  .... 
Tttbu  VI"  Oeffo.,  Vi"  Brennw.,  terr.  34..  aatr.  54. 81mal. 

Vergr.y  Sonneoglaa 

Vttima  21''Oeffn.,  W  Brentiw.,  terr.  31,  aatr.  42. 63mal. 

Vergr.y  Sonoenglas 

Tvbiui  IS'Oeffn.,  12*BreDDW.,  terr.  28,  aatr.  36.  flOmal. 

Vergr.y  Sonnenglas 

c.    Sucher,  Helligkeit  und  Geaichtafeld  gross. 

KometeiUPaolier  tou  27"^  Oeffn.  und  27^  Breonw., 
mit  13iinal.  Vergr. ,  parallaktUch  mootirt.    Das  Stativ 

Siit  3  Fuaaachraubeo  und  aus  Messioeruhreo  gebil- 
et  zum  SteUeo  auf  den  Tisch.  Die  Hohe  kann  ge- 
ändert, jede  Axe  geklemmt  und  das  Ganze  auch  als 
Horizontal -Stativ  benützt  vrerdeo 

Besonderer  OkalarstiltBeii  mit  Trieb  um  Jß  17 
auch  als  Tubus  zu  benutzen.  Beigegeben  sind  terr. 
Okulare  von  34  und  astr.  von  54  u.  Slmal.  Vergr.  nebst 
Sonnenglas 

Sucher  von  15^  Oeffn.,  12^Brennw.,  mit  9mal.  Vergr. 

Sucher  kleiner »  von  V  Oeffn.  und  6mal.  Brennvi^., 
mit  6mal.  'Vergr 

d.     Zugfemröbreü. 

Zurfemrdlire  33^ Oeffn.,  42^ Brenn w., terr.  Vergr. 54 

27'»      „      27-^       „         ..        „     34 


ff» 
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24"' 
21* 
18» 
15* 
12* 
9* 

15* 
15* 
12* 
12* 

QM 
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»ff 


»ff 


ffff 


ffff 


ffff 


»» 
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24* 
21* 
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12* 
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,» 
»• 
99 
»ff 
ffff 
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ffff 
»ff 
ffff 
ffff 
ffff 
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»ff 


30 
31 
221 
15 
11 
7i 


Okular  zusammenschiebbar 
15"  Brennw.,  terr.  Vergr.  35 
12^  ffff  ff,  ffff  24 
1^  ff»  ffff  ff»  •*« 
*/  ff»  ffff  ff»  *" 
V       „        „       „     14 

*9  ••  It  9«  V 


»r 


•9 


Sollen  diese  ZuefemrChre  ein  SoDttenblendrobr  ef- 
halteD,  so  erbSht  sich  der  Preis  tod  No.  21—24  um 

No.  25-28  ani 

No.29-3iiia 

Baamtchraaben ,  Futterale  oder  Lederaäclie  werden 

auf  Verlangea  beigegeben  und  beaonder.  verrechnet. 

Marine-Ferarölureii  mit  Holzrohr  nnd  Sonnen- 
blende, Dar  Okularzug. 

■•rinerenirelir  24*  Oeffn..  24"  ßrennvr.,  30m.  Vergr. 

21"  „  21"  „  26m. 
18"  „  18"  „  22m. 
U*     ..     1^       .      Ifin. 


e. 


>f 
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t» 


i9 

n 


GM. 

i20 
110 


44 


12S 


33 
30 

16 


110 
60 

46 
36 
32 
28 
21 

22 
22 
22 
16 
16 
12 
10 

3 
2 
1 


46 
36 
30 

24 


Jannar  1857. 


C.  A.  SteinheiL 
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Interesaaiite   Not!«  über    eine   grosse   matbematiaclift 

BibUothek  m  England. 

■  '  Mietn  Freund,  der  so  verdiente  Director  der  Reabebttl«  m 
Posen,  Henr  Dr.  Bretinecke,  bat  mir  folgende  allgemein  inter«- 
eeeante  ^otis  mitgetheilt :  6« 

,  „WUsen  Sie»  wo  die  vollständigste  Bibliothek  für  reine 
Blatbematik  zu  finden  ist  ?  leb  babe  es  zufällig  erfahren.  Ich  wer 
im  vorigen  Sommer  in  England  io  Cheltenbam  und  wurde  unbe- 
kfipnter  Weise  von  eipem  Hr.  Grave  eingeladen  zu  Tiscbe. 
Derselbe  bat  micb  am  folgenden  Tage»  seine  kleine  matbenfa- 
ti^ebe  fiibliotbek  anzusehen.  Ich  kam  seiner  Aufforderung  naeb* 
^  fiihrte  micb  io  ein  von  seinem  Wobnbause  (wo  seine  Fra« 
wabnt  und  er  seine  Gesellschaften  giebt)  entlegenes  Stadtviertel» 
Dort  bat  er  ein  anderes  Haus,  das  von  dem  Parterre  bis  zum 
Boden  nur  mit  rein  mathematischen  Büchern  in  schönster  Ordnung 
(Aer  OOOD  Bände)  angefüllt  ist.  leb  fand  auch  Ihre  Werke,  s.  B. 
auch  das  ganze  Archiv»  vollständig.  Er  hält  sich  einen  eigene* 
BiMfotbekar.** 


Arithmetik. 

AuffSsttAgsmetbode  fdr  atgebralscbe  Buehstaben- 
iffet'öh'ungen  mit  einer  einzigen  unabhängigen  Bueb* 
^(iVengfösfere.  Von  Dr.  Ignaz  Heger.  Hit  eltti^r  Tafel. 
Aus  dem  XIL  Bande  der  Denkschriften  der  malbem.- 
natnrw;  Olasee  der  fc.  Akademie  der  Wiseeneellaften 
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b«80Dder8  abgedruckt  Wien.  Aas  der  kaiserlich-kO- 
Biglichen  Hof-  und  Staatsdruckerei.    1856.    4. 

Diese  Abhandlung  entbfilt  die  Darlegung  einer  allgemelneB 
Auflusungsmetbode  für  alj^ebraiscbe  Gleichungen  von  der  Foroi 
/^(j:»ic)=Oy  welche  nebst  der  Unbekannten  x  noch  eine  sweite 
BuchstabengrOsse  a  in  sich  scbliessen,  so  dass  F{Xf  a)  eine  al- 
gebraische Function  der  zwei  Buchstabengrussen  x  und  a  tod  der 

Gestalt  S^Ua  x  J  ist  und  folglich  ein  Polynom  von  Gliedern  tod 

der  Form  Ha^x^  darstellt,   wofQr  die  Gleichung 

ein  Beispiel  liefert.  Nachdem  der  Herr  Verfesser  in  den  Vor- 
bemerkungen der  früheren  Arbeiten  von  Newton  mit  beson- 
derer  Rücksicht  auf  dessen  analytisches  Parallelogramm  *),'TOd 
Stirling,  Gramer,  Lagrange  und  Anderen  kurz  ErwähnoDg 
gethan  hat»  föhrt  er  auf  S.  3.  in  folgender  Weise  fort: 

>,Spfiter  beschSftigte  sich  Fourier  sehr  angelegcntlfdi  mit 
diesem  Gegenstande  und  wir  haben»  gewissen  Al^deuteDg^Vv  in 
seinem  Werke  nach,  allen  Grund  zu  glauben,  dass  er  eine  Allge- 
meine Auflusungsmethode  für  solche  Gleichungen  und  xwar 
nicht  bios  filr  eine  einzelne  Gleichung  mit  einer  einzigert  fiber- 
scfhOssigen  Buchstabengrusse,  sondern  auch  mit  einer  beliebig 
grossen  Anzahl  von  solchen,  und  auch  für  Systeme  von  mebre^ 
ren  solchen  Gleichungen  gefunden  habe.  -Leider  sind  die  Ergeb- 
nisiie  dieser  Untersuchungen,  gleichwie  viele  andere  von  ite 
aufgefundenen  Schätze  des  Wissens  für  uns  verloren  gegangen. 
Ab^r  auch  in  seinem  Werke  findet  sich  keine  Andeutung  jener 
eben  früher  erwähnten  Untersuchungen  über  die  Uustetigkeit  der 
Genüge  leistenden  Functionen.'^ 

.  „Endlich  wurde  derselbe  Gegenstand  von  Petsval  genauer 
behandelt  Bei  seinen  Untersuchungen  über  die  linearen  Dif- 
ferentialgleichungen gelangte  dertielbe  nicht  nur  zu  einer 
Reibe  von  Integrationsmethoden  für  dieselben,  sondern  fand  auch 
Auflusungsmethoden  für  eine  algebraische  Gleichung,  welche  nebst 
der  Unbekannten  x  noch  andere  constante  Parameter  beherbergt 
Dieser  Fund  war  auch  einmal  der  Gegfenstand  seiner  öffentlichen 
Vorträge  an  der  Wiener  Universität,  und  die  Grundzüge  dieser 
Methode  finden  sich  in  seinem  Werke:  „Integration  der  linearen 
Differentialgleichungen*'  niedergelegt     Diesen  zuletzt  erwähnten 


*)  M.  •«.Mathematiscbe«.  Wörterbnch.  ThK  IIL  8.  4T«. 
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Arbeiten  terdankt  diese  Abiiandlang  ihr  Entotehen.  En  wurde  mi^ 
Dflmlicli  erst  spAter  kand,  dass  scKien  Fonrier»  wiewolil  auf  einem 
andern  Wege,  denselben  Gegenstand  behandelt  hatte,  wie  sich 
dies  in  seinem  Werke :  ,,  Analyse  des  ^quations  d<$terniin<Ses''  an- 
gedeutet  findet,  in  vrelches  dieser  grosse  Mathematiker  seine  On* 
tersnchungen  fiber  Gleichungen  niederlegen  wollte.  Leider  ist  der 
grOsste  Tbeil  hiervon  für  uns  verloren  gegangen,  weil  die  Her^ 
ausgäbe  des  tweiten  Bandes  durch  seinen  Tod  vereitelt  wurde. 
Der  erschienene  erste  Band  enthält  glflcklicher  Weise  eine  kurze 
übersichtliche  Darstellung:  „Exposi^e  synoptique''  des  Gesammtr 
Inhaltes.  Hieraus  nun  ist  ersichtlich,  dass  das  vierte  Buch  die- 
ses Werkes  eine  allgemeine  AuflGsungsmethode  für  Buch- 
stabengleichungen und  Systeme  von  solchen  enthalten 
sollte.  Daselbst  sind  in  gedrängter  Körze  die  GrundzGge  dieser 
Methode  auseinandergesetzt;  allein  sie  scheinen  bisher  selbst  ge- 
lehrten Lesern  ganz  und  gar  unverständlich  geblieben  zu  sein, 
vermuthlich  wegen  der  ganz  eigenthQmlichen  Behandlungsweise 
dieses  Gegenstandes,  und  wären  es  vielleicht  auch  ffir  mich  ge- 
blieben, wenn  ich  nicht  durch  die  auf  einem  ähnlichen  Gedanken- 
gange gegründeten  Untersuchungen  PetzvaTs  über  die  linearen 
Differentialgleichungen  zu  ihrem  Verständnisse  geleitet  worden 
wfire.  Es  ist  mir  auch  gelungen,  die  Methode  Fourier's  zur 
Auflösung  von  Buchstabengleichungen  und  Systeme  von  solche« 
genau  in  derselben  Weise  wieder  aufzufinden,  wie  sie  einst  die* 
«er  grosse  Analyst  selbst,  seinen  eigenen  Andeutungen  nach,  ge* 
habt  haben  mochte.  Es  lag  dies  zwar  so  eigentlich  nicht  in  der 
«rsprdnglichen  Absicht;  ich  ging  vielmehr,  so  wie  jeder  andere 
an^ meiner  Stelle,  auch  darauf  aus,  auf  diesem  wenig  betretenen 
Felde  wo  m«*)glicb  einiges  Eigenihum  zu  gewinnen  und  glaube 
wirklieb  einiges  gefunden  zu  haben;  in  der  Mehrzahl  der  Fälle 
jedoch  geschah  es,  dass  ich  zwar  meinte,  einen  eigenen  Fond 
gßthan  zu  haben  und  dann,  Fourier's  Expos^e  synoptiqne  zur 
Hand  nehmend,  zu  meiner  Ueberraschung  gewahr  ward,  wie  der- 
selbe darin  bereits  angedeutet  war,  mit  irenigen,  aber  so  bezeich- 
nenden Worten,  dass  kein  Zweifel  übrig  bleiben  konnte,  Fon- 
rier  habe  dasselbe  bereits  selbst  besessen.  Ich  fand  mich  dadurch 
nur  noch  mehr  bestimmt,  in  dieser  Abhandlung,  welche  einen 
Theil  dieses  Fundes  zum  Gegenstande  hat,  genau  den  von  Foa- 
rier  eingeschlagenen  Weg  beizubehalten.  Es  ist  dies  keineswegs 
blos  ein  Opfer,  welches  man  den  Manen  dieses  grossen  Mannes 
bringt,  ich  hege  vielmehr  die  Ueberzeugung,  dass  diese  Darstel* 
longsweise  zugleich  die  allgemeinste  von  allen  sei,  indem  sie 
nieht  blos  auf  eine  einzige  Buchstabengleichung  mit  einer  einsirr 
gen  fiberschfiesigen  Bachstabengrosse  Anwendung  verstattet,  sen*. 
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d«n  «UgwMiDe  GUtigkcit  besitit,  wie  grooa  mach  dia  Anndil  der 
GMchoDgen  ond  der  flberachflMigen  BnehetobengrOsiiee  eeip  maff.^ 

„Das  in  dieser  Abbandlang  gelüste  Problem  stellt,  wie  aas 
diesen  Bemerkungen  ersichtlicb  ist.  nur  den  einfacbsten.  t^all  äsi. 
Die  darin  auseinandergesetzte  Auflusungsmethode  yerstattet  aber 
eine  allgemeine  Anwendung  auf  beliebig  gestaltete  algebraische 
Buchstabengleicbungen  und  Systeme  von  solchen  mit  beliebig 
Tielen  fiberschOssigeo  Buchstabengrossen.  ,  Dieser  Abbandlopg 
sollen  auch  mehrere  andere  nachfolgen,  welche  die  complicirteren 
Probleme  behandeln,  wodurch  die  Theorie  der  algebraischen 
Bnchstabengleichnngen  eine  erschupfende  Darstellung  ge- 
winnen wird.  Diese  Reihe  von  Abhandlungen  wird,  wie  schon 
erwähnt,  zum  grussten  Theile  als  eine  Wiederherstellung  der  won 
Fourier  zuerst  aufgefundenen,  aber  durch  seinen  Tod  leider  ver- 
loren gegangenen  allgemeinen  Auflusungsmethode  fiir  Buchstaben- 
gleicbungen anzusehen  sein;  ob  und  wie  weit  mir  dies  wirlclicb 
gelangen  ist  oder  nicht,  mag  jeder  Leser  durch  Vergleichung 
meiner  Arbeit  mit  dem  oberwähoten  Elxpos^e  synoptique  selbst 
entscheiden.'' 

Je  sehnlicher  jeder  Mathematiker  die  Wiederherstellung  der 
verloren  gegangenen  Arbeiten  Foarler's  Aber  die  Aufldsung  der 
Clleichnngen  wünschen  muss:  desto  grGsser  und  allgemeiner  ist 
das  Interesse,  welches  die  vorliegende  Abhandlung  erregt,  and 
desto  mehr  roffssen  wir  dieselbe  der  Aufmerksamkeit  aller 
Mathematiker,  welche  sich  för  diesen  Gegenstand  interessi* 
rea,  empfehlen,  wobei  wir  zugleich  dem  Herrn  Verfasser  filr  seine 
mühevollen  und  scharfsinnigen  Untersuchungen  unseren  wlmisten 
Dank  auszusprechen  nicht  unterlassen  können,  eben  so  wie  den 
Herrn  Professor  Petzval,  dessen  Untersuchungen  mit  die  Ver- 
anlassang  za  dieser  verdienstlichen  Arbeit,  von  der  wir  mit  den 
grSssten  Vergnügen  genaue  Kenntniss  genommen,  p^geben  baben. 
Auf  eine  nähere  Darlegung  der  Methoden  des  Herrn  Verfassers 
kennen  wir  hier  begreiflicher  Weise  nicht  eingehen,  sondern  im» 
sere  Leser  nur  dringend  auffordern,  sich  die  Kenntniss  derselben 
aus  der  Abliandlung  selbst  so  bald  als  mSglich  zu  >rerschaffeo« 
Im  Allgemeinen  wollen  wir  jedoch  bemerken,  dass  die  Methede 
aaf  die  Entwickelung  in  absteigende  oder  aufsteigende  Reihen  au- 
rückkoramt,  dass  aber  hiebet  die  Kunst  hauptsächlich  darin  be« 
steht,  diese  Entwickelungen  so  vorzunehmen  und  anzuordnen, 
dass  sowohl  den  betreffenden  Reiben  die  nSthige  Gonvergeaz 
▼erschafft  wird,  als  auch  Unterbrechungen  der  Stetigkeit  streMg 
und  sorgfältig  vermieden  werden,  was  Alles  auch  an  mehtereB 
sehr  zweckmässigen  und  lehrreichen  Beispielen  erläutert  wird. 
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Aw  den  folgeadeo  DebarsehrillMi  der  HauptalMelliiilte  ^wmfi^ 
des  die  Leeer  den  Gmoß  des  Herrn  Verfaeeevs  in  seinen  ellfi^ 
meineten  Umrieeen  erlceneene  T«rbeaierk«ii|r»  —  BnAwiek« 
IvBf  der  WnrsclB  In  Vmrm  eine»  aacli  »bet^lyetateii 
FoteMien  der  utMmhH^^n^^^em  BaehetoMagrlSMie  *>  yfeoril» 
neteü  Reihe.  Einleitung.  I.  Besiimmung  dee  Anfange* 
gliedes.  II.  Bestimmung  der  Folgeglieder.  ~  Entwiek- 
I11119  der  Woraeln  ebier  CUeleliaBy  in.  eine  nneli 
^uMelyenden  Potenven  von  ä^a^  geordnete  Relk^. 
I..  Bestimmung  des  Anfangsgliedes.  IL  Bestimmuns 
der  Folgeglieder. 

Indem  wir  noch  besonders  «uf  die  mit  grosser  Deutllchfeelt 
und  Prfieision  auf  S.  38.  42.  74.  92.  99;  ausgesprocheeen  nltge« 
meinen  Sfltze  oder  Regeln  aufmerksam  machen,'  «rünscheti  wW 
sehr»  dass  der  Herr  Verfasser  die  Wissenschaft  recht'  bnid  mit 
der  Fortsetzung  seiner  so  interessanten  und  wichtigen  Arbeit 
freuen  mtlge. 


eometrie. 

Lehrbuch  der  Stereometrie  too  Ernst  Essen  (L^b.* 
rer  der  Mathematik  und  Physik  am  Gymnasium  «,n 
Stargard.)    Stargard  L  P.    Gustav  Welker.    1856.    & 

Dieses  Lehrbuch  der  Stereometrie  läjsst  in  Bezug  auf  Ein- 
fachheit,  Strenge  und  VollstSndigkeit  nichts  zu  wOnschen  übrig, 
nnd  bekundet  überall  den  gevrandten,  seinem  Gegenstände  mit 
der  grussten  Liebe  ergebenen  Lehrer,  wobei  zugleich  eine  grust 
sere  Anzahl  eigenthiimlicber  Darstellungen  nicht  fehlt,  die  al|e 
BunSchst  den  verdienstlichen  Zweck  haben,  der  Stereometrie. eine 
grSssere  Einfachheit  zu  verleihen,  und  dadurch  den  Unterricht  in 
derselben  zwar  zu  erleichtern,  aber  auch  das  grosse  in  demselben 
ll^^ende  bildende  Element  stets  fests^uhalten  und  zu  wahren.  Wir 
können  daher  dieses  Lehrbuch  allen  Lehrern  zur  sorgftltigstea 
Beachtung  aus  vollkommenster  Ueberaeugung  recht  sehr  empfehlen« 


1. 


Physik. 

Aufgaben  aus  der  Physik  nebst  ihren  Auflosun|*#^ 
und  einem  Anhange,  physikalische  Tabellen  enthaltend. 


II  ■ I  ■  .  ,   ,  . 

»        .  «•■...      . » .. 


'  t)  'Das  ab  ige 
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Z«n  Gebraoch«  fflr  Lehrer  ond  Schaler  ie  höheren 
Ueterrichteanstalteii  and  besonders  zeni  Selbstan* 
terricht  bearbeitet  von  Dr.  C.  Fliedner,  Haoptlebrer  an 
der-Realschele  SU  Hanaa.  Mit  50  in  den  Test  >eiBge- 
drackten  Holsschnltten.  Zweite  Terbesserte  and  ver- 
mehrte Aaflage.    Braonschvreig«    Vieweg.    1850.    8. 

Die  erste  Aaflage  dieser  sehr  gaten  Sammlung  physikalischer 
Aufgaben  ist  im  Literar.  Bericht  Nr.  LXl  V.  S.  635.  angeaeigt  and 
«npfohlen  worden.     Das  baldige  Erscheinen  einer  zweiten  Aaf- 
lage zeigt»    wie  sehr  das  verdienstliche   Buch  diese  Eropfehlnng 
Tcrdiente.    Der  dort  angegebene  Hauptinhalt  ist  im  Wesentlichen 
derselbe  geblieben»   mit  der  einzigen  Abänderung»   dass  die  Ab- 
flchnitte  XXIV.  and  XXV.  jetzt  in  den  einen  Abschnitt  XXIV. 
über  die  Brechung  des  Lichts  zasamroengezegen  worden  sind, 
and  der  Abschnitt  XXV.  Aber  die  früher  nicht  besonders  heHick- 
sichtigte  Farbenserstrenung  des  Lichts  jetzt  nea  hinsage- 
kororoen  ist.    Der»  eine  Anzahl  sehr  zweckmässiger  physikalischer 
Tabellen  enthaltende  Anhang  ist  schon  auf  dem  Titel  besonders 
bemerkt  worden.    Die  Hauptveränderung  aber»  welche  mit  dieser 
neuen  Auflage  vorgenommen  worden  ist,  besteht  darin»  dass  jetzt 
die  Aufgaben  und  Auflösungen   in  zweckmSssiger  Weise  von  ein- 
ander gesondert  und   in  zwei  besondere  Hefte    gebracht  worden 
sind.    Je  mehr  im  Interesse  des  Gedeihens   des  physikalischen 
Unterrichts  wir  wünschen,  dass  die  mathematische  Seite  dessel- 
ben immer  mehr  hervorgehoben  werden  möge,   weil  derselbe  nur 
dann   den   grossen   Nutzen»    den  er  zu  stiften  so  sehr  viel  treff- 
liche Elemente  enthält»  wirklich  stiften  viird  :  desto  freudiger  haben 
wir  die  neue  Auflasse  dieses  Büchleins  begrüsst»    welches  gerade 
in  dieser  Richtung  sehr  wuhlthätig  zu  tvirken  geeignet  ist.    Papier» 
Druck  und  Figuren  sind  so  vorzüglich,  wie  man  es  von  der  Ver- 
lagshandlung gewohnt  ist. 

Erste  Ergebnisse  der  magnetischen  Benbachtungen 
In  Wien  von  Karl  Kreil,  wirklichem  Mitgliede  der  kai- 
serlichen Akademie  der  Wissenschaften.  Ans  dem 
XII.  Bande  der  Denkschriften  der  mathematisch-natur- 
wissenschaftlichen Classe  der  kaiserlichen  Akademie 
der  Wissenschaften  besonders  abgedruckt.  Wien.  Aus 
der  kaiserlich-königlichen  Hof-  und  Staatsdruckerei. 
I8S6.    4. 

Magnetische  und  geographische  Ortsbestimmungen 
an  den  Küsten  des  adriatischen  Golfes  im  Jahre  1854. 
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Von  Kall  Kreili  wirklichen  llitgli'ede.d^r'  kaUerlichen 

Akademie  der  Wi88CDS.charteö.    Atttfdem  X.  Baad6;der 

Denkschriften    der  .  inatheinatiAck^Daturvf  iesenechjtft* 

lieben  Clasae  der  kaiserlichen  Al^ad^mie  der  Wissen- 

Schäften   besonders  abgedruckt.     Wien«  -Aus  der  kat« 

serlteh-k&siglichen  Hof- und  Staatsdruckerei.   18BÖ.  4/ 
i'  .  ■ 

Diese  Frfichte  der  Arbeiten   der   kaiserlich  -  Österreichischen 

Centralanstalt    för  Meteorologie    uud    Erdniagnetishius   in'  Wien» 

welcher  Herr  Professor  Kr  eil  mit  so  grossem  Eifer   und    liefer 

Kenntniss  des  betreffenden  Gegenstandes  vorsteht,  sind  jedenfalls 

fQr  die  Wissenschaft  von  der  grössten  Wichtigkeit«    und  liefern 

von  Neuem  den  Beweis,    roit  welcher  Grossartigkeit  und   immer 

grösserer  Ausdehnung  das  meteorologisch  -  magnetische  Netz  Aber 

den   ganzen  Österreichischen  Kaiserstaaf  ausgespannt  wird.    Die 

nf  gnetischen  und  astronomisch  -  geographischen  Arbeiten-  an  den 

Kopten  dfBS  adriatischen  Golfes  liefern  die ' betreffenden  Constanletl 

für  die  folgenden  Punkte:    Triest,  A^cneidig»  Parenzo,  Robi«  Fionuiii 

Lussin  Piccolo,  Zara,  Spalato,  Curzola,  Lagosta,  Lissa,  Lesina, 

Gi^vosa'  bei   Ras^usa,    Megline  bei   Catfaro,    Antfviiri,  Ddrazzo, 

VatötiA'^'Korfo,  Brrudisi,  Molfetta^  Ahcöna;  und  einie  der  Abhshd« 

Idng  beigefügte  Karte   dev   magnetischen   Linien   an  deiif 

Kfisten  des  adriatischen  Meeres  liefet  e?ne  sehr  deutRehV 

and  'interessante   (Jebersicht   des   Verhaltens    riei'  l'tnignetisbbeitf 

Krall  in  jener  in  so  vielen  Beziehungen  merk wurdl^h' Gegend  tfäf 

Erde.    Aus  der  Abhandlung  Ober  die  inagne''tiscHen'  Terhfttnlirie' 

Wiens  theilen  wir  unseren  Lesern  die  folgenden  der  Epoche  1854, 5 

entsprechenden  Resultate  ihrer  grossen  Wichtigkeit  wegen  mit: 

Declination =  I3o.2',05, 

jährliche  Abnahme  .  ' .    .    .  =  0^,15, 

horizontale  Intensität  .    .    .  =  2,00174, 

jährliche  Zunahme  .    .    .    .  =  0,00290, 

Inclination =64».16',35, 

jährliche  Abnahme  .    .    .    .  =  2',18, 

Intensität  der  Gesammtkraft  =  4,61048, 

jährliche  Zunahme  .    .    •    .  =  0,00196. 


Vermischie  Schrifteiu 

Ann'ali'dl  scienze  matematiche  e  fisich^,  compilati 
da  Barnaba  Tortoliai.    (TergLLiterar.  Ber.'Nr.  CSLS.Si) 


^ 

»: 


8  Uurarhek^  BeHckt  CXiL 

-  NdT»dbi»e  186&  Vkrie  com  ^Mtrononicbe.  Nota  dl  Gia^ 
fleppe  Biintlik  p:  401^—  Intorno  alle  auperficiele  qutli  defor» 
maocIoM  rltongtno  le  «tesse  UDe»  iK  ^rvatura  Di  Codazsi  Del-^ 
fi«^  p.423.  •-  SoH'  apera  del  «g.  Fledreiis.  JMIa  loBgetita 
onaiha  a-della  qaaatttar^della  Tita  sid  giobo.  Atücolo  del  pfoll 
O.  PMzi/p.  4)7.  -^>  8«IUi  fotaa  ceDtrUaga  terreatr»  in  qaanta 
atorba  la  direzione  della  gravitä.  Formole  e  sperienze  del  dott. 
B.  äahtiDi.    p.  445. 

.T-  .         I  • 

•  An»  dem  Oetoberhefte  1860  dieser  AnnaleD  ist  von  des  Herr» 
ibransgebers  treffliober  Abhandlaiig: 

;  Sulla  quadratura  4ella  soperficie  parallela  ad 
ana  auperficie.di  quart'  ordioe  conosciota  sotto 
i|  Dope  di  saperficia  di  .elaatieita^ 

ehi  besonderar  Abdruck  (Roma.  Tip<ygrlifia  delle  belle  atlL 
18081-)  reräofitiilt^t forden,  ao  dirsa  eia  Ji^der  sieb  leiGht  in  detf 
BeaÜB  dieser  ausge^eichneteD  Abbandiung  setzen  kann. 

.De<^enibre  1856.  Sulla  ^rza  ceatrifuga  terrestre  in  qoanto 
stnrba  la  dkezioDG  della  gravitiL  Fermole  e  sperienze  dell  dott. 
B.SantinI«  (Continuazione  e^  fine.)  p.  449.  —  Note  anr  nn  tbeo- 
r^jpe  gdo^ral  par  rapport  \,  rölimination.  Par  M.  A.  Cayley« 
p^  454*  —  L'pccultazione  di  Qiove  neUa  sera  2  Gennaja  1857  os- 
aeryata  a  Modena.  Del  Sig.  G.  fiianchi.  p.  450.  —Interna  al 
tew»mn  di  Jindan.    Nata  di  Angeln  GeaoccbL    p.  462. 


Berichtigung. 

In  dem  Literar.  Her-  Nr.  CXI.  Seite  1  Zeile  7  ▼.  u.  scbalte  man 
hinter  ,,  Da  gegen ''die  foAgetiden  Worte  eitt:  «,hauptsfichlich 
in  dem  hiermit  unmittelbar  zusammenhängenden  Arti- 
kel: .Ai^etzen  der  Gleichungen." 
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Mathematische 
ond  physikalische  Bibliographie. 


Cteseliielite  der  MmtUew^MU. 

A«  Poppe,  Cbronotogiscbe  Uebersicht  der  Erfindungen  and 
Entdecknogen  auf  dem  Gebiete  der  Pbysik,  Cbemie,  Astronomie  etc. 
2.  Anfl-    gr.  8^.    geh.    Frankfurt  a.  M.    10  Ngr. 

Systeme»  üefeur«  anfl  Wdrterbfielier* 

F.  Haller  von  Hall  er  stein,  Lebrbucb  d^  Eleroentarmatbe- 
matik.    3.  Aufl.    gr.  8o.    geb.    Berlin.    2%  Tbir. 

L.  Hoffmann,  Matheroatiacbes  Wurterbucb.  Alphabetiscbe 
2B8amroen8teUong  sfimmtlicber  in  die  mathematischen  Wissenschaf- 
teo  gehörender  Gegenstände  in  erkISrenden  und  beweisenden  syn- 
thetisch bearbeiteten  Abhandlungen.  1.  Lief.  Mit  68  Holzschn, 
Berlin.    20  Ngr. 

E.II.  Richter,  Lehrbuch  der  Mathematik.  2.  Tbl.  A.  u.d.T.: 
Lehrbuch  der  Aebniichkeitslebre  und  der  Fläcbenraumlebre.  gr.8®. 
Frankfurt  a.  d.  O.    16  Ngr. 

..  .  ArlthmetUc 

Dahamel,  Eli^ments  de  calcul  infinitMmal.  Tome  II.  Paris. 
8®.    Mit  1  Taf.    Scbiuss.    Preis  vollst.  4  Thir. 

J.  Heger,  AuflOsungsmetfaode  fOr  algebraische  Buchstaben- 
gleichlingen  mit  einer  einzigen  unabhängigen  BuchstabengrGsse. 
^;  49.    geh.    Wien.    1%  ThIr. 


P.  Haiher»  Sanunlang  yod  arithmeltoeiMii  Anfgabeii.    3.  Aul. 

gr.  80.    Sulzbach.    12  Ngr. 

F.  Mocnik,  Manuale  dt  aritmetiAL  Tradotto  da  O«  Zam- 
pieri.    Edizione  III.    Parte  I.    gr.  8«.    geb.    Wien.    18  Ngr. 

A.  Steinhauaer«  Anbang  zu  allen  deutschen  Anagaben  tob 
Logarithroentafeln.  Nach  Bofda's  Anhang  erweitert  hoch  A^. 
geb.    Wien.    24  Ngr. 

▼.  Teirich,  Lehrbuch  der  Algebra.  2.  Aufl.  1.  H&lfte.  gr.  8^. 
geh.    Wien.    Preis  fOr  das  Tollstfindige  Werk  IV,  Tbir. 

* 

Fleischhauer  und  E.  Fleischhauer,  Der  practiache  (Seo- 
meter  od^  i|l|eltii^  J4*t  ge^^H^MIIe^  ü^flMe.  3.  f  ufl.  89. 
geh.    Langensalza.    1  Thir. 

F.  Mocnik,  Geometria  iftlAiva  per  tl  ginnasio  Inferiore. 
PaHe  L    Edizione  U.    gr.  8^    geh.    Wien.    1.5  Ngr. 

Cb.  Schwenk»  Grundzflge  der  darstellenden  Geometrie  flir 

technische  Schulen,    gr.  8^.    geh.    Stuttgart.    28  Ngr. 

■      .  ■  •*■■'• 

L.  kambly»  Die  Elementar- Mathematik  fftr  den  iScImiabter- 
rieht  bearbeitet.  3.  ThL:  Ebene  und  sphärische  Trlgooömelrie. 
3.  Aufl.    gr.  89.    geh.    Breslau.    I2V9  Ngr. 

Bleeiiaiiik* 

G.  Doch  er  y  Handbuch  der  rationellen  und  tec&niscben  lUe- 
ehanik.  1.  Abth.  A«  u.  d.  T. :  äandbuch  der  rationellen  Mechanik. 
3.ßd.:  Mechanik  Teränderlicher  Systeme.  3.  Lief.  Augsburg.  6*. 
Mit  2  Taf.    i  tbIr. 

Thirouz,  Essai  sur  le  mouvement  des  projectilei^  ^ana  loa 
milieuz  resistants.    2'  cabier.    Partie  pratique.    Paris.    8^. 
Tbirouz,  Essai  sur  les  projectiles  allohg^s.    Paris.    8^. 

OpÜk. 

W.  A.  F.  Zimmermahii,  OJ^tilc  bder  die  Lehre  vom  Lieht 
gr.  99.    geh.    Berlin.    IV0  ThIr. 


Astronomische  Beobachtungen  auf  d^r  köni^t  Sterawarjte 


BerÜD.  Heraosgegcy^  f«ir'^.VMK^Mlk#>'  IV.  Bd.  Fol.  cart 
Berlin.    4  Thir. 

J.  I>Ui^i|eK  Aa8^äliihab|t  äet  BMbacUtmigtffobMr  imell  der 
Methode  der  kleiosten  Quidratiiiiiiiii^h.  gr.  8^.  ^eh.  BratanediMi|^; 
1%  Thlr.  "^ 

fliAdättKä  der  Erd^  tirtd  ies  BimiDelii  in  ^  Lief.  Nett  red. 
Adeg.    7.  Lief:    4u.  iMp.  -  ^ot.    iV^ltiiäk^.    10  Mgt.  , 

Memorie  del  nuovo  oeservatorio  del  coUegiö  Romano.  Rofn^ 
4*».    MH  5  taf. 

A.  ^detelet,  Annnähre  Je  TOM^rvatoire  royal  d^  Ünu^elll^^. 

A.  Steinhauser,  GrundzOge  der  mathematischen  Geogrät>Dii 
and  der  Landkarten -Projection.    Lex.  8^.    geh.   Wien.    2V4  Thlr. 


Physik. 

F.  C.  Bakewell»  A  Manwal .  of  Electricity,  Practical  and 
Theoretical.  Second  edition,  reTtsed.  Illoetrated  by  noameroue 
Engravinga.    London  and  Glaagon*.    8^.    2  Thir. 

P.  H.  Boutigny,  IStndes  sur  lea  corpa  k  T^tat  aphi^roTdal, 
oouvelle  branche  de  physique.  3'  Edition,  considi^rablement  aug- 
menti^e.    Paris.    S9,    Mit  26  Abbild.    2  Thlr. 

H.  W.  Do?e,  Ueber  die  ROckßlile  der  Kälte  im  Mai.  gr.  4». 
cart    Berlin.    24  Ngr. 

Fr.  H einen,  Ueber  einige  Rotationsapparate«  insbesondere 
die  Fessel'schen.    gr.  89.    geh.    Braunschweig.    20  Ngr. 

J.  Laroont,  Magnetische  Ortsbestimmungen,  ausgefilhrt  an 
verschiedenen  Punkten  des  Königreichs  Bayern.  2.  Tbl.  Lex.  8^. 
Manchen.    2Vs  Thlr. 

Ph.  Spiller»  Gmndriss  der  Physik  nach  ihrem  gegenwirti« 
gen  SUndpnnkte.    2.  Aufl.    gr.  S9.    geh.    Wien.    1%  Thlr. 

O.  Ule,  Physikalische  Bilder  im  Geiste  kosmischer  Anschaa- 
mg.  Allen  Freunden  der  Natur  gewidmet.  2.  Bd.  mit  eingedr. 
Holzschn.  A.  o.  d.  T. :  Die  Erscheinungen  der  Wellenbewegung  oder 
die  Lehre  vom  Schall»  Licht  und  Wärme.    Halle.    8^.    1  Thlr. 

Verzeichniss  der  neuesten  chemischen»  physikalischen  and 
pharmaceutischen  Apparate»  Geräthschaflten  und  Instrumente  der 
Handlung  W.  Batka  in  Prag.    gr.  8^.    Leipzig.    16  Ngr. 

J.  Weiser»  Lehrbuch  der  Fisik.  1.  u.  2.  Lief.  gr.  8^.  geb. 
Wien.    Preis  des  vollständ.  Werks  2%  Thlr. 

J.  Weiser»  Anfangsgründe  der  Fisik.  2.  Aufl.  gr.  8^.  geb. 
Wien.    IVe  Thlr. 

J.  M.  Ziegler»  Hypsometrischer  Atlas.  Mit  Erläuterungen 
md  HSheoTeneiehniasen.    <|iu  fol.    geh     Winterthur.    2%  Thlr. 


F^  Arago's  8äii|intliche  Werke,  ^.D^oUcbe  Origioal-Auegabe. 
Heranagegeben  vodI  G.  W.  Ij|ankeL  6  Bd.  gr..8^»  geh.  Leip- 
sig.    l%Thlr. 

SiUnngsbericbte  der  k«  k.  Akademie  der  Wisseaechaften. 
Mathematiscb  -  aaturwieseDachaOltche  Claase.  XXII.  Bd.  2.  Hft 
LfesLfP.    Wien.    geh.    2  TUr. 

Zeitschrift  (tir  Mathematik  und  Physik  Ton  O.  Schlomilcb. 
ond  B.  Witzach el.  2.  Jabig.  1.  H(t  Lex.  8^.  VoUstäDdig 
SThlr. 


M     .  •. 
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Mathematische 
DDd  physikalische  Bibliographie. 


Arithmetik. 

Cardanus  Formel,  deren  Verwandlang  zar  Berechnung  der 
Wurzeln  von  Zahleiigleichungen  von  der  Gestalt:  x^  —  Px — Q  =  0, 
und  eine  allgemeine  aus  jener  abgeleitete  Form  der  Wurzeln  der 
letzteren.  Lösung  des  dreihundertjährigen  Problems  von  Doctor 
E.  Büchner.    Hildburgbausen.    12  Ngr. 

J.  W.  F.  Gronau,  (Jeber  die  allgemeine  und  volle  Gfiltigkeit 
natberoatiscber  Formeln.    I.Tbl,    gr.  4<>.    geh.    Danzig.   V^Tblr. 

Keil,  Gemeine  oder  Briggiscbe  Logarithmen  mit  3  und  4 
bis  zu  6  Decimalen.  gr.  8^.  geh.  Eisenberg.  2  Ngr.  Tabellen 
einzeln  IV4  Ngr. 

Meyer,  A.,  Demonstration  de  deux  propositions  nouvelles 
snr  le  caicul  des  probabilit^s,  pr^ced^e  de  la  r^futation  des  objec- 
tlons  formul^es  contre  elles  au  sein  de  TAcadi^mie  de  Belgique. 
Liege.    4^     ]g  Ng^. 

Meyer,  A.,  Nouveaux  Clements  du  caicul  des  variations. 
Liege.    ^.    1  Thir.  10  Ngr. 

J.  Kogner,  Materialien  zum  Gebrauche  bei  und  nach  dem 
Unterrichte  aus  der  Arithmetik  an  Unter -Reabcbulen.  1.  TU. 
geb.    gr.  80     Wien.    %  ThIr. 

Th.  Spieker,  Leitfaden  für  den  arithmetischen  Unterricht  io 
höheren  Lehranstalten.  1.  u.  2.  Cursus.  gr.  8^.  geh.  Potsdam. 
12%  Ngr. 

Winckler,  Ant.,  Neue  Theoreme  zur  Lehre  von  den  be- 
stimmten  Integralen.    Wien.    8».    Mit  9  Taf.    6  Ngr. 

C^ometrie» 

F.  Mocnik,  Geometrische  Anschauungsiehre  fSr  die  Unl^- 
dyifiiiMSen.    1.  Ahtb.    3.  Aufl.    gr.  9>.    g«h.    Wien.    V.  ThIr. 


A.  Boo^,  Pttiullel«  der  Erdbeben,  der  Nordllebter  oud  de« 
Erdmagnetiemue.    Lex.  S9.    geh.    Wien.    Vs  'Thlr. 

Dienger,  J.^  AosgleldiUDg  der  Beebnchtungsfebler  nacb  der 
Hetbode  der  kleinsten  Quadratoammen.  Mit  sablreicben  Anwen- 
dnngen,  namentlich  auf  geedätieebe  Messungen.  Mit  In  den  Text 
eingedruckten  Hoisschn.    Braunschweig.    S9.    1  Thlr.  6  Ngr. 

Die  Fortschntte  der  Physik  Im  Jahre  1854.  Dargestellt  Ton 
der  Physikalischen  Gesellschaft  xu  Berlin.  X.  Jahrg.  Redig.  Ton 
A.  Kronig.    1.  Abtbeilung.    gr.  8o.    geh.    Berlin.    2  thlr. 

Gavarret,  Jul.,  Traiti^  d'^^tricit^.  Tome  I«-.  Paris.  8^. 
Mit  Abbildungen  im  Text.    2  Thlr.  20  Ngr. 

Uelnen,  Fr.,  Ueber  einige  Rotations -Apparate»  insbeson- 
dere den  Fessel  sehen.  Mit  in  den  Text  eingedr.  Holzschnitten. 
Braunschweig.    8<^.    20  Ngr. 

Jelly,  Ueber  die  Physik  der  HolekularkrXfte.  gr.  4».  geh. 
Mfincfaen.    6V4  Ngr. 

Physikalisches Lexicon.  2.  Aufl.  Von  O.  Marbach.  Fortges. 
von  C.  8.  Cornelius.  53. 54.  Lief.  Lex.8o.    Leipsig.    äVsTblr. 

Vct.  Meurein.  Observations  roöteorologiques  faites  a  Lille 
pfudant  l'annöe  ]854-55:    LUIe.    8^    Mit  4  Taf. 

Noad,  H.  M.,  A  Manual  of  Electricity ;  including  Galfanism, 
Magnetism,  Dia-Magnetism,  Electro  Dynamics,  Magneto -Electri- 
city, and.the  Electric  Telegraph.  Part  2.  London.  8«.  4  TbJr. 
ÖNgr. 

E.  Reichardt,  Die  Theorie  der  Wfirme,  ein  Versuch  xur 
ErkiSrung  der  Erscheinungen  von  Wärme,  Licht  und  Electricitfit. 
gr.  8^.    geh.    Jena.     V^  Thlr. 

Agst.  Reslhuber,  (Jntersudiungen  über  das  atmosphärische 
Ozon.  Wien.  8^.  Aus  den  „Sitzungsberichten  der  mathem.-naturw. 
Classe  der  Kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften.''   5  Ngr. 

Schmidt,  J.  F.  Jul.,  Die  Eruption  des  Vesuv  in  ihren  Phä- 
nomenen im  Mai  1855,  nebst  Ansichten  und  Profilen  der  Vulkane 
des  phlegräischen  Gebietes  Roccamonfina*s  und  des  Albaner  Ge- 
birges. Nach  der  Natur  aufgenommen  und  durch  Winkeimessun- 
gen  berichtigt.  9  Taf.  nebst  erklär.  Text.  Olmiitz^  Fol.  5  Thlr. 
'  V.  Sonklar,  K. ,  Ein  Condensations-Hygrometer.  Mit  1  Tafel. 
8^.  Wien.  Aus  den  ,,  Sitzungsberichten  1856  der  k.k.  Akademie  der 
iVissensehaften.*'    6  Ngr. 

Vermiselite  Schrlflea. 

Sitzungsberichte  der  k.  k.  Akademie  der  Wissenschaften.  Mathe- 
matisch-naturviissenscbaftl.  Classe.  XXIII.  Bd.  (Jahrg.  1857.)  l.Hft. 
IJkx.  8».    Wien.    geh.    2%  Thlr. 


